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В книге рассматривается распространение
электромагнитных волн разной частоты как в
изотропной, так и в магнитоактивной плазме. Обсуждается
как случай однородной, так и случай неоднородной
среды. Особое внимание уделено распространению
радиоволн в ионосфере и космических условиях.
Отдельная глава посвящена нелинейным явлениям
в плазме, находящейся в переменном
электромагнитном поле. Значительное место уделено учету
пространственной дисперсии при распространении
волн в плазме. В)результате оказывается
возможным исследовать все важнейшие случаи,
представляющие интерес при изучении ионосферы,
магнитосферы и космического пространства.

Для удобства читателей в двух параграфах
дается сводка формул и, кроме того, книга
снабжена большим списком дополнительной литературы.

Табл. 15. Рис. 133. Библ. 1207.
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ионизированная плазма ( 606 ). Изменение концентрации электронов в
результате иагрева плазмы в неоднородном поле ( 608 ).'!

§ 39. Нелинейные эффекты при распространении радиоволн в
плазме ( ионосфере ) 610
Введение ( 610 ). Основные соотношения ( 612 ). Эффект
самовоздействия ( 613 ). Нелинейное взаимодействие волн. Кроссмодуляция ( 618 ).
Нелинейное взаимодействие немодулированных волн. Комбинационные
частоты ( 623 ). О воздействии радиоволн на ионосферу ( 625 ).
Нелинейность, связанная с изменением электронной концентрации ( 626 ).

Цитированная литература 630

Дополнительная литература 646

Предметный указатель 681



Предисловие ко второму изданию

В последние годы масштаб исследований, посвященных плазме,,
продолжал увеличиваться. Всего за пять лет A961—1965 гг.)
физике плазмы было посвящено около 12 000 статей. Если же
иметь в виду только проблему распространения различных волн
в плазме и непосредственно примыкающие сюда вопросы, то число
работ за указанный период составляет более 1500.

Особенно большое внимание при этом уделялось:
распространению волн в неравновесной плазме при наличии

пучков и вообще при немаксвелловском распределении частиц
по скоростям; этот круг вопросов, очевидно, тесно связан с

изучением различных неустойчивостей в плазме;

распространению волн при учете пространственной дисперсии,
что особенно существенно в случае высокотемпературной плазмы;

изучению различных нелинейных эффектов и вообще учету
нелинейности в теории распространения волн в плазме;

распространению волн в турбулизованной плазме, рассеянию
волн на флуктуациях концентрации и других неоднородностях;

распространению волн при наличии границ, например в
заполненных плазмой волноводах, и т. п.

Большое внимание было обращено и на различные
конкретные проблемы, в частности на распространение и генерацию волн
в ионосфере и магнитосфере Земли, в межпланетной плазме
и в лабораторных установках, а также на плазму в твердых телах.

Несомненно, все перечисленные вопросы связаны между собой,
а также с задачами особенно подробно исследованными ранее
(вычисление комплексной диэлектрической проницаемости,
анализ распространения волн в равновесной и «холодной» плазме,
переход к магнитной гидродинамике и т. д.). Поэтому
представляется и возможным и, видимо, целесообразным написать книгу
о распространении волн в плазме, которая охватывала бы всю
совокупность возникающих проблем и освещала их с единой точки
зрения. Такой путь, однако, связан и с большими трудностями
как по существу дела, так и особенно с точки зрения доступности
и полноты изложения. В конечном счете эти затруднения
обусловлены исключительным разнообразием встречающихся случаев,
отличающихся иногда огромным различием значений характерных



10 ПРЕДИСЛОВИЕ КО ВТОРОМУ ИЗДАНИЮ

параметров плазмы (например, концентрация плазмы в металлах
и в межгалактическом пространстве различается примерно на
28 порядков, в то время как плотности всех жидкостей и
кристаллов лежат в пределах одного-двух порядков). Другими словами,
•стремление к возможно большей широте охвата материала в
физике плазмы особенно легко может привести к недостаточной
конкретности и излишней громоздкости при изложении даже
простых вопросов.

Исходя из этих соображений, автор не стремился при
подготовке нового издания настоящей книги существенно расширить ее
рамки. Как и ранее, мы имеем в виду по сути дела не проблему
распространения волн в плазме самого общего типа, а более узкий
¦круг вопросов, связанных в основном с распространением волн
в равновесной и «холодной» плазме. Тем не менее учету
пространственной дисперсии и тем самым рассмотрению «горячей» плазмы
также уделено довольно значительное место. В результате
оказывается возможным исследовать все важнейшие случаи,
представляющие интерес при изучении ионосферы, магнитосферы
ц космического пространства. Существенным исключением в этом
отношении является лишь распространение и рассеяние в
статистически неоднородной плазме. Кроме того, в книге совсем не
затронута проблема плазменных неустойчивостей, а также
некоторые другие из числа указанных выше. Мы стремились, однако,
сделать некоторые пояснения и в отношении вопросов, которые
подробнее не обсуждаются. Той же цели служит дополнительная
литература, которая в тексте использована не была. Собственно,
также обстояло дело и в предыдущем издании, и сейчас эта
тенденция получила лишь дальнейшее развитие.

После выхода в свет предыдущего издания настоящей книги
{1960 г.), помимо большого числа оригинальных работ, появилось
несколько обзоров и монографий, специально посвященных
распространению волн в плазме. В большинстве случаев речь идет
о ценных пособиях (ссылки на них будут даны в тексте), где ряд
вопросов освещен, вероятно, и более компактно и более удачно,
чем у нас. Автор не стремился тем не менее изменять характер
изложения там, где не видел в этом настоятельной необходимости.
Возможность же для читателей ознакомиться по другим книгам
с иным подходом к материалу может сыграть лишь
положительную роль.

Новый материал, включенный в книгу, касается учета
пространственной дисперсии, некоторых нелинейных эффектов,
распространения импульсов, энергетических вопросов, а также ряда
других моментов. В тех случаях, когда казалось, что это может
быть полезно или удобно читателям, автор допускал повторения,
а также делал пояснения элементарного характера. При этом
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были приняты во внимание поправки и изменения, внесенные
в английское издание книги (Пергамон Пресс, 1964). Автор
использовал также материал, содержащийся в написанной им части
совместной с В. М. Аграновичем монографии «Кристаллооптика с
учетом пространственной дисперсии и теория экситонов» («Наука»,
•1965).

При подготовке нового издания существенную роль сыграли
советы и замечания, сделанные А. А. Андроновым, А. В. Гуреви-
чем и В. В. Железняковым. Были учтены также замечания и
советы, высказанные Е. А. Бенедиктовым, Ю. И. Гальпериным,
Б. Н. Гершманом, Н. А. Митяковым, В. В. Писаревой, Л. П. Пита-
«вским, А. А. Рухадзе, В. П. Силиным и В. Н. Цитовичем. На
целый ряд неточностей указал мне также Дж. Б. Сайке,
переводивший книгу на английский язык. Всем им приношу
искреннюю благодарность.

Москва, апрель 1966 г.
В. Л. Гинзбург

Предисловие к первому изданию

Плазма, ее динамика и различные происходящие в ней
процессы в последние годы привлекают к себе все большее внимание.
Одной из важнейших проблем в этой области является изучение
распространения в плазме электромагнитных волн различных

типов (радиоволн, плазменных волн, магнитогидродинамических
волн и др.). Сюда же как частный случай относится поведение
плазмы, т. е. ионизированного газа, в однородном в пространстве,
но переменном во времени электромагнитном поле.

В настоящей монографии освещается именно этот круг вопр№-
сов, существенных для теории распространения радиоволн в

земной ионосфере, для радиоастрономии и астрофизики, а также
физики плазмы, получаемой в лабораторных условиях.

При исследовании распространения волн в плазме приходится
сталкиваться с весьма большим числом различных задач, с
разными постановками вопроса. Относящаяся сюда литература
огромна, особенно, если иметь в виду также и родственные
проблемы физики плазмы. В этой связи подчеркнем, что ниже не
делается попытки дать обзор соответствующих работ. Автор стремился
к другому — по возможности просто осветить ряд основных

результатов и выводов, уделяя особое внимание вопросам, в
исследовании которых он сам принимал участие. Таким образом, ни
характер изложения материала, ни список литературы не претендуют
на полноту. Вместе с тем, насколько нам известно, как в
советской, так и в иностранной литературе отсутствуют книги, в кото-
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рых распространение волн в плазме рассмотрено даже с той
степенью детальности, с какой это сделано ниже. Поэтому, как
можно надеяться, появление книги будет оправдано. При ее
составлении, там, где это оказалось возможным, использован также
материал, содержащийся в написанных автором ранее монографии
«Теория распространения радиоволн в ионосфере» (Гостехиздат,
1949) и второй части совместной с Я. Л. Альпертом и Е. Л. Фейн-
бергом книги «Распространение радиоволн» (Гостехиздат, 1953).

Для того чтобы облегчить чтение, а также использование книги
для справок, допускалось повторение некоторых формул в разных
разделах, а два параграфа специально посвящены сопоставлению
основных результатов. Кроме того, в список литературы
включены некоторые оригинальные и обзорные работы по вопросам,
которые в книге лишь затрагиваются или даже вообще не
рассматриваются. Важнейшей такой проблемой, оставленной в стороне,
является распространение волн при наличии статистических
неоднородностей.

За полезные замечания и советы автор признателен Е. А.
Бенедиктову, Б. Н. Гершману, А. В. Гуревичу, Н. Г.
Денисову, В. В. Железнякову, Н. А. Мйтякову, М. С. Рабиновичу
и В. П. Силину.

1960 г.
В. Л. Гинзбург



Принятые обозначения *)

N—концентрация электронов
Л^щах —концентрация электронов в максимуме слоя
Л^—концентрация нейтральных частиц

Л',- = УУ+ + Ж_—концентрация ионов, положительных и отрицательных
М — масса тяжелых частиц (ионов, атомов, молекул)
Рм — плотность среды
р0 — плотность невозмущенной среды
ре — электронное давление
Р1— иопное давление

Т—температура плазмы, в случае неизотермической плазмы—
температура ионов (температура везде приводится в
градусах Кельвипа)

Те — электронная температура
Т—длительность импульса (обозначение встречается

преимущественно в § 21)
Т^ —период колебаний (обозначение встречается

преимущественно в § 21)
со— циклическая частота

^*°о ~ |/ ~ плазменная частота

со'= ш + гу —комплексная частота, р = гш' = гсо-
\е\Н0

шн= —! гирочастота для электронов
тс

\е\ //<»>йя = -!—т, "ирочастота для ионов

м

/ = -= частота

*) Редко встречающиеся обозначения не приводятся. Во многих
случаях опускаются также индексы (например, в тексте эффективные сечения
обозначаются буквой д с соответствующими индексами т, гит. д.; здесь же
дается только одно обозначение д). Большинство величин, обозначенных
одной и той жо буквой, не встречается в одном и том же параграфе. Заряд
и масса электрона, скорость света и квантовая постоянная обозначены,
как обычно, через е, т, с и %. Подчеркнем, что в книге используется фазовый
множитель еш{, в литературе же часто употребляется также множитель е~ш.
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/к — критическая частота

V — скорость, V = у — средняя арифметическая скорость.

V т

и0 = 1/ (-д )— скорость звука
с .

Уф = фазовая скорость

Vг¦р = -гг— групповая скорость

» .. . со . . , к
К — волновой вектор; л; = — (п — щз, *=-г — волновой

С К

вектор в однородных плоских волнах

X — длина волны

, 2яс
Л.0 = длина волны в вакууме

Ф — фаза волны

г — радиус-вектор

Е— напряженность электрического поля

Н — напряженность магнитного поля, которая в пределах этой

книги отождествляется с магнитной индукцией В

Л*»'— напряженность внешнего (постоянного) магнитного поля

.Р—поляризация среды

Т>=Е + 4я.Р— электрическая индукция

Ф — потенциал электрического поля (для потенциального поля

Е= — дгас!Ф)

Э—плотность тока проводимости

., . дР
Э' = 3 -|—- плотность полного тока, связанного с движением

' зарядов

+ 4я./=-—+ 4я.Гд1 д1 ' 01

1
р = у—6Му2) — плотность «свободных зарядов»; р также

плотность микрозарядов
1

р'=-г- а1 у Е — средняя плотность микрозарядов
4я

е—диэлектрическая проницаемость, е;7- — тензор

диэлектрической проницаемости

0—проводимость, а^ — тензор проводимости
4яст

е = е— I комплексная диэлектрическая проницаемость,
со
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Апо^^
ъ'^^ = е^^ — I тензор комплексной диэлектрической

проницаемости

х— 1 -38- 10~16 эрг-г рад-1 — постоянная Больцмана (фигурирует обычно в
комбинации У.Т)

у, — показатель поглощения (затухания)
у — показатель затухания (Е = Е0еш1е~у*)
п — показатель преломления

/г1>^и2> пз — показатели преломления необыкновенной,
обыкновенной и плазменной волн

п = (га — г'х) — вводится при а = О

\1 = и — коэффициент поглощения

ц0, Aй, и2ц —глубины модуляции и кроссмодуляции (обозначения
встречаются только в § 39)

й — частота модуляции (обозначение встречается только
в § 39)

т= \ ц. й« — оптическая толщина

х— времена релаксации, время свободного пробега
V —число соударений (ут, V;, число соударений с

молекулами или ионами)
уэфф ~ эффективное число соударений

д — эффективное сечение

Г / к7 \2
Д—дебаевский радиус В = ( &ле2м ') ПРИ Те = Т

и Лг+ = ЛГ1
б —средняя относительная доля энергии, передаваемой

электроном тяжелой частице при одном соударении

Уп = ~м значение о при упругих соударениях

л=—¦= кинетическая энергия электронов

/ = XV = средняя длина свободного пробега
уэфф

»У — иптеграл столкновений (соударений)

в = -г— [ЕЩ — поток электромагнитной энергии

/(г, г, г») —функция распределения

/о(")> ' —симметричпая и несимметричная части функции
распределения

/оо (у) ~ максвелловская функция распределения
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Ф («, г, «) — отклонение функции распределения от равновесного
значения

2yTD

а — угол между волновым вектором fc и внешним
магнитным полем Нт

X —угол между Н(0)и осью z (обозначение встречается
только в § 29)

О — угол между волновым вектором Л; и «гр
0 —угол рассеяния
6 — угол между нормалью к фронту волны и осью z, в0 —

угол 6 в начале слоя (угол падения)
¥—угол поворота плоскости поляризации
Т — величина, фигурирующая в выражениях типа

Е = Е0е « ; Ф=-£- и т. д.
R—амплитудный коэффициент отражения
D—амплитудный коэффициент пропускания
Zm—полутолщина параболического слоя

у-'~- коэффициенты поляризации, характеризующие
поляризацию нормальных волн 1 и 2

со*

4яАМ

то2

va<M>

Ех, 1, 2
v

со§
И2

. _— безразмерные параметры



Глава I

Основы теории распространения
электромагнитных волн в плазме

§ 1. Общее введение. Параметры плазмы
в различных случаях

Различные случаи распространения волн в плазме. С
распространением электромагнитных волн в плазме, т. е. в частично
или полностью ионизированном газе, приходится встречаться
в целом ряде случаев. Важнейшие из них таковы:

Распространение радиоволн в высоких слоях земной атмосферы
(в ионосфере).

Распространение в ионосфере, экзосфере и прилегающих к ней
областях межпланетного пространства различных низкочастотных
электромагнитных волн.

Распространение в солнечной атмосфере, в туманностях, а
также в межзвездном и межпланетном пространствах радиоволн
космического происхождения, исследуемых радиоастрономическими
методами. Сюда же можно отнести распространение радиоволн
при локации Солнца, Луны и планет, а также в случае связи
с далекими искусственными спутниками Земли, космическими
ракетами и т. п.

Распространение в космических условиях низкочастотных
(магнитогидродинамических и акустических) волн.

Распространение в космических условиях (солнечная корона
и т. д.), а также в земной ионосфере плазменных волн.

Распространение электромагнитных волн различных типов
в плазме, созданной в лабораторных условиях (при изучении
газового разряда, в установках для исследования
контролируемых термоядерных реакций и др.).

Поскольку в космосе вещество почти во всех случаях находится
в состоянии плазмы, с распространением электромагнитных волн
в плазме оказывается связанной также вся оптическая
астрономия. Однако в оптической части спектра при встречающихся
в звездных атмосферах плотностях основные специфические
особенности плазмы не проявляются. Поэтому, естественно, мы не
будем рассматривать волн, лежащих в инфракрасной и еще более
коротковолновых частях спектра.
2 В. Л. Гинзбург
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Представление о плазме является закономерным и
плодотворным не только для газа, но и при изучении некоторых свойств

твердых тел (оптика металлов, дискретные потери энергии в
твердых телах, циклотронный розопанс в полупроводниках при
наличии большого числа носителей тока и некоторые другие явления).
Тем не менее сколько-нибудь подробно останавливаться на этом
круге вопросов, относящихся скорее к области физики твердого
тела, мы также пе будем.

Параметры плазмы. Плазма, с которой приходится
сталкиваться в природных условиях или в лабораторных приборах,
характеризуется параметрами, отличающимися в различных
случаях на много порядков. Так, электропная концентрация в
межгалактическом пространстве N ^ 10~5 электронов-см~3, в меж-
звездпой среде электронная концентрация изменяется обычно
в пределах 10~3 ^ N < 10 (значение N ~ 10 относится к облакам
межзвездного газа)*). В солнечной короне 104 < N < 3-Ю8,
в межпланетном пространстве N ~ 1 -^ 104 (последнее значение
относится к самым мощным корпускулярным потокам,
выбрасываемым Солнцем). В земной ионосфере 103 ^ N ^ 3-Ю6. В
некоторых обсуждаемых, но еще не созданных установках для
контролируемого использования термоядерных реакций N ~ 101Б, а для
ряда газоразрядных приборов типично значение N ~ 1012.
Наконец, концентрация электронов проводимости в металлах N ~
~ 3-Ю22, и именно эта концентрация фигурирует, когда
плазменные представления используются в применении к металлам
(в полупроводниках значение N обычно на несколько порядков
меньше, чем в металлах).

Вторым параметром, характеризующим плазму, является
концентрация нейтральных частиц Ыт, или степень ионизации

N
г = -тт—. В земпой ионосфере: в нижнем /)-слое Ыт -~ 1015

и г — Ю-11 4- Ю-12; в Е-слое Ыт ~ 1012 и г ~ 10~7 и в /'-слое
Мт <: 1010 иг< Ю-4 (подробнее о строении ионосферы см. § 30).
В солнечной короне практически Ыт = 0, т. е. г = оо; в других
космических условиях иногда Ит < N, но часто (вдали от
горячих звезд) N < Nт, т. е. газ слабо ионизирован.

Если в плазме присутствуют лишь положительные ионы, то
в имеющих обычно место условиях квазинейтральности их
концентрация N + — N. Если же могут присутствовать также
отрицательные ионы, то И+ — N + Ы- (все ионы считаем для
простоты однократными) и появляется еще один параметр Ы-Ш+, или

*) Все приводимые численные значения имеют лишь ориентировочный
характер.
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В соответствии с различием в концентрации в таких же
примерно пределах меняется также и длина свободного пробега
частиц.

Температура плазмы в различных условиях такова (все
значения температуры здесь и в дальнейшем приводятся в градусах
Кельвина):

Земная ионосфера Т ~ 300-:- 3000

Солнечная корона Т—10е
Межзвездный газ Т — 100 (слабо ионизированные

области)
» » Г-^Ю4 (сильно ионизированные

области)
Межгалактический газ .... Т~10ъ-±-\0й

В экспериментальных установках для изучения
контролируемых термоядерных реакций Т ~ 106 -=- 107. В соответствующих
установках промышленного типа температура должна будет,
вероятно, достигать 108 —¦ 109 градусов (см. [1]).

Характеризуя состояние плазмы температурой, мы тем самым,
строго говоря, уже считаем ее равновесной (точнее,
предполагается, что частицы в плазме*имеют максвелловское распределение

по скоростям). Фактически, однако, ряд формул, которые будут
получены ниже, в определенных пределах или совсем не зависят,
или слабо зависят от формы распределения плазменных частиц
по скоростям. В других случаях несущественно распределение по
скоростям ионов и молекул. В § 8 будет, кроме того, рассмотрена
двухтемпературная плазма, в которой электропы и ионы имеют
максвелловское распределение скоростей, но с различными
температурами.

В целом, тем не менее, можно сказать, что плазма везде в
настоящей книге считается равновесной или квазиравновесной
в пространстве скоростей. Это ограничение весьма
существенно, так как при наличии в плазме различных потоков и пучков
частиц (т. е. в случае достаточно резкой асимметрии функции
распределения плазменных частиц по скоростям) распространение
волн в плазме приобретает качественно новые особенности.
Важнейшая такая особенность состоит в том, что при наличии пучков
волны в плазме могут не только затухать по мере их
распространения, но и усиливаться. Другими словами, при наличии пучков
плазма оказывается, вообще говоря, неустойчивой: возникающие
в ней по какой-либо причине возмущения (волны) в линейном
приближении нарастают со временем. Все такого рода явления,
как ясно из сказанного, ниже рассматриваться не будут. Более

2*
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того, под самим термином «плазма» будем без дополнительных
оговорок понимать не произвольную плазму, а только плазму, в
которой при отсутствии электрического поля распределение по
скоростям либо равновесно (плазма с температурой 71), либо, в
интересующем нас плане, несущественно отличается от равновесного
или квазиравновесного состояния (двухтемпературная плазма
и т. д.).

Рассмотрению более общей проблемы о волнах в
неравновесной плазме (в частности, при наличии пучков) посвящена
обширная литература. То же можно сказать и о многих других аспектах
физики плазмы, имеющих отношение к тому кругу явлений,
которому посвящена настоящая книга. Сейчас мы ограничимся
указанием лишь на несколько монографий и обзоров [1—9], но ниже
значительно расширим этот список.

Особенности плазмы. С указанной первой особенностью
плазмы — большим разнообразием встречающихся значений
параметров, связана и вторая ее особенность, существенная при
изучении распространения волн. Именно, плазма часто является
существенно неоднородной, так что речь идет о распространении волн
в средах с изменяющимися в пространстве параметрами.
Разумеется, с неоднородностью среды приходится сталкиваться и в
других случаях. При этом обычно встречаются резкие границы
раздела и значительно реже лишь сравнительно небольшие плавные
изменения свойств среды. В случае же плазмы, наоборот, редко
приходится сталкиваться с резкими границами, и типичным
является наличие плавных, но весьма больших изменений свойств

среды. Изменения эти часто настолько велики, что
диэлектрическая проницаемость е меняет знак.

Третьей характерной особенностью плазмы как раз и можно
считать то обстоятельство, что ее использование позволяет без
особого труда реализовать среду с близкой или равной нулю
диэлектрической проницаемостью 8 и слабым поглощением. С этим
связаны возможность существования очень слабо затухающих
плазменных волн и некоторые другие важные моменты.

Четвертая особенность плазмы — сильная частотная
дисперсия, т. е. зависимость проницаемости е от частоты со.

Пятой особенностью плазмы можно считать сильное изменение

ее свойств под действием постоянного магнитного поля. В
результате даже весьма слабые, по обычным представлениям,
магнитные поля (например, земное поле) существенно меняют
характер распространения волн в земной ионосфере и других
случаях.

Шестая особенность плазмы — появление нелинейности ее

электромагнитных свойств уже в сравнительно легко достижимых
полях. С этим связаны явления нелинейного взаимодействия
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(кроссмодуляции и др.) волн, распространяющихся в плазме.
В других же средах (за исключением ферромагнетиков, сегнето-
электриков и т. п.) нелинейные эффекты появляются лишь в очень
сильных полях.

Разумеется, выделение шести, а не какого-то-другого числа
.особенностей плазмы несколько условно. Но сам факт большой
специфичности плазмы бесспорен. В связи с этим естественно,
как это уже давно имеет место в практике, самостоятельное
рассмотрение различных вопросов физики плазмы и, в частности,
распространения в плазме электромагнитных волн.

§ 2. Основные уравнения.
Характер используемых приближений

Уравнения поля. Материальное уравнение в линейной
электродинамике. Стоящая перед нами задача заключается в
количественном рассмотрении электромагнитных волн в плазме. При
этом для описания электромагнитного поля мы будем пользоваться
средними значениями напряженностей электрического и
магнитного поля. Под усреднением, строго говоря, здесь нужно понимать
усреднение в смысле, используемом в статистической физике
(усреднение по ансамблю эквивалентных систем; такое усреднение
связано с пренебрежением*флуктуациями). Средние в
статистическом смысле поля могут как угодно быстро изменяться в
пространстве и времени и какое-либо дополнительное (помимо
статистического) усреднение полей по «физически бесконечно малым»
объемам и интервалам времени не только не необходимо, но
и неосуществимо при достаточно общей постановке вопроса (среды
с частотной и пространственной дисперсией) [3, 10]. Фактически,
однако, мы обычно интересуемся полями в плазме, длина волны
которых X велика по сравнению со средним расстоянием между
частицами г ~ И-1?*. Например, при распространении волн в
ионосфере и солнечной короне рассматриваются в основном метровые
и более длинные волны; в то же время в этих условиях N > 103
и г ~ ТУ-^'з ^ 0,1 см. В силу этого обстоятельства (условия
X > г ~ N-1/з) статистическое усреднение эквивалентно
усреднению по «физически бесконечно малому» объему, т. е. объему
с таким характерным размером /, что I > ТУ"-1^ и в то же время
/ < Я. В результате традиционное изложение [11, 12]
электродинамики сплошных сред (макроскопической электродинамики),
с использованием представлений об усреднении по достаточно
малому объему, в применении к многим вопросам не отличается
по сути дела от более последовательного цодхода (статистическое
усреднение, разложение поля по Фурье).
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Для статистически-средних величин уравнения поля в среде
имеют вид

. ъ 1 дВ* 4л .
то1В = -—_ + __*ехЬс д1

с 5*

(НуВ = 0.

I B,1)

Здесь -Е" — напряженность электрического поля, В' ж В—полная
индукция электрического и индукция магнитного полей, «7ех1
и рех1~ плотности тока и заряда внешних источников
(последнее означает, что величины у^ и рех1 считаются заданными —
не зависящими от 2?, В' и В). Индукция В' определяется соот-

ношением —^—- = -^— -(- 4зте//, где </'—плотность полного тока,
индуцированного полями Е и В; кроме того, иногда удобно вводить
вектор поляризации Р', причем В' — 2? + 4яР'.

Мы используем здесь обозначения I)', Р' и $' вместо более
естественных обозначений В, Р и ^, так как последние
употребляются для других величин.

Из сравнения уравнений B,1) с уравнениями для
микроскопического поля ясно, что поля Е и В в B,1) представляют
собой соответственно статистические средние значения напря-
женностей электрического и магнитного микрополей е и Л
(см. также § 3). Сила микрополя, действующая на «пробный заряд»,

движущийся со скоростью V, равна /=е < е-\ [г?й] У . В силу
сказанного, статистически-средняя сила на пробный заряд

Сила Р, вообще говоря, не равна силе,
и ч

действующей на заряды в каких-то определенных точках среды

(этого вопроса —проблемы действующего поля, мы коснемся в § 4).
Все свойства среды (в частности, плазмы) отражены в

выражении для В' или у', а лучше сказать в связи между В' и векторами
Е и В. Установление этой связи (материального уравнения)
необходимо для того, чтобы система уравнений B,1) могла считаться
полной.

Вообще говоря, связь между В', Е и В является нелинейной,
но большую роль играют линейное приближение и отвечающая
ему линейная электродинамика. Правда, как раз в плазме
нелинейные явления возникают сравнительно легко и их изучение
составляет важный раздел физики плазмы. Однако и в
электродинамике плазмы линейное приближение сохраняет свое выдающееся
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значение. В настоящей книге, за исключением гл. VIII и всего
лишь нескольких мест в других разделах, мы будем пользоваться
линейной электродинамикой и только на таком линейном
материальном уравнении остановимся сейчас несколько подробнее.

Общий вид линейного материального уравнения таков:
ч

I

В\(г,1)= \ Й'|^(М',г,г')^(г',Г), B,2)
оо

где I, / — тензорные индексы 1, 2, 3, отвечающие осям х = хи
у = хг и 2 = х3 (здесь и во всей книге по дважды встречающимся
тензорным индексам подразумевается суммирование).

В B,2) помимо линейности принят во внимание лишь принцип
причинности, в силу которого индукция в момент I определяется
только значениями поля в прошлом и настоящем, т. е. в моменты
V < I. Если свойства среды неизменны (однородны) во времени,
то ядро ъц в B,2) зависит лишь от I — I'. Наконец, если среда
пространственно однородна, т. е. все ее точки равноправны (при
пренебрежении флуктуациями), то е^ зависит только от
разности г — г'. В таких условиях

Ш(г, г)= \ йг' \ йг'ъи{1 — 1\ г — г')Е}{г\ О- B>3)
— оо

л.

Ядро е^- можно интерпретировать как индукцию,
возникающую в качестве «отклика» на д?льта-образное поле Е.
Действительно, при Е(г'', I') = е8 (I') & (г') с е=1 и I' < I индукция
2); (г, 1)=\ц{1,г)е^

Перейдем в B,3) к изображениям (компонентам) Фурье,
полагая Ег (г, I) = \ Ег (со, к) $*(©*-*»¦) йы йк (для изображений Е% (со, к)
и оригиналов Е^ (г, I) используется одинаковое обозначение Еи
что не должно повести к путанице в связи с указанием
аргументов; аналогично поступаем и в случае других величин) *). Впрочем,
для получения Б'х (со, к) даже нет нужды проводить Фурье-
преобразование, а достаточно в B,3) положить Е] (г', I') —¦
= Е;{<й1 &) е*«й('-*р'> и аналогично для В\,

В результате (т = 2 — I', К~г — г')

В\ (со, к) - гц (со, к) Я, (со, к), B,4)

*) В литературе широко используются также выражения, отличающиеся
другим выбором знака перед мнимой единицей г, т. е. употребляется фазовый
множитель в виде е% (кг~®г\ Мы везде используем множитель ег (ш~кг\

9
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где
оо

г'ц (со, Л) = Л их ^ йШ-Ч«*-ъ*) еи (т, Я). B,5)
о

Тензор е^ (со, &) называется тензором комплексной
диэлектрической проницаемости и может быть записан в виде

ъ'ц (со, к) = е^- (©, *>) — * — а^ (со, й), B,6)

где тензоры е^ и $ц являются эрмитовыми (запись
произвольного тензора г'ц в виде B,6) однозначна в смысле определения
эрмитовых тензоров г^ и вц, и наоборот).

Отметим, что чаще употребляются (см., например, [3, 10, 12])
и, видимо, более последовательны другие обозначения, при
которых тензор B,5) обозначается как гц и записывается в виде
8*7 = 8^ ^ гъц (здесь тензоры щ и щ эрмитовы, а знак ± перед г
отвечает выбору знака у фазового множителя ет^ш-кг>>). Следуя
известной традиции, мы сохраним обозначения типа B,6), которые
для приложений несколько более удобны.

В силу B,4) и B,6)

В\ (со, к) = Е% (со, Щ — 1-^~П (<*>> *) =

= /L(©,Л)-1^./,(©,*), B,7)
где

А (со, Ь)=Еи((й, &)#/(со, А?), /{(©, *) = а0-(ю, *)^(©, Л?). B,8)

Величины Ви] называются соответственно индукцией
электрического поля и плотностью индуцированного тока. В отличие
от полной индукции I)' и плотности полного тока $' эти
величины I) и $ связаны с Е с помощью эрмитовых тензоров е^
и ац (тензор же е^- эрмитовым, вообще говоря, не является).

Частотная и пространственная дисперсии. Их роль в случае
плазмы. Зависимость тензора е^- (со, к) от частоты © соответствует
частотной дисперсии, а его зависимость от волнового вектора
к — пространственной дисперсии (иными словами, если
диэлектрическая проницаемость зависит от ©, то имеется частотная
дисперсия, а в случае зависимости г'ц от к присутствует
пространственная дисперсия) *).

*) Частота со и волновой вектор к являются независимыми
аргументами функции е1з (со, к). Правда, при распространении волн в среде со и Л:
связаны между собой дисперсионным уравнением (см., например, § 7),
но появление такой связи обусловлено однородностью используемых урав-
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Физическая природа частотной дисперсии состоит в том, что
в силу инерции носителей заряда, а также испытываемого ими
трения, поляризация (и, следовательно, индукция) в среде в
данный момент не определяется только значением поля в этот же
момент времени. Естественно поэтому, что интервал значений
х = I — I', в котором ядро г^ (т, В) в B,5) сколько-нибудь
значительно, определяется характерными частотами среды со5 (а
также обратными временами релаксации 1/т5).

Частоты со5 и времена т8 обычно лежат в широких пределах.
Для плазмы в простейшем случае, когда можно не учитывать
влияния внешнего магнитного поля и соударений, роль собственной
частоты среды со8 играет плазменная частота

уЛ«!^ = 5 64 1(L у у B ^и " т

(частота оH часто называется также лэнгмюровскои частотой
и обозначается через со^ или со^).

Частоты со распространяющихся в плазме волн во многих
интересных случаях порядка со0 или, во всяком случае,
сопоставимы с со0. Далее, отношение со0/со входит в выражение для
г\$ (со, к) весьма существенным образом (например, в простейшем
случае е^- (со, к) = е (со) 6^, 8 (со) = 1 — сор/со2; см. § 3). В
результате частотная дисперсия в плазме, вообще говоря, является
сильной и мы даже отметили выше этот момент в качестве одной из
характерных особенностей плазмы.

Пространственная дисперсия связана с тем, что поляризация
(индукция) в данной точке определяется не только значением
электрического поля в той же точке, но и полем в окрестности
этой точки. Характерный размер а8 для той области значений
Л, в которой ядро е,; (т, И) в B,5) еще существенно отлично
от нуля, зависит от типа среды. Например, в конденсированной
среде (твердое тело, жидкость) параметр или параметры а8
обычно порядка междуатомного расстояния или постоянных решетки,
поскольку атомы не могут быстро перемещаться на значительное-

расстояние, а междумолекулярные силы являются
короткодействующими (подробнее см. [10]). Вообще же, по самому смыслу,
расстояние а$ есть «радиус молекулярного действия» или «радиус
корреляции», т. е. то расстояние, на котором движение частиц,
взаимозависимо. В плазме роль параметров а8 могут играть такие
расстояния, как длина свободного пробега /, радиус электронной

ненийполя. В общем же случае, при наличии внешних источников (см. B,1))г
можно создать поле Е~Ж0ег (°>*—кг) с любыми со и &, а затем найти
создаваемую этим полем индукцию ТУ (подробнее см. [10]).
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V и»тс

орбиты в магнитном поле гн = — = ;—г-=щ (V — скорость
электрона, #@) —напряженность магнитного поля) и, наконец,
дебаевский радиус

° = /:Ж =4'9 /ТЩу ™. B>10)
где х — 1,38-10~16 эрг• градус-1 — постоянная Больцмана. На
•физическом смысле дебаевского радиуса B,10) мы еще подробно
остановимся в § 4. Здесь достаточно сказать, что В есть
характерное расстояние, на котором заряды в плазме собираются вокруг
данного заряда и экранируют его поле. Одновременно дебаевский
радиус В по порядку величины равен расстоянию, которое элек-

— проходит за один

период —, отвечающий частоте плазменных колебаний B,9);
(Од

иТ , / хГ
в самом деле, расстояние — = ]/ т—щ~0^

При отсутствии магнитного поля и столкновений (бесстолкно-
вительная изотропная плазма) пространственная дисперсия
в плазме определяется именно параметром В или, точнее,
расстоянием VтIщ мы будем пользоваться безразмерным параметром В/к
или кВ ~—Т- (Я —длина волны в среде, при отсутствии
поглощения волновой вектор к = 2лМ,). Для поперечных волн в плазме
часто к^ю/с и оо~со0, откуда кВ~гт/с. В подобных условиях пара-

метр кВ в нерелятивистской плазме ( ит < с, Т < ~ 5-109°К
всегда мал.

Чем холоднее плазма, тем меньше дебаевский радиус В и тем
легче при прочих равных условиях пренебречь пространственной
дисперсией. Так возник термин «холодная» плазма, указывающий
на возможность пренебречь тепловым движением, а тем самым
и пространственной дисперсией.

Итак, если характерный параметр мал, т. е.

АЯ«1, B,11)

то пространственная дисперсия в плазме может считаться слабой
(в условиях, когда не играет роли пространственная дисперсия,
связанная с соударениями и влиянием магнитного поля). Учет
слабой пространственной дисперсии, если он приводит лишь
к небольшим поправкам (например, поправкам порядка (кВJ)у
обычно не представляет особого интереса. Существенно, однако,
что даже слабая пространственная дисперсия может приводить
« качественно новым явлениям и эффектам и тогда ее рассмотре-
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ние, конечно, необходимо. В качестве таких эффектов нужно
в первую очередь указать на появление плазменных (продольных)
волн с отличной от нуля групповой скоростью (при отсутствии
пространственной дисперсии могут существовать лишь
плазменные колебания или, если угодно, плазменные волны с равной
нулю групповой скоростью распространения) *). Таким образом,
приближение «холодной» плазмы несомненно ограничено даже при
соблюдении условия B,11). К этому можно добавить, что параметр
кО во многих случаях не так уже мал, несмотря на то, что плазма
является нерелятивистской и пространственная дисперсия,
формально говоря, может считаться слабой (условие B,11)).
Например, в солнечной короне Т ~ 106 °К и N ^ 108 см~*\ как ясно

из B,10), при этом кО = —г— > -г- или кО > 10~2 для волн
X *С 3 м.

На первый взгляд может показаться, что в такой ситуации
наиболее целесообразно рассматривать распространение волн
в плазме, сразу же учитывая и частотную и пространственную

дисперсию. В тех же случаях, когда роль пространственной
дисперсии мала, это было бы ясно из результатов; в частности,
формулы для «холодной» плазмы можно получить из общих
выражений, полагая параметр кО равным нулю.

Реальное положение дела представляется нам, однако,
совершенно иным.

Во-первых, многие формулы, полученные с учетом
пространственной дисперсии, значительно сложнее простых и ясных
результатов, получающихся для «холодной» плазмы. В этой связи в тех
случаях, когда влияние пространственной дисперсии мало и, так
сказать, носит лишь количественный характер, из методических
и педагогических соображений удобнее начинать с приближения
«холодной» плазмы и учитывать пространственную дисперсию по
теории возмущений, вычисляя соответствующие поправки. Во-
вторых, и это главное, пространственная дисперсия полностью
отражается в зависимости тензора г'ц (со, к) от &, вообще говоря,
только для однородной среды. В. самом деле, переход к B,4)—B,5)
был сделан исходя из выражения B,3), строго справедливого
только для однородной среды. В случае же неоднородной среды
(властности, при наличии границ) ядро г^ в B,2) зависит не только
от разности К = г — г'', но и в отдельности от г и г'. Тем самым

*) В кристаллооптике параметр а А, характеризующий влияние
пространственной дисперсии, обычно очень мал (параметр а порядка постоянной
решетки и а/% ~ Ю-3 — 10~4). Тем не менее и в кристаллооптике учет
пространственной дисперсии важен и интересен, поскольку он приводит к гиро-
тропии, оптической анизотропии кубических кристаллов, появлению «новых»
волн и другим явлениям (см. [10, 13]).
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А

в неоднородной среде использование тензора е^ (со, к), во всяком
случае, ограничено, и этот вопрос требует специального анализа
[10, 14, 15]. Между тем неоднородность плазмы во многих случаях
(особенно, в космических условиях) весьма существенна.
Последовательный учет пространственной дисперсии для неоднородной
плазмы и весьма громоздок и не всегда практически возможен,
не говоря уже о том, что часто он совершенно излишен. Наконец,
нужно подчеркнуть тот факт, что в большинстве геофизических
и астрофизических приложений (ионосфера, магнитосфера,
солнечная корона, межзвездный газ) плазма часто может считаться
«холодной» и учитывать пространственную дисперсию нужно
лишь сравнительно редко.

По всем этим причинам в основу изложения в настоящей книге
положено приближение «холодной» плазмы. Учет же
пространственной дисперсии будет производиться преимущественно лишь
тогда, когда он необходим по существу дела.

Уравнения поля при неучете пространственной дисперсии
(«холодная» плазма). При пренебрежении пространственной
дисперсией можно положить 8^ (со, к) — е^ (со, 0) = 8^- (со). Здесь
нужно сделать лишь ту оговорку, что тензор г'ц (со, к) описывает
не только электрические, но и магнитные свойства среды [3, 10].
Поэтому для магнитной среды, особенно при со = 0, нельзя
считать, что ь'ц (со, 0) = &\$ (со), а нужно ввести помимо е^ (со)
также и магнитную проницаемость и^- (со). Однако в равновесной
плазме (в отличие, скажем, от ферромагнетиков) статическое
значение и^-у @) очень близко к единице (см. § 3). Значение ц.^ (со)
при со =И^ 0 для плазмы также близко к единице, а в случае
необходимости намагничение может быть учтено и, точнее сказать,
при последовательном подходе автоматически учитывается как

эффект пространственной дисперсии *).
Итак, мы всегда будем полагать ц.^ = б^-, а для «холодной»

плазмы описывать среду тензором е^ (со, к = 0) = е^- (со),
который запишем в виде

4-ЗТ

г'ц (со) = ги (со) — г — аи (со), B,12)

*) Магнитные свойства среды находят свое отражение в зависимости
полной индукции П' от В. Но в силу третьего из уравнений B,1) В (со, к) =

= — [кЕ (со, к)] и, следовательно, В выражается через Е. Поэтому, когда

и' в общем виде связывается с Е (см. B,4)), при этом учитываются и
магнитные свойства. Нетривиальным является лишь переход со ->- 0, т. е.
рассмотрение статического поля. По причинам, указанным в тексте
(возможность пренебречь намагничением плазмы), мы на этом переходе
останавливаться здесь не будем (см. [3], § 3).

т
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где тензоры е^- и <т^ по определению являются эрмитовыми
(именно так мы делим тензор г'ц на две части).

В силу сказанного нет оснований различать между магнитной
индукцией 13 и напряженностью магнитного поля В. Ниже будет
использоваться только эта последняя величина.

При пренебрежении пространственной дисперсией переход
к пространственным Фурье-компонентам не является
необходимым и можно пользоваться величинами типа Е (со, г) —

Е{г\ I) е~шсИ или, что проще, рассматривать поля

Е(г, 1) = Е(г)еш. B,13)

1

2%

вида

Ниже мы, если не оговорено обратное, всегда будем иметь дело
с полями типа B,13), т. е. монохроматическими полями. Для
таких полей с учетом сделанных замечаний уравнения поля B,1)
записываются в виде

I0^Н==^^^1^I), B,14)
(НуВ---4лр, B,15)

го1Я==-1 — /Г, B,16)

(И\Н = 0, B,17)

причем

А = е„(ю)Я,, п = аи((о)Е^ B,18)

Пренебрежение пространственной дисперсией означает, что
связь I) и $ с Е является локальной, т. е. в B,18) фигурируют
величины для одной и той же точки г. Это значит, что и е^ (со) и оц (со)
могут зависеть от г, как это и имеет место для неоднородной среды.
Другими словами, связи B,18) подробнее нужно было бы
записать в виде Вг (г) е1®*= еи (со, г) Е^ (г) еш и аналогично для $.

В уравнениях B,14) и B,15) внешние токи и заряды считаются
отсутствующими (в противном случае в правых частях этих
уравнений появляются соответственно члены д^ и рех<; см. B,1)).
Быть может, следует, кроме того, пояснить, что второе из
уравнений B,1), в силу B,7), записывается в виде (Ну !>' = (Ну Ъ —

4-Я

—I — (Ну $ = 4ярех1. Обозначая сНу д^ —/сор и полагая рех^ — О,

мы и приходим к B,15). Разумеется, такая процедура
эквивалентна обычной, при которой величина р вводится как плотность
«свободных» зарядов (из B,14) и B.15) сразу же следует
уравнение непрерывности сНу $ + шр = 0, которое и определяет
смысл р).
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Равновесная «холодная» плазма при отсутствии внешнего
магнитного поля НеХ1 = Н@) является изотропной. При этом

г'ц (со) = е' (со) б^-, е' (со) = е (со) — г — а (со) B,19)
и

I) = е (ю) -Е, э^о (со) Ш. B,20)

При наличии внешнего магнитного поля (т. е. при Н10) Ф 0) даже
равновесная плазма анизотропна или, как говорят, магнитоактив-

на. Тензор щ (со) в этом случае зависит от Я<0), и более
последовательно было бы записывать его в виде е^(со, Н@)).

В уравнения ноля B,14)—B,17) входят полные поля от всех
источников, и, поскольку Егз и а^ в B,18) зависят от внешнего
магнитного поля, эти уравнения формально можно считать
нелинейными. Однако в теории распространения электромагнитных
волн внешнее магнитное поле обычно считается заданным и к тому
же независимым от времени и, следовательно, уравнения поля
относятся по сути дела лишь к полю самих волн; поэтому эти
уравнения в случае B,18) являются линейными. В некоторых
случаях, однако, имеют место нелинейные явления в «истинном
смысле», проявляющиеся во взаимодействии различных волн
в плазме; при этом е и а (или е^ и а^) являются сами функциями
напряженности электрического поля в волнах. Нелинейные
явления проявляются лишь в случае достаточно сильных полей и, как
уже указывалось, будут специально рассмотрены в гл. VIII. Во
всех других местах книги мы будем, если это специально не
оговорено, считать уравнения линейными, т. е. е и а (или е^ и а*7-),
не зависящими от векторов поля. В подавляющем большинстве
случаев при распространении волн в ионосфере и космических
условиях такое линейное приближение отвечает
действительности.

Применяя к B,16) операцию го! и используя B,14), получаем

го! го* Е--^- (в— I-^- А = 0. B,21)
В декартовых координатах, которые ниже будут использоваться
за немногими исключениями, удобна запись гоЪ гот, = — А +
-}-§:гас1а1у и уравнение B,21) принимает вид

Д^~2гааа1у^ + ^(#-^./)=0. B,22)
В изотропном случае B,20) уравнение B,22) принимает вид

АЕ-%гьй<ИлгЕ + -^е'1]^0. B,23)
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В том же изотропном случае B,20), исключая из уравнений B,14)
и B,16) поле Е, получаем уравнение

АН + Д-^гайе' го1 Щ + ^е'Н = 0. B,24>о С

Здесь принято во внимание, что уравнение B,14) при учете
связей B,20) записывается так:

то1Я = ^в'Е. B,25)
Если бы мы не считали в B,14) и B,15) отсутствующими

внешние токи и заряды, то в правой части уравнения B,21) стоял бы

член —г —2~ ./ех* (<*>» г)ч а в правой части уравнения B,22) такой же^
С

член, но с обратным знаком; в уравнении B,24) при этом
появляется член гот, ^еx^. Все эти члены мы опустили, поскольку будем

С

интересоваться только полями вне источников (например, антенн).
Одномерные задачи. Плоские волны. В общем случае, когда

г зависит от всех координат, упрощение весьма сложных

уравнений B.23) и B.24) невозможно. Поэтому весьма существенно,
что часто можно принимать во внимание зависимость е' лишь
от одной координаты. Например, в земной ионосфере наиболее
ярко выражена зависимость г (или е^-) от высоты над Землей.
В пределах относительно небольшого участка земной
поверхности, для которого зенитное расстояние Солнца можно считать
одинаковым (т. е. пренебречь сферичностью Земли), изменение
г в горизонтальном направлении обычно носит случайный
характер (облака в ионосфере и т. п.) и накладывается на регулярную
картину распределения, при которой г зависит лишь от высоты
(координата я). Для Земли в целом регулярное распределение г
зависит не только от расстояния от центра Земли, но также от
места земной поверхности в силу различного зенитного
расстояния Солнца в разных точках. Однако эта последняя зависимость
значительно более медленная, чем зависимость от высоты, и может
быть либо вообще не принята во внимание, либо учтена
приближенно. Аналогичным образом проницаемость г в солнечной
короне в известном приближении можно считать зависящей только^
от расстояния до фотосферы.

Итак, большую роль играют одномерные задачи и среди них
в первую очередь распространение волн в плоскослоистой среде
(в этом случае е^- зависит только от одной декартовой
координаты г). Впрочем, часто проницаемость плазмы можно вообще
считать постоянной в пространстве и рассматривать, таким образом,
распространение волн в однородной среде. Детальный анализ
этого простейшего случая нужен также для решения ряда более
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сложных задач. В однородной среде основное значение имеет,
естественно, распространение плоских монохроматических волн

типа Е = _Еое1(@*~йг)- Распространение импульсов, и в частности,
квазимонохроматических импульсов, сводится к распространению
монохроматических волн путем разложения поля в интегралы
Фурье по частотам и по волновым векторам. В ллоскослоистой
среде наибольший интерес представляет распространение
монохроматических плоских волн вида Е = 2?0 B) ег ^*~~кхх~куу\

Поэтому ниже все изложение основывается на рассмотрении
распространения плоских волн. Однако и здесь можно выделить
очень важный как теоретически, так и практически частный
случай, а именно, распространение плоских волн при нормальном
их падении на слой. Для изотропного случая задача о наклонном
падении сводится к задаче о нормальном падении. При учете же
анизотропии (влияния внешнего магнитного поля) весьма сложна
уже задача о нормальном падении, а для случая наклонного

падения строгих решений еще не получено. Вместе с тем на примере
нормального падения можно выяснить ряд основных особенностей
распространения волн в плоскослоистой магнитоактивной плазме.
Практическое значение задачи о нормальном падении также
велико. Этот случай в известном приближении реализуется, например,
при вертикальном зондировании ионосферы, имеющем основное
значение с точки зрения ее исследований радиометодами.

В изотропной среде *) при е' = г (ъ) уравнение B,23) при
нормальном падении плоской волны принимает вид:

™.+ <%.в'(щг)Е = 0, B,26)
причем это уравнение относится как к компоненте Ех, так и к
компоненте Еу (поэтому мы и пишем просто Е). При переходе от B,23)
к B.26) учтено, что поле Е может зависеть только от ъ
(нормальное падение плоской волны). В тех же условиях уравнение B,24)
переходит в такое:

*) Изотропной средой (плазмой) мы везде называем среду, которую
точнее было бы именовать локально изотропной средой. Это значит, что
предполагаются справедливыми соотношения B,20) или, более общо, что
в однородной и изотропной среде считается отсутствующим какое-либо
физически выделенное направление. Если среда изотропна, но
неоднородна, то выделенное направление уже может существовать (например, при
г' = г' (г) выделенным является направление градиента — ось г). Термин
«изотропная среда» в этом случае указывает на справедливость связей B,20)
и отсутствие выделенного направления, не связанного с неоднородностью
среды.
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(в силу B,17) й#2/йг = 0, т. е. #г = сопз1; и не представляет
интереса).

Плазменные колебания. Третья компонента (компонента
по оси г) уравнения B,23), эквивалентна равенству (если со =^=0)

е' (со, 2)ЕХ = 0. B,27)

Если г (со, %) ф 0, то из B,27) следует, что Е% = 0, и мы имеем
чисто поперечные волны. Случай, когда г (со, г) = 0, отвечает
возможности существования в изотропной плазме продольных
колебаний. При наличии этих колебаний Ех = 0, Еу — 0, Ег Ф 0,
и частота колебаний определяется как раз из условия е' (со, г) = 0
или для однородной среды из условия

е'(со) = 0. B,28)

Частота со, удовлетворяющая этому уравнению, является
комплексной, т. е. колебания затухают (отсутствие в равновесном
состоянии нарастающих колебаний следует из общих свойств функции
г (со), а физически совершенно очевидно из самого факта
существования равновесия). Именно наличие затухания приводит
к тому, что продольные колебания поля в среде обычно не
рассматриваются. Плазма представляет здесь исключение как раз в связи
с тем, что для нее затухание во многих случаях весьма слабо
в силу малости мнимой части г (со). В подобных условиях частота
продольных колебаний, называемых обычно плазменными, с
достаточной точностью определяется из уравнения

е(со) = 0, B,29)

имеющего вещественный корень — плазменную частоту со0
(см. § 8).

Для плоских плазменных колебаний Еъ ~ Ех (со, я),
магнитное поле Н — 0, как это непосредственно следует из
уравнения B,16).

При более общем подходе к плазменным (продольным)
колебаниям, т. е. без перехода к плоским волнам, можно исходить из
условия го! Н = 0, откуда (см. B,25))

е' (со, г)Е = 0; B,30)

тот же результат получается, конечно, если исходить из условия
го! гоЪ Е = 0 (см. B,21) и B,23)). Поскольку для плазменных
колебаний го! Н= 0 и д.1\ И= 0, при предполагаемом отсутствии
источников и внешнего магнитного поля, приходим к равенству
Н = 0.

Рассматривая плазменные колебания типа Ег — Ег0е{ (<*>*-кг),
мы видим, что величины со и А? между собой совершенно не
связаны, поскольку уравнение B,29) определяет только частоту со.

3 В. Л. Гинзбург
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Поэтому выше и применялся термин плазменные колебания, а не
плазменные волны (если со не зависит от к, то групповая скорость
волн равна нулю, т. е. они не переносят энергию; отсутствие потока
энергии для плазменных колебаний B,30) ясно также сразу в силу
равенства нулю вектора Пойнтинга # = — [ЕН\). В
действительности, однако, связь между со и к существует и в этом случае,
так что имеются именно плазменные волны. Для нахождения
соответствующей зависимости со = со (к) нужно учитывать
пространственную дисперсию. Сказанное лишь уточняет сделанное ранее
утверждение о существенном влиянии пространственной
дисперсии на распространение плазменных волн (см. § 8).
Пространственная дисперсия особенно существенна также в магнитоактивной
плазме вблизи резонанса, где при пренебрежении поглощением
показатель преломления волны п ->¦ оо и, следовательно, волновой

, 2я 2л/г , » 2яе
вектор к = -г- = -т >¦ оо (здесь А0 == длина волны

А.
в вакууме и Я = — — длина волны в среде). Подробнее этот

момент будет разъяснен в § 12.
О распространении волн разных типов. Плазменные волны

будут рассмотрены ниже в § 8. В большинстве же других
разделов мы сможем не принимать их во внимание. Объясняется это
тем, что частота плазменных волн обычно отличается от частоты
поперечных волн, распространяющихся в плазме. Далее, в
принятом линейном приближении продольные волны в однородной
плазме или в плоскослоистой плазме при нормальном падении
совершенно не связаны с поперечными волнами, описываемыми
уравнением B,26) и условием

Е2 = 0. B,31)

Плазменные и другие электромагнитные волны (например,
радиоволны) не могут считаться независимыми между собой (если не
говорить о нелинейных эффектах и рассеянии на флуктуациях
электронной концентрации) только в неоднородной плазме и
притом в области, где со ж со0, т. е. вблизи точки е (со, т) = 0 (здесь
со — частота радиоволн и со0 — плазменная частота). При этом,
если речь идет о плоскослоистой среде, нужно также, чтобы
падение не было нормальным. Вопрос о связи между радио- и
плазменными волнами в подобных условиях будет разобран в § 20.

В анизотропной (магнитоактивной) плазме разделение волн
на продольные и поперечные, вообще говоря, не имеет места.
Например, даже в однородной среде, в волне,
распространяющейся с определенной скоростью вдоль оси 2, отличны от нуля все
компоненты Ех, Еу и Еъ. Картина упрощается только, если угол а
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между направлением внешнего магнитного поля Н1о) и осью ъ

(т. е. направлением волнового вектора к) равен нулю или у.
Понятие о плазменных волнах в анизотропной среде также
существенно иное, чем в изотропном случае, являющемся в известном смысле

вырожденным. Вопрос о распространении электромагнитных волн
в магнитоактивной плазме будет подробно рассмотрен в гл. III.
Здесь ограничимся замечанием, что при нормальном падении
плоских волн на плоскослоистую анизотропную среду

уравнения B,18) и B,22) принимают вид:

с12Ех ¦ . (о2 / п . 4я
йг*

Д*—1-^-Д==0, П1 — 1-^-]1 = е'ц (со, я) Я/.

\

B,32)

Изучение распространения электромагнитных волн в
«холодной» плазме сводится к решению двух задач. Сначала нужно
выразить проницаемости е' или е\ь че-рез параметры, характеризующие
плазму, т. е. через концентрации электронов, ионов и
нейтральных частиц Л", N1 и Ит. При этом, конечно, учитывается также
зависимость г от со и е^- от со и Н@). Вторая задача состоит в
решении волновых уравнений при заданных функциях г (г) или
г\$ (г). Например, в случае нормального падения нужно
проинтегрировать уравнение B,26) или в анизотропном случае
систему B,32). Впрочем, подобное разделение всей проблемы на две
части имеет лишь ограниченное значение и при учете
пространственной дисперсии часто оказывается уже нецелесообразным.
Однако с точки зрения всего изложения в целом, а также боль-
шинства приложений, нам представляется наиболее правильным
не стремиться с самого начала к возможно большей общности.
Поэтому мы будем выделять различные частные случаи,
характеризующиеся возможностью пренебречь пространственной
дисперсией, считать высокой или низкой частоту волн и т. п. Именно
так и построено дальнейшее изложение. Вместе с тем не следует
забывать, что распространяющиеся в плазме волны различной
частоты и разного типа (высокочастотные, плазменные,
акустические, низкочастотные, магнитогидродинамические) могут быть
рассмотрены единым методом и в некоторых случаях образуют
единые ветви волн (последнее означает, что волны разных типов
непрерывно переходят друг в друга при соответствующем
изменении параметров). Так, в магнитоактивной плазме единую ветвь
образуют высокочастотные и плазменные волны (см. § 12).
Магнитогидродинамические волны, распространяющиеся вдоль

3*
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направления внешнего магнитного поля, отличаются от
поперечных высокочастотных волн лишь своей частотой; другими
словами, на графике зависимости скорости распространения волн от
их частоты магнитогидр о динамические и высокочастотные (радио)
волны лежат на одной кривой (ветви). В общем случае магнито-
гидродинамические волны также являются лишь частным видом

электромагнитных волн низкой частоты (см. § 14). Итак, наряду
с исследованием и учетом характерных особенностей волн разных
типов не следует забывать и об общих чертах и связях между
этими волнами.

В заключение заметим, что обычная постановка вопроса о
распространении электромагнитных волн в плазме связана с

предположением о том, что параметры плазмы известны. Но возможен
и встречается на практике также другой подход, когда изучение
распространения волн служит методом определения параметров

плазмы, например способом измерения электронной
концентрации и температуры плазмы и т. д.

I



Глава II

Распространение волн в однородной
и изотропной плазме

§ 3. Комплексная диэлектрическая проницаемость
«холодной» плазмы (элементарная теория)

Элементарный вывод выражений для г и <у. Диэлектрическая
проницаемость плазмы г и ее проводимость а в большинстве
случаев полностью определяются движением электронов и ионов.
Вклад в е и о, связанный с наличием нейтральных частиц (атомов,
молекул), нужно учитывать, лишь если степень ионизации газа
очень мала. В области радио- и более низких частот речь при этом
идет практически только о небольшой постоянной добавке к е.
Ниже подобная возможность приниматься во внимание не будет.

Для вычисления е (со) и а (ю) достаточно рассмотреть плазму
в однородном электрическом поле. Если же рассмотрением
однородного поля ограничиться нельзя, т. е. существенна
пространственная дисперсия, то вообще нельзя ограничиться
использованием только локальных характеристик среды е (ш) и 0 (со).

Вычисление е и а в общем случае нужно производить на основе
кинетического уравнения, как это и будет сделано в § 6. Здесь же
остановимся на элементарном выводе основных формул.

Обозначим радиус-вектор электронов через тп и радиус-вектор
ионов через т^- Тогда плотность полного тока, связанного с дви-

¦ жением зарядов, равна $'=¦ е 2 {^п — т^), где е — заряд элек-
трона (е < 0) и точкой обозначено дифференцирование по
времени; ионы для определенности считаются однократными, а
возможность присутствия отрицательных ионов не учитывается, в силу
чего при квазинейтральности среды N = Л^ = Л"+. Высокая
проводимость плазмы приводит к тому, что условие
квазинейтральности можно считать выполненным с большой степенью

точности *). Далее, по определению

п==1

C,1)
*) Напомним, что термин «квазинейтральность», ставший уже

общеупотребительным, означает, что среда нейтральна (т. е. средняя плотность
заряда е № — Л^) = 0), но состоит из свободных заряженных частиц.
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где $ — ток проводимости, Р — поляризация и, строго говоря, все
величины нужно считать усредненными по физически бесконечно

малому объему и по времени ( в интервалах времени Ь.1 < —- ) *).
При наличии нескольких сортов ионов, разумеется, ничего

не меняется и нужно лишь проводить суммирование по

координатам всех иопов. Условие квазинейтральности принимает при
этом вид: N-~ 2 $-, I = 2 Н+ г, где 7У±) г — концентрация + ионов

I I

сорта I (с массами Мг).
Если не учитывать постоянного магнитного поля и

пренебрегать соударениями электронов между собой, с ионами и с
молекулами, то уравнение движения любого из электронов имеет вид

тг„ = еЕ0еш = еЕ, C,2)

где _Е0 —постоянная в пространстве и во времени амплитуда
электрического поля и т — масса электрона.

Решение уравнения C,2) таково:

»•» = —^--^«'(о, <3-3)
где г'-п — радиус-вектор электрона при отсутствии поля.

Для ионов с массой Мг уравнение движения и его решение
такие же, как C,2) и C,3), но с заменой т на Мг. Используя C,3)

*) Здесь мы следуем традиционному изложению макроскопической
электродинамики при неучете пространственной дисперсии. В рамках такого
подхода, например, уравнение поля B.14) получается в результате
усреднения по «физически бесконечно малым» объемам уравнения электронной
теории

4л , 1 де
го1 й = ри -] — ,с ' с Ы

где е и й — микроскопические значения электрического и магнитного полей,
риг) — микрозначения плотности заряда и скорости частиц. Из сравнения

этого уравнения с B,14) ясно, что е = Е, к— Н (напомним, что магнитная
проницаемость и. = 1) и введенный выше ток равен

п

где .Р — — , а черта означает усреднение.

В интересующем нас случае переменных нолей величины 3 и Р можно
вообще не вводить и пользоваться только «полным током» 3' и комплексной

, . .4яо
проницаемостью е = е4 — ге2 = е — г .

Нам представляется, однако, целесообразным возможно ближе
следовать терминологии и обозначениям, принятым в курсах теории поля.
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и аналогичное выражение для г„ , из C,1) ясно, что о = 0 и

та (

так как 2 (**@) — »*(')@)) --0, поскольку без поля Р = 0.
п

Таким образом,

«^--^(^Г+Зж)' C.4)ч
I

где под Л^ понимается концентрация ионов любого знака с
массой Мг.

Из C,4) ясно, что при отсутствии магнитного поля и
поглощения ионы в смысле их влияния на 8 эквивалентны электронам

с концентрацией •Л'эфф = 2-|р • Для ионов О* отношение
I

-ТТ- — 1,7-10 , а для ионов 0± отношение -^г = 3,4-10~5. Таким
образом, влияние ионов обычно очень мало, и в силу условия
квазинейтральности оно может оказаться существенным при
вычислении е только при наличии большого числа отрицательных ионов.
Ниже в случае изотропной плазмы мы обычно не будем явно
учитывать влияние ионов.

Для одних электронов, или понимая под N их эффективную
концентрацию, имеем:

е = 1 —^^ = 1 — 3,18-10в^=1 —8,06-10'^- , C,5)
где / — -р— и использованы значения: е = 4,80 -10 С08Е ит =
= 9,11-10~28 г.
Равенство нулю проводимости о при сделанных

предположениях вполне понятно: в силу отсутствия соударений электроны
не отдают своей энергии молекулам и ионам, а лишь колеблются
иод влиянием поля. В рамках элементарной теории влияние
соударений, приводящее к появлению отличной от нуля проводимости о
и к поглощению энергии, можно учесть введением в правую часть

уравнения C,2) силы трения §г, причем смысл коэффициента д

становится ясным из следующих соображений. Выражение §г
есть среднее изменение импульса за секунду, связанное с

соударениями; но это изменение равно вместе с тем тпуъ$$г, где VЭфф —
эффективное число соударений в секунду (при каждом ударе

электрон в среднем передает молекуле или иону импульс порядка тпг,
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где г — упорядоченная скорость, сообщаемая электрону полем).
По сути дела мы таким образом определяем \д$,л, как —, но все же

ясно, что V = па^ИтУ, где а — некоторый эффективный радиус
молекулы и у — некоторая средняя скорость электронов
(соударений с ионами сейчас для простоты не рассматриваем;
соударения электронов с электронами в силу закона сохранения
импульса непосредственно к трению не приводят).

Таким образом, при учете соударений уравнение движения
приобретает вид:

тпгп + т\эффгп = еЕ0еш. C,6)
Поступая теперь так же, как раньше, и используя C,1), без
труда получаем:

е' = 1
4яе2ЛГ

гою (со — п>эфф) '

, АлеШ _ 1-е еЩуэфф
C,7)

Если, как это часто бывает,

со2 > ч1фф, C,8)
то

е^1_^, а ^-!^*! = 2M3.10- ^*-. C,9)тсо2 лгсо2 СО2 \ ' /

Если же

то

со2 « ^фф, C.10)

, 4яе2ЛГ еЗЛГ ,„ ...
е»1 ^—. о" я& . C,11)

т^фф "™эфф У

Как ясно из сказанного, точное значение узфф остается при
этом неизвестным; оно может быть определено лишь в результате
кинетического рассмотрения (см. § 6). Более того, как следует
из кинетической теории, точные формулы для е и а не сводятся
к выражениям C,7) с каким-то одним, не зависящим от частоты
значением Vэфф. Таким образом, сами формулы элементарной
теории являются приближенными. Такое приближение, однако,
в большинстве случаев оказывается достаточно хорошим.

Вопрос о действующем поле. Остановимся теперь на вопросе
о законности использования в C,2) и C,6) в качестве
действующего на электрон поля среднего макроскопического поля Е. То
обстоятельство, что мы фактически считали действующее (эффек-
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тивное) поле ЕВфф, фигурирующее в C,2) и C,6), средним
макроскопическим, явствует из использования в дальнейшем
соотношения C,1), где поле Е по определению есть среднее
макроскопическое поле. Таким образом, было принято, что в плазме

Еъфф^Е. C,12>

Между тем, вообще говоря, действующее поле Еъфф ф Е и для
изотропной среды, которой мы для простоты ограничимся, может
быть представлено в виде:

Еэфф = Е+Ыа1>, C,13>

где Р — поляризация и а — некоторый коэффициент, могущий
зависеть от плотности и т. п.

В рамках линейной теории формула C,13) для изотропной
среды является наиболее общей из возможных. Значение
коэффициента а может быть вычислено лишь при известных модельных
представлениях. Так, если считать, что молекулы среды являются
точечными диполями, расположенными совершенно хаотически,.

1

то а = у и

Едфф = Е + ^1>=Ц^Е, C,14>
где член -^- Р часто называют поляризационной поправкой
Лоренца (вывод соотношения C,14) при указанных выше
предположениях можно найти, например, в [11]).

К реальным телам формула C,14), вообще говоря,
неприменима. Это и понятно, так как в жидкостях и твердых телах
междумолекулярные расстояния того же порядка, как и размеры самих
молекул, которые поэтому нельзя уподобить точечным диполям.
Однако если значение а и не является универсальным, то из опыта
во всяком случае следует, что обычно а Ф 0. В этой связи и
возникает вопрос о значении коэффициента а в случае плазмы. Вопрос
этот довольно существен; так, например, если в C,2), где по смыслу
поле Е есть действующее поле, использовать выражение C,14) т
то вместо C,5) получается формула

Разница между C,5) и C,15) может оказаться весьма

значительной; например, согласно C,5) 8 = 0 при —-г = 1, а согласно-

C,15) е = 0 при — = — . Как будет показано ниже, отражение-

радиоволн от ионосферы происходит как раз в области вблизи
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точки е = 0. Таким образом, электронные концентрации в
области отражения, вычисляемые на основе формул C,5) и C,15),
отличаются одна от другой в полтора раза. При учете влияния
внешнего магнитного поля различие между формулами, получаемыми
на основе соотношений C,12) и C,14), в ряде случаев еще гораздо
более значительно. Ввиду сказанного понятно, почему проблема
действующего поля в ионосфере привлекала к себе большое
внимание, оправданное также известной сложностью вопроса и
наличием противоречивых мнений (см. [16—21]); более ранняя
литература указана в [17]. В результате этот вопрос дискутировался
до сравнительно недавнего времени и нередко одновременно
приводились формулы, полученные как без поправки (т. е. считая,
что а — 0), так и с лоренцовой поправкой.

Поступать так, однако, нет оснований. Детальное
рассмотрение вопроса, предпринятое в [17, 18, 21 ] и § 6 книги 119],
приводит к заключению, что лоренцовой поправки вводить не нужно,

\ и таким образом, в нлазме ^Эфф — Е, где Е — среднее
макроскопическое поле. Соответствующее доказательство является
относительно сложным и громоздким. Многочисленные более простые
.доказательства того же утверждения являются, к сожалению,
неубедительными и позволяют при желании «доказать» и прямо
противоположное заключение о необходимости введения
лоренцовой поправки. Поэтому мы не будем проводить этих
доказательств, так же как и строгого анализа вопроса .(см., в
особенности [19], § 6 и [21]).

Отказываясь, таким образом, от подробного обсуждения
проблемы действующего поля, сделаем тем не менее два
относящихся сюда замечания. Тот факт, что в плазме при
достаточно низкой частоте 2?Эфф - _Е, становится ясным из следующих
простых, хотя и не строгих соображений. При. со ->¦ 0
электрическое поле можно считать потенциальным и среднее
макроскопическое поле Е= — V Ф, где Ф — потенциал. Далее, при
прохождении электроном макроскопического пути Ь между точками
А и В совершаемая над ним работа равна е (ФА — Фв) — еЬЕ.
Но но определению действующего поля сила, действующая на
электрон, равна еЕ^фф, а ее работа на пути Ь равна еЬЕафф. Таким
образом, еЬЕ = еЬЕ3фф, т. е. .2?Эфф = Е *).

*) В случае диэлектрика рассуждать таким же образом нельзя, так
как пробный заряд (или диполь) считается локализованным в какой-то
точке, в которой и вычисляется действующее поле.

Отличие действующего поля -Еэфф от среднего макроскопического ноля Е
как раз и связано с тем, что действующее поле вычисляется в определенных
точках (например, в узлах решетки) и при этом без учета поля,
создаваемого самим рассматриваемым зарядом (см., например, [11]). В плазме в силу
движения зарядов они занимают различное взаимное положение и поэтому
вполне естественно, что различие между _ЕЭфф и Е исчезает.
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Второе замечание касается перехода от связанных электронов
к свободным [20]. Допустим, что в случае связанных электронов
справедлива формула C,14), т. е. уравнение движение электрона
таково:

тг + т^г=-еЕэфф^е(^Е-\-~1>^ , C,16)
где со^ — собственная частота осциллятора, соответствующего
рассматриваемому связанному электрону.

Учитывая, что Р = еЫг, из C,16) следует, что для
гармонической внешней силы Е — Е0еш поляризация равна

^ еЩЕ г — 1

(ш?-
АлеЩ\ Ал

'дт )

¦в,

откуда

¦( - Зт )
Если положить здесь со7- = 0, то получается выражение C,15),
которое, как сказано, неверно. С другой стороны, казалось бы,
переход от связанных электронов несвободным отвечает как раз
устремлению частоты соу- к нулю. В действительности, тем не менее
это справедливо только лишь для крайне разреженной среды,
когда Л^ -*- 0 и лоренцова поправка и без того стремится к нулю.
Если "же ./V Ф 0, то электрон, строго говоря, никогда нельзя
считать совершенно свободным, так как самое большое расстояние г
между электроном и ионом порядка К-1/3. Сила, действующая на
электрон на этом расстоянии, будет ¦=— ~ е2N -Ч Приравнивая

г2

2- тш)
эту силу некоторой квазиупругои силе тщг ~ —^- , мы получаем

значение щ ~ —'—. Тот факт, что плазма является средой, обла-

т
дающей в известном смысле собственной частотой со; ~ (

следует и из других соображений (см., например, § 8). Если же
4я е2]У

в C,16) положить щ =-т. , то выражение C,17) перейдет

в C,5), как это и должно быть. Приведенные наглядные
соображения, конечно, недостаточны для строгого установления
формулы C,5), но они объясняют, почему в C,17) нельзя для перехода
к случаю плазмы полагать со _,•= 0. Таким образом, никакого
парадокса в вопросе о переходе от связанного электрона к
свободному нет.

В плане сравнения теории с экспериментом можно отметить,
что отличие среднего поля ~Е от действующего поля ^Е70фф особенно
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сильно сказалось бы в условиях, имеющих место при
распространении так называемых «свистящих атмосфериков» (\\гЫз11ег8).
Поэтому из сравнения теории с наблюдениями удается
подтвердить равенство 2?8фф = -Б для плазмы с весьма большой
точностью (можно показать, что коэффициент а в C.13) не превосходит
величины порядка 10~5; см. [26]). В силу всего сказанного мы
везде ниже считаем, что -Ь7Эфф = Е, т. е. справедливо
соотношение C,12) *).

Область применимости полученных формул. Помимо проблемы
действующего поля возникает также вопрос о законности
применения к движению электронов и ионов классической теории, как
это было сделано выше. При отсутствии соударений, когда имеют
место формулы C,4) и C,5), речь идет о применимости
классической теории к взаимодействию свободных зарядов с переменным
электромагнитным полем (полем излучения). В этом случае
классическая теория применима, пока соблюдается неравенство

к«тс2, C,18)

где % = 1,05-Ю-27 эрг-сек и то — масса частицы, которую мы для
определенности будем считать электроном (в случае ионов
условия применимости во всяком случае не становятся жестче).
Действительно, рассеяние света (электромагнитных волн) на
свободных электронах при соблюдении условия C,18) описывается как
в квантовой, так и в классических теориях известной формулой

Томсона, и квантовые поправки ( при малом отношении —^ }

*) Заметим, что приведенное в [19], § 6 доказательство справедливости
соотношения C,12) предполагает, что поле Е является достаточно слабым.
То же относится к результатам работы [21], где показано, что в слабом ноле
(функция распределения электронов и ионов в первом приближении считается
максвелловской) эффективное поле равно среднему с точностью до вели-

1
чин порядка —= (МзлБЗЩ-1 (см. ниже § 4 и, в частности, формулу D,24);

в ионосфере и в короне а > 1, и обычно даже а > 103).
Как нам представляется, проблема действующего поля в применении

к плазме еще нуждается в дополнительном анализе в рамках более общего
подхода (связь в этом вопросе между общей теорией сред с пространственной
дисперсией и подходом, в котором используется усреднение по малому
объему; учет нелинейности). С другой стороны, нужно подчеркнуть, что
сейчас нашли широкое развитие методы получения кинетического уравнения
из динамических уравнений (при этом, конечно, делаются известные
предположения и приближения). При таком подходе (см. [6, 7]), естественно,
одновременно с выводом кинетического уравнения для плазмы
доказывается, что .ЕдфФ = Е (то обстоятельство, что сама проблема действующего
поля часто даже не упоминается, не меняет дела; когда в кинетическом
уравнении и уравнениях поля используется одно и то же поле Е, как,
например, это делается ниже в (8,21) и (8,24), это уже означает, что Е9$$ = К).
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оказываются порядка -^ (см. [22]); условие же C,18)
выполняется не только в радиодиапазоне, но и в области мягких
рентгеновских лучей (тс2 = 7шт = 0,51 -106 эв = 8,2-Ю-7 эрг; сот =

. = 7,8-1020; Ят = —- = 2,4-10~10 см). Далее, как известно, рас-
сеяние света полностью определяет значение показателя

преломления, который при отсутствии поглощения равен У г (см. § 7).
Таким образом, формулы C,4) и C,5) при пренебрежении
соударениями являются точными, они получаются как при любом
классическом выводе (см. выше и § 6), так и в квантовой теории,
дисперсии.

Поглощение, связанное с наличием соударений, с квантовой
точки зрения обусловлено тем, что кванты излучения (фотоны)
поглощаются электронами, которые при этом изменяют свое
движение. Этот процесс поглощения в случае свободного электрона
невозможен, так как противоречит законам сохранения энергии
и импульса; поэтому в разреженной среде и при отсутствии
внешних полей поглощение происходит только при учете влияния на
движение электронов молекул и ионов (т. е. под влиянием
соударений). В радиодиапазоне, где Йсо много меньше ионизационных
потенциалов даже сильно возбужденных атомов и молекул,
поглощение квантов излучения не сопровождается переходом
электронов из связанных состояний в свободные и, таким образом, играют
роль лишь переходы электронов из одних состояний
непрерывного спектра в другие (свободно-свободные переходы по
астрофизической терминологии; связанно-связанные переходы,
отвечающие переходу электронов между уровнями дискретного спектра,
мы здесь не рассматриваем). Процессом, обратным по отношению,
к поглощению при подобных переходах, является, очевидно,
тормозное излучение электронов, при котором электрон
испускает кванты излучения в результате ускорения при соударении
с молекулой или ионом. Вероятности прямого и обратного
процессов связаны универсальным соотношением Эйнштейна, в силу
чего можно рассматривать любой из этих процессов (см. §§ 12, 37).
К тормозному излучению нерелятивистских электронов
классическая теория применима, если энергия квантов излучения много
меньше кинетической энергии электрона, т. е. в нашем случае
если

Йсо < хТ, C,19)

где к = 4,38- 10_1в эрг/град — постоянная Больцмана, и принято,
что электроны имеют тепловое распределение скоростей с
температурой Т. Таким образом, классическая теория при
вычислении проводимости, определяющей поглощение, пригодна при
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соблюдении неравенства C,19), т. е. даже при Т ~ 300° К, если

со < 4-Ю13, ^
А, = 2Я1»5.10-»СЛ. C'20)

Поскольку энергия порядка кТ есть средняя энергия электронов,
и встречаются электроны и с меньшей энергией, можно
осторожности ради сказать, что классическая теория заведомо
применима для волн длиннее 1 см. Таким образом, при вычислении части
е и о, связанной с движением электронов и ионов, мы можем для
пашей цели использовать классическую теорию излучения без
всяких ограничений. Для неограниченного применения
классических формул нужно также, чтобы классически можно было
рассматривать и движение электронов в процессе соударений. В куло-
новском поле это условие выполняется, если Т < 3-105 СК (см. § 4);
при соударениях же электронов с нейтральными частицами
эффективное сечение для упругих и неупругих соударений всегда
нужно вычислять квантовыми методами, хотя поглощение и

излучение интересующих нас волн можно будет затем рассчитывать
классически. Отмеченное обстоятельство не приведет ниже ни
к каким осложнениям. Заметим также, что во всей книге
используется лишь нерелятивистское приближение. Релятивистские
поправки характеризуются параметром хТ/тс2~ 1,7-Ю-10 Т и
становятся заметными, вообще говоря, лишь при температурах
Т ^ 108 -г- Ю9 °К (правда, в некоторых случаях, указанных

в §§ 8 и 12, члены, зависящие от —^ > нужно учитывать; однако

истинным параметром задачи является при этом не отношение —2 г
а другая величина).

Для применения классической теории не только к отдельным
электронам, но и к плазме в целом существенно также, чтобы
плазму можно было считать невырожденным газом. #

Температура вырождения определяется соотношением

Т0^^—. C,21)" ту. ч '

Физический смысл Т0 состоит в том, что при этой температуре

энергия кТ0 порядка нулевой энергии -!=-~—./У2/3, связанной
пгг2 т

с локализацией электронов в объеме порядка г3 ~ -тг. При N ~ 10е

и#~ 1015 температура вырождения Т0 соответственно порядка
10~7 и 10  градуса, т. е. несравненно ниже температур, которые
нас интересуют. Поэтому применение классической статистики
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вполне оправдано не только в ионосфере и солнечной короне,
но и в разрядных трубках.

Положение, разумеется, изменяется при рассмотрении плазмы
в твердых телах. Однако этого круга вопросов мы, как правило,
касаться не будем (см. [3, 23—25]).

Магнитная проницаемость плазмы. Об учете пространственной
дисперсии. В § 2 мы уже указывали, что в плазме статическая
магнитная проницаемость р, практически равна единице. Сейчас
можно полностью подкрепить это утверждение, указав, что для
невырожденного электронного газа восприимчивость х равна

(см. [27])
(.1-1 2 Г еП \* N п 99>

Здесь уже учтено наличие у электрона спинового магнитного
момента (без учета спина % < 0 и по абсолютной величине в два
раза меньше, чем согласно C,22)).

еЬ.
Поскольку т.— = 9,3- Ю-21, мы видим, что даже при N ~ 1015'

иГ~ 300° К значение % ~ 10~12, т. е. отличие и. от единицы
действительно исчезающе мало. Нужно, впрочем, подчеркнуть, что
сказанное относится к случаю термодинамического равновесия
(неравновесные состояния плазмы могут обладать заметной и
даже большой диамагнитной восприимчивостью).

Выше мы пренебрегали пространственной дисперсией, что
нашло свое отражение в рассмотрении однородного поля.
Полезно выяснить, однако, каким образом пространственная дисперсия
может быть учтена в рамках уже использованного подхода —
исходя из уравнений движения для отдельных зарядов. Для этой
цели нужно найти ток (поляризацию), возникающий под действием
неоднородного поля и конкретно поля Ж = Ж0е1<-Ш~кг'>. Однако
если подставить такое поле, например, в уравнение C,2), то
влияние волны на частицы с учетом пространственной дисперсии будет
принято во внимание еще не полностью. Дело в том, что при
Те Ф 0 может быть существенно и влияние магнитного поля волны

Н --=— [кЖ].
со

В результате вместо C,2) имеем

гогп = е {ж + \[гН]]=е[ж0-\-^[гп[кЖ0]]}еЧа1-кгп^\ C,23)
ибо поля Ж и Н нужно брать в точке гпA), занимаемой электроном

в данный момент времени. Скорость электрона г„(^ складывается
из вынужденной скорости, которая равна нулю при Ж —И — 0,

и скорости теплового движения г#" (I). При пренебрежении соуда-
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рениями и отсутствии постоянных внешних полей, очевидно,

¦^п' @ = ип,о-* + **п0) @), гТ = !>„, о- Если мы ограничимся
линейным приближением (т. е. в рамках линейной
электродинамики), в правую часть уравнения C,23) нужно, конечно, вместо
тп{1) и гп($ подставить значения Гп}@ И ^пЧО- В результате,
•опуская несущественный фазовый множитель, вместо C,23) имеем

тгп=е {ж0 + -^[г„,0[кЕ0]]^ е1(в-*г». о>'. C,24)
Из этого уравнения ясно, что плотность полного тока ^'—е 2 **п

п=1

зависит от к и скорости теплового движения гп, о, т. е. после
усреднения, например, по максвелловскому распределению скоростей,

от характерной скорости оТ = 1/ —. Нужно при этом иметь
в виду, что усреднение может привести к исчезновению или
малости отдельных членов. Например, действием магнитного поля
волны можно пренебречь, если в невозмущенной плазме все
направления скорости электронов равновероятны (на языке
функции распределения это означает, что невозмущенная функция
распределения зависит только от у = | V |; см. ниже формулу D,17)
и относящиеся к ней пояснения).

Приближение «холодной» плазмы формально соответствует
значению Т = 0, и в этом случае пространственная дисперсия
отсутствует, ибо зависимость от к в C,24) выпадает.

При отсутствии столкновений (т. е. для так называемой бес-
столкновительной плазмы), когда в нерелятивистском
приближении справедливо уравнение C,24), это уравнение можно
использовать для вычисления е'ц (со, к). Однако как в этом случае, так
и особенно при учете соударений, проще и удобнее, вообще говоря,
использовать метод кинетического уравнения. Так мы и будем
поступать; кроме того, в некоторых случаях будет использоваться
метод коэффициентов Эйнштейна.

§ 4. Метод кинетического уравнения

Функция распределения и кинетическое уравнение.
Диэлектрическая проницаемость е и проводимость а, вычисленные в § 3,
содержат в качестве параметра эффективное число соударений
уЭфф, значение которого было лишь оценено. Для нахождения
уЭфф или, точнее, для нахождения общих выражений для е и а как
в слабых, так и в сильных полях нужно использовать метод
кинетического уравнения. Этот метод позволяет также учесть
пространственную дисперсию.
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В методе кинетического уравнения состояние газа описывается

функцией распределения ] {(, г, г), определяемой таким образом,
что среднее число частиц е?УУ в объеме йг йг = их йу йг X
X е?ужйуус?уг равно йЫ = / йг йг, где V — скорость частиц и г —
соответствующий им радиус-вектор. При этом по определению

+ 00

^ /(*,!•, 1>)Л>=ЛГ, D,1)
— оо

где N — концентрация частиц в точке г в момент I.
Кинетическое уравнение, из которого должна быть определена

функция/, имеет вид (см., например, ([3—8, 28—29], а также § 13):

^г + гЧ4+~(е+±-[ьН]*)ч«1 + 8=0, D,2)
где е и т — заряд и масса рассматриваемых частиц, Е и Н —
напряженности электрического и магнитного полей,

Г1 дх ду дг ' дих ' дVу ' диг

ш 8 — так называемый интеграл столкновений (соударений),
определяющий изменение функции /, обусловленное соударениями
рассматриваемых частиц (например, электронов) со всеми
другими частицами (т. е. электронами, ионами и молекулами). В >!>
можно также включить члены, учитывающие изменения /,
связанные с различными процессами, такими, как ионизация,
неупругое рассеяние и т. д.

При отсутствии полей, в равновесном состоянии функция
распределения есть известная функция Максвелла:

/-/ооМ-^^У'Г*". .D,3)
Максвелловское распределение D.3), как легко видеть,

удовлетворяет условию нормировки D,1), так как \ /оо^ —

= 4я ^ /00У2^ = N.
Плазма в сильном электрическом поле. Если ионизированный

газ (плазма) находится в некотором переменном поле Е = Е0еш,
то функция /, конечно, не является максвелловской и в достаточно
сильном поле может сильно отличаться от последней. Этот вопрос
подробно рассмотрен в § 38. Здесь же для выяснения характера
отклонений электронной функции распределения от равновесной
рассмотрим стационарный случай, когда средняя энергия
электронов не изменяется со временем. Это имеет место, если энергия,
4 В. Л. Гинзбург
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сообщаемая электронам полем, равна энергии, передаваемой

электронами тяжелым частицам (ионам и молекулам) в результате
соударений. Энергия, передаваемая электрону от поля, в единицу

времени равна А - ег.Е; здесь г —- упорядоченная скорость
электрона в направлении поля, определяемая уравнением C,6). Как

еЕ е'ш'
ясно из этого уравнения, г-- —т-.—^ -, или для вещественного

т(т ! тафф)
выражения Е ~ Е0 соз а1, которое удобнее использовать при
вычислении А,

еЕ0 (л>Эфф соя ш4-| сйзтсо/)
&Л)

т(ш2 ..у*фф)
Отсюда

•_, е2Д2(ГоффС032шг4-йM1П(ВгСОЗ@0 — е2^эфф
А----егЕ— г-*-,—г—; •> А-'-ъ—пг-,—«—;, D,4а)

#»(а»8-|-V*фф) 2т(оJ + ^фф) V /
где черта над А означает усреднение по времени.

Энергия, передаваемая в единицу времени электронами ионам
и молекулам, в среднем равна V:

^=^эфф=б(Х-|х7')уэфф, D,5)
где IV = б ( К — ~2~лТ Л—средняя энергия, передаваемая при
одном соударении, К = —Т> средняя кинетическая энергия и о —
средняя относительная доля энергии, передаваемая при одном

— 3
эффективном соударении в случае, если К > -^кТ.

При упругом соударении с тяжелой частицей электрон теряет
лишь незначительную часть своей энергии, и как для
соударений с ионами, так и с молекулами

6 = 6уп = -^-, D,6)
где тп — масса электрона и М — масса тяжелой частицы.

Тяжелая частица считается при этом неподвижной
(соответствующее вычисление буп приведено в § 5; учет движения тяже-

лых частиц при условии Ку-^-лТ несуществен)*). Для атомов,

*) Выражение для II можно записать иначе, например в виде: I] =
= 6'ЯЛ>3фф. В этом случае б' есть средняя относительная доля энергии,

— 3

передаваемой при одном соударении и любых К и -^-хГ. Но величина б'
должна зависеть от температуры даже при упругих соударениях, поскольку
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молекул и ионов О, 0±, 02, 0± согласно D,6) имеем:

6уп,о=6,8.10-8, 6уп,о2=3,4.10-5. D.7)

При наличии неупругих соударений в силу их относительной
редкости обычно по-прежнему в среднем б < 1.

В указанных стационарных условиях, когда Л = С/, очевидно:

Если частота со невелика, так что выполняется условие со2 -Оэфф,
эффективное время ускорения электрона полем порядка времени

свободного пробега т = = — , где I — средняя длина свобод-

ного пробега и V — средняя скорость. В этом случае, как ясно

из D,4), г<гтах~ е ° , и при Ку-^-кТ, согласно D,8)

7Р— ОТ^ - те^2 е2Д° ( 1 V ^О^тах ~_ еЕ01__
2 2 тЬ \ V ) 6у т\/Ъи.

ИЛИ

^х~^. Я~4^, Ку^ъТ. D,9)Уб

В другом предельном случае, когда со2 > Тэфф, эффективное время
1 — 3

ускорения порядка — , и при К > -^ хТ:

-Т7 _ ту* т(у)* е*Е1 ( еЕй[ у / уэфф \2 \ еЕ01 УЭфф
2 ~ 2 2тсо2б ^ 1/й У V « ) К ~ Т/Ъ т '

V '-^=, гтя,^^—УЪЪ. D.10)
тсоУб' тах т»

Из D,9) и D,10) ясно, что энергия К заметно превосходит ^к-кТ

соответственно в полях Е^>—г]/ б и Е > —= у 6. Функция
" г! ^эфф

распределения / при этом сильно отличается от равновесной

функции /00 (V, Т). Тем не менее скорость упорядоченного движения г
мала по сравнению со средней скоростью V даже'в сильном поле
ввиду малости величины б.

— 3 —
при к ^> —кТ, очевидно, б' = б, а при тепловом равновесии (при К =*
__ 3
—~2 я Г) значение б'--0. Поэтому удобное пользоваться именно параметром
о, который в случае упругих ударов можно считать постоянным.

4*
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Вид функции распределения и уравнение для нее в слабом поле.
Отсюда можно сделать существенный вывод о виде функции
распределения /. Действительно, представим функцию / в виде

/ = /о(») +Ф(»),

где /0 зависит лишь от величины скорости V, т. е. представляет
собой симметричную часть /. Далее, плотность тока ,?" равна

З' = еиг = е \ 1>/д,г — е \ гхр {у)йь, D,11)

т. е. определяется только асимметричной частью функции / (так
г» л г»

как \ 1>/0Й1> = 0). Напротив, средняя скорость у = — V у/Л
определяется, вообще говоря, и симметричной частью / и ее
асимметричной частью, т. е. функцией ф (ь). Но если выполнено
условие г < V, как это имеет место в нашем случае, то это означает,

что V определяется лишь симметричной частью функции /,
которая значительно больше ее асимметричной части.

Итак, в силу малости средней относительной доли энергии,
передаваемой электроном при соударении с тяжелыми частицами
(т. е. в силу того, что б < 1), электронная функция распределения
может быть представлена так:

/(»)=/о(») + <Р(») = /оИ + ^,
1ф(»I~|/1 И КМ*),

где возможность записи ф (г) в форме -1 ¦ еще нуждается
в особом пояснении, сводящемся к следующему. Функцию ф (г)
можно записать в виде ф (и. а, Р), где аир" — углы,
определяющие направление вектора и. Разлагая теперь ф в ряд по шаровым
функциям У 1т (а, Р) и выбирая полярную ось в направлении тока
$, можно убедиться в том, что основную роль в этом разложении
играет функция У10 = сопз1 соз а, откуда и следует, что ф (ь)
можно представить в виде ф4 (V) соз а = *^ , где вектор /4 (V)
направлен по у'. Доказательство этого утверждения можно найти
в § 38 (см. также, например, [28—31]). На условиях, когда
справедливо выражение D,12), мы еще остановимся в § 38. Здесь же
заметим, что в однородной плазме эти условия в интересующих
нас случаях сводятся к требованию б < 1. Существенно также
подчеркнуть, что, в то время как выражение D,12) для
электронной функции распределения справедливо в поле любой силы, в
случае тяжелых частиц функция распределения / имеет вид D,12)
только в слабых полях.

D,12)
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В неоднородной плазме для использования выражения D.12)
необходимо также соблюдение условия

где 2 — направление, в котором изменяется функция
распределения.

Зависимость / от координат нужно принимать во внимание,
например, для рассмотрения таких вопросов, как тешгвпровод-

ность и диффузия, которые обсуждаться ниже не будут. Поэтому
нам придется столкнуться с зависящими от координат функциями
распределения /(г) только при учете пространственной
дисперсии. Такой учет в методе кинетического уравнения производится
самым непосредственным образом. Действительно, при
вычислении тока ^', индуцированного полем типа Е—Е^ё1^*-11^, нужно
найти добавок к функции распределения вида ф {I, г, V) =
— фо (")е* <-°>1-'ег). При подстановке в кинетическое уравнение D,2)
такой функции / = /0 (у) + ф (I, г, V) первые два члена
уравнения принимают вид г (ш — кь) ф. Отсюда сразу же ясно, что
и решение для ф зависит от (со — кь) и пространственной
дисперсией можно пренебречь лишь при к ->• 0 или для «холодной»
плазмы, когда несущественно тепловое движение (фактически
в простейшем случае речь идет об одном параметре кБ; сделанное
замечание об учете пространственной дисперсии в методе
кинетического уравнения будет подробнее разъяснено в §§ 8, 12).

Средняя кинетическая энергия электрона при использовании
функции D,12) равна

г41т-^41хл*- <4-13>
Малость отношения -тг приводит еще к одному важному

следствию, а именно к тому, что интеграл соударений 5,
учитывающий соударения между электронами и тяжелыми частицами, может
быть записан не в виде интегрального, а в виде некоторого
дифференциального выражения. Это выражение особенно просто в слу-

— 3

чае слабых полей, когда К та-^-лТ, и симметричную часть функции
распределения / можно считать максвелловской функцией /00.
В этом случае

Зет + 8е1 = (Ует + V.,) ф (») = (чт + V.,) -^^ , D.14)
гДе 8ет и $ег — интегралы соударений, отвечающие соударениям
электронов с молекулами (т) и ионами (г), а числа соударений

а/о
дг > 1А у;.».*.
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равны:

'т.

Ят, г (V)

где Л^т, г — концентрация молекул или ионов и дт,г (у, 0) —
дифференциальное эффективное сечение для упругих соударений
электрона с соответствующей частицей *).

К соотношению D,14) нетрудно прийти в результате
соответствующих расчетов (см. [28, 29, 31]), но смысл его ясен и
непосредственно. Действительно, 8ет + 8е1 есть число электронов,
покидающих данный элемент фазового объема йг (IV в единицу
времени в результате соударений с тяжелыми частицами. Далее,
равновесная функция распределения /00 обращает интеграл
соударений 5 в нуль и, таким образом, 5 зависит лишь от ср (#).
Наконец, поскольку тяжелые частицы можно считать неподвижными,

так как их скорости значительно (в отношении Т/ -^ ~ 100 раз)
меньше скорости электронов, 8ет + 8в1 должно быть просто
равно числу соударений той части электронов, которая имеет
неравновесные скорости с тяжелыми частицами; это число

соударений И раВНО (V,,™ -|- Уег) ф (») ="- (Ят^т + Я^г) Щ> (V).
Единственный момент, нуждающийся при этом в более точном

доказательстве, связан с вопросом, почему в качестве сечения д

в D,15) фигурирует не полное сечение д'— 2л \ д (^ в) 8ГП 9 &®>
а так называемое «транспортное сечение» ди = 2л \ д (и, 0) X
X A —соз 0) 81П 0 (/0. Впрочем, в качественном отношении и этот
пункт совершенно ясен. Дело в том, что рассеяние на разные углы
неэквивалентно, поскольку передаваемый тяжелой частице импульс
равен V A — соз 0), т. е. мал при малом угле рассеяния 0 и велик
при большом угле 0. Появление в выражении для /51
транспортного сечения вместо полного сечения как раз и является

проявлением этого обстоятельства, поскольку в транспортном сечении
большие углы рассеяния входят с большим весом, чем малые.

*) Напомыим, что дифференциальное эффективное сечение д (у, 0) для
упругого рассеяния есть, по определению, отношение числа частиц упруго
рассеянных под углом 9 в телесном угле йй — 2я зт 0 йб к числу
рассеиваемых частиц, падающих за то же время на единичную площадку,
нормальную к их скорости. Угол рассеяния 6 есть угол между скоростями
падающего и рассеянного электронов.

= -17=Я1(")"Яп D,15)

: 2Л ^ дщ , (V, 0) A — СОЗ 0) 8111 0 Йв,
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Как сказано, в однородных слабых полях

/(») = /оо-|-^Цг^, 1/кК/оо,
3 _гюя_ } D,16)

Подставляя теперь это выражение в кинетическое уравнение D,2)
и учитывая D,14), получаем*):

^ + %^ + ^ШЫ+Ы + ъ)Л + 8и« = 0. D,17)
При этом часть интеграла соударений 5 в D,2), связанная с

междуэлектронными соударениями, записана в виде 8ее — #4, ее—•

В D,17) опущен член V Уг /, учтено, что Уц /оо ""ТГ^- ' и в члене>

содержащем поле Е, асимметричная часть функции
распределения не учитывается, так как она много меньше симметричной
функции /оо- Из того факта, что магнитное поле К умножается в D,17)
лишь на асимметричную часть функции распределения, следует,
что одно магнитное поле без электрического не нарушает
равновесного распределения скоростей. В этой связи магнитное поле
в D,17) не обязательно считать слабым (это ясно из того, что поле
множится на малую величину — функцию /4). Условие слабости
электрического поля Е получается в результате решения
кинетического уравнения в следующем приближении (см., например,
[32], § 64) или в поле с любой напряженностью (см. § 38). В
рамках элементарных представлений критерий слабости поля ясен

— 3
из соотношения D,8)— он сводится к требованию: К — -п-кТ <

3
< -о-кТ, т. е. имеет вид:

Е « Ер ¦--. ]/3 ^- 6 (со2 + ^ФФ) • D,8а)
Характерное поле Ер иногда называют «плазменным полем», о нем
еще пойдет речь в гл. VIII.

В отношении поля Е, фигурирующего в уравнениях D,2)
и D,17), нужно еще заметить, что в силу сказанного в § 3 под
этим полем нужно понимать среднее макроскопическое поле
феноменологической электродинамики.

*) .1 Легко видеть, что [уЛ] У„ Г/00 (у) -;¦ ] -= [Н/^ — , так как

например, VV /оа (е) = ^ ± и т. д.
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Транспортные сечения. Дебаевское экранирование. Для того
чтобы использовать уравнения D,17) для решения конкретных
задач, необходимо осветить еще только один момент, а именно
указать выражения для транспортных сечений дт(р) и <?г (г>) для
соударений электронов с молекулами и ионами. В случае
соударения электрона с молекулой (под молекулой мы понимаем любую
нейтральную частицу, т. е. атомы и молекулы в собственном
смысле этого слова) строго вычислить сечение дт (у) не
представляется возможным. На этом вопросе мы еще остановимся в § б, сейчас
же заметим, что в ряде случаев молекулу с интересующей нас
точки зрения можно заменить твердым шариком с некоторым

эффективным радиусом а. Для соударений электрона с
покоящимся твердым шариком получим:

9т (V, 6)=^-,
дт (V) = па2,

V™ = ЧтРМт = Ла^т.

D,18)

При соударении электрона с ионом сечение определяется
известной формулой Резерфорда, и мы имеем:

8111* е

?гИ = 2я(_^J1пA + сЬ^
=Ч5021пГ1

^1 = Ь{у)^и

2 "т!п
2 D,19)

т1п
где 0тШ — минимальный угол отклонения и рт = —2 с1§ „
максимальный параметр удара, V — скорость электрона вдали от
иона («на бесконечности») и ион предполагается однократным
(если заряд иона равен е%, то в D,19) везде появляется еще
множитель 22 перед е4). Необходимость ввести некоторый
максимальный параметр удара рт связана с расходимостью сечения <?г (^)
при больших р в чисто кулоновском поле. Фактически же кулонов-
ское поле данного иона на больших расстояниях всегда
экранируется полями других ионов и электронов, окружающих
рассматриваемый ион. Учет этого обстоятельства и приводит к конечному
¦выражению для <7, (и). Отметим, что логарифмическое выражение,
фигурирующее в формулах типа D,19), часто называют кулонов-
ским логарифмом.
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Рассмотрим экранировку поля положительного иона с
зарядом е > 0, находящегося в начале координат. Потенциал поля
иона и экранирующих его частиц в стационарном случае
удовлетворяет уравнению Пуассона:

где учтена сферическая симметрия задачи, г — расстояние от
центрального иона и р — плотность заряда, с учетом вклада
центрального иона и экранирующих частиц. В состоянии теплового-
равновесия, согласно формуле Больцмана, средняя
концентрация положительных частиц в точке с потенциалом Ф равна

еФ

N+(Ф)--=Nе *т,

где N — средняя концентрация положительных частиц во всем
объеме (вдали от иона при Ф = 0 должно, очевидно, выполняться
равенство 7^+ = И, так как для определенности считаем, что
отрицательных ионов нет и плазма квазинейтральна). Для
концентрации электронов имеем;

еФ

отсюда ясно, что плотность заряда экранирующих частиц равна
еФ еФ

Ракр = ^(е кт_екТ)^ __ )

где учтено, что в интересующем нас случае еФ < хТ. Плотность
заряда центрального иона можно записать в виде р0— еЬ(г), гд&
б (г) — дельта-функция (\Ь{г)Лг—\, Ъ(г)=§ при гфО\ .

В результате для Ф имеем уравнение

Решение этого уравнения таково:

ф=^ехр(-4>), D,20а)
где Б — так называемый дебаевский радиус:

Это выражение совпадает с B,10), но для удобства оно здесь
приведено еще раз. Выше мы считали температуру ионов и
электронов одинаковой. Весь расчет можно, однако, провести и не делая



58 ВОЛНЫ В ОДНОРОДНОЙ И ИЗОТРОПНОЙ ПЛАЗМЕ [ГЛ. II

этого предположения, причем, как легко видеть, для дебаевского

радиуса получается выражение

где Те — электронная температура, а Т — температура ионов.
Если Те > Т, то выражение для I) отличается от D,21) заменой
коэффициента 1/8 на х/4- Если среда квазинейтральна, но N+ ф
ф N, то в D,21) нужно заменить N на N+.

Использование понятия о дебаевском радиусе предполагает,
что среднее число частиц, имеющихся в сфере с дебаевским
радиусом, велико, так как в противном случае приведенное выше

статистическое усреднение теряет смысл *). Сформулированное
условие эквивалентно неравенству

4^3»4-' D,23).
поскольку средний объем, приходящийся на заряженную

частицу, равен -тт. Очевидно, что -ф- БЬЫ ~ а, где

а= 16яД»ЛГ =^ = @,54-^I= C24 ^ D,24)
4я

и численный коэффициент, связывающий аиу ^ЪN', выбран для
удобства в дальнейшем.

В условиях земной ионосферы всегда

а»1, D,25)

и неравенство D,23) выполнено (при самых неблагоприятных
условиях, когда Т = 200° Ки#;-= 109, а ж 1000). В солнечной
короне при N ^ 109 иГ~ 10е параметр а еще намного больше.
В хромосфере условие D,25) также выполняется.

Физический смысл условия D,23) или D,25) становится
совершенно ясным, если, раскрыв выражения для а и I), переписать
его в эквивалентном виде:

^ » 1- <4'25а>
Таким образом, условие D,25) выполняется, если средняя кине-

3

тическая энергия электронов у %Т значительно больше средней
*) Использованное при получении уравнения D,20) неравенство

еФ/хГ < 1 не выполняется при г -+¦ 0. В этой области, однако, учет
экранирования несуществен и решение D,20а) для Ф просто представляет собой

кулоновский потенциал Ф = —. В результате потенциал D,20а) можно

«читать справедливым при вычислении среднего поля при всех значениях г.
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энергии их кулоновского взаимодействия, равной по порядку

величины -=т- ~ е^Ю^. Отсюда ясно, что при нарушении усло-
г

вия D,25) плазму нельзя считать газом, а следовательно, нельзя
также пользоваться кинетическим уравнением.

При учете экранировки несколько точнее было бы
рассматривать рассеяние электронов не в «обрезанном» кулоновском
поле, а с самого начала в дебаевском поле с потенциалом

— ехр (— гЮ). Однако в D,19) максимальный параметр входит

под знаком логарифма, вследствие чего это уточнение обычно
несущественно, и при Т = Те можно воспользоваться решением
задачи для кулоновского поля, полагая вместе с тем

^=°=(-^щг^- {4-26)
Если электронная температура Те > Т, то в D,26) по-прежнему
фигурирует температура Т, и нужно заменить коэффициент 1]8
на 1/4; последняя замена производиться ниже не будет, так как
выражение, стоящее под логарифмом, оказывается в силу D,25)
очень большим и появление множителя 2 совершенно
несущественно.

Здесь нужно сделать еще одно замечание. В D,18) и D,19)
для вычисления дт,г(у) использована классическая теория,
между тем как для вычисления сечений, вообще говоря, нужно
базироваться на квантовой механике. Например, в случае
твердого шарика (т. е. когда потенциальная энергия взаимодействия
электрона с частицей имеет вид II (г) = О при г > а и Р (г) — оо
при г<а) по классической теории д (и) = ла2 (см. D,18)),

а в квантовой теории для частиц с длиной волны л = > а

сечение д (ц) — Ала2 (см., например, [33], стр. 580). Поскольку,
однако, величина а или дт (у) все равно не вычисляется, а
должна быть определена из экспериментальных данных, мы будем
пользоваться выражением D,18). Вообще же для молекул
значение дт (у) нужно определять либо из квантовомеханических
расчетов (которые, по крайней мере в принципе, возможны, но
практически в интересующем нас случае оказываются обычно
ненадежными), либо лучше всего находить из соответствующих
экспериментальных данных.

Что же касается соударений с ионами, то, как известно,
формула Резерфорда строго справедлива и в квантовой теории и,
таким образом, выражение D,19) для дь (у, 0) всегда
справедливо. Этого нельзя сказать, однако, в отношении
выражения D,19) для <7, (у), где использовано классическое соотношение
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рт = —г с1§ -^р* . При движении электрона в кулоновском поле
классическая теория применима, если

ТКГ » *• <4'27>

где еЪ — заряд ядра и у — скорость электрона на
бесконечности *). Это условие, как легко видеть, при 2 = 1 эквивалентно
требованию

V < 3 • 1С8 см/сек, Т ~ 4^- < 3 • 10» ° К. D,28)
При соблюдении неравенств D,27) и D,28) для д; (у)
справедливо выражение D,19). Если же эти неравенства не выполнены,
то связь 6Ш1П с рт может быть оценена из соотношения
неопределенности. Действительно, отвечающее углу 0шШ < 1 изменение

скорости А у да уЭщщ 5*—— » откуда прицельный параметр рт 5й
тРт

^ —о—. Поэтому в неклассическом случае
3Ш1п

где у — некоторый множитель порядка единицы, который
практически оказывается совершенно несущественным (подробнее
см. [34], где приведены значения кулоновского логарифма для
различных случаев).

Если выполнено неравенство, обратное неравенству D,27), то
справедливо так называемое борновское приближение, и
значение </; (у) нетрудно вычислить с большей точностью, чем это

сделано выше, сразу для поля с потенциалом ср = еехр^~ .
При этом

*0>-К-яО,К4+:'тг!:-)-1]- <*•»»>
где учтено, что И > —.

*) Условие D,27) получается сразу же из требования, чтобы в
классическом приближении длина волны X = —— была много меньше наименьшего

ти

2е*2 ,
расстояния гш1п = ^-, на которое электрон может приблизиться к ядру.
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В условиях земной ионосферы неравенство D,28) всегда
выполнено, и можно пользоваться выражением D,19) с рт — Б. В
солнечной короне, напротив, правильнее использовать
формулу D,19а). Однако, учитывая факт выполнения неравенства D,25),
легко видеть, что для ионосферы, короны и всех других сколько-
нибудь близких случаев отличие между обеими формулами
весьма мало. Поэтому ниже, если не оговорено противное, будем
применять формулу D,19).

О пределах применимости формул кинетической теории. Выше
мы не сделали, однако, одной существенной оговорки, связанной
с тем, что в случае кулоновского взаимодействия все обычное
кинетическое рассмотрение, обсуждавшееся выше, оказывается
пригодным лишь для полей с достаточно низкой частотой. Дело
в том, что при выводе кинетического уравнения предполагается,
что время соударения Дт много меньше периода высокочастотного

поля —, т. е. что каждое соударение происходит в постоянном

во времени внешнем поле. При соударениях электронов с
нейтральными частицами это условие в радиодиапазоне всегда

выполнено, так как Ат ~ — < 10~15 (радиус молекулы а ~
V

~ Ю-8 см, средняя скорость электрона V 5* Ю7 см/сек). При куло-
новском взаимодействии ситуация совершенно другая, поскольку
в этом случае радиусом рассеивающей частицы является дебаев-
ский радиус Б и

где у = т/-^ средняя арифметическая скорость электрона.
Таким образом, условие строгой применимости обычного

ш 1

кинетического рассмотрения таково: -^— < -г— или

Если со2 > Vэфф, то согласно C,9) условие D,30) выполняется
только для частот, для которых е < 0. Между тем наибольший

Аяе2м
интерес имеют случаи, когда е 3* 0, т. е. ~- ^ 1- Поэтому

то

в наиболее важной области проводимое рассмотрение соударений
с ионами не строго. Это обстоятельство может, конечно,
оказаться существенным лишь в условиях, при которых соударения
с ионами играют определяющую роль; если же речь идет
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о соударениях с нейтральными частицами, то кинетическое

рассмотрение применимо вне всякой связи с соблюдением или
несоблюдением условия D,30). Но и в случае соударений с ионами
почти всегда можно не учитывать ограничения, связанного с

условием D,30). Дело в том, что параметр рт входит в формулу D,19)
и вытекающие из нее выражения для эффективного числа
соударений и коэффициента поглощения только под знаком логарифма.
Поэтому вопрос о точном значении рт относительно мало
существен, тем более, что при условии D,25) логарифмический
множитель много больше единицы *).

В дальнейшем мы будем полагать рт = I) и пользоваться
методом кинетического уравпения, имея в виду, что

получающиеся формулы обладают, вообще говоря, только
логарифмической точностью. В условиях ионосферы эта точность
оказывается весьма высокой и практически заведомо достаточной
(подробнее см. §§6, 37).

Ошибка, связанная с использованием равенства рт — И
(см. D,26)), оказывается, однако, существенной при рассмотрении
поглощения радиоволн в очень разреженной среде, например-
межзвездном электронном газе, где выполняется неравенство,

обратное неравенству D,30). Для этого случая задача о
поглощении радиоволн решается в § 37.

Выше мы не касались влияния магнитного поля. При наличии
поля можно считать, что оно не влияет на характер соударений,

ч^ г. / у Л/у.Т1т
если гн > О (здесь гп = — ~ |е|Я@)/те — радиус кривизны
орбиты частицы в поле и Б ~ ——— — дебаевский радиус).

Отсюда приходим к условию со0 > «Я! при несоблюдении которого
соударения в поле протекают несколько отличным образом по сравнению
с соударениями без поля. Однако и это обстоятельство обычно
сказывается только на логарифмическом множителе и может
поэтому быть существенно лишь при сон > со0. Более детальный
анализ соударений при условиях и > со0 или а>л > со0 см..
в [35, 36].

*) Кинетический расчет, связанный с представлением о постоянстве-
поля во время соударения, заведомо непригоден уже в первом приближе-

е2 2я
нии, если нарушается условие —-<^— , которое можно записать также?

в виде

I - 3
ПлеШ\2^ 1 /¦ Л'3
У таJ ) ¦* а ~ 1,324 т) '
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§ 5. Несколько замечаний о микропроцессах
в плазме

Микропроцессы в плазме и уравнения сохранения числа частиц
разного сорта. Выше в кинетическом уравнении мы учитывали
лишь упругие соударения электронов с молекулами и ионами.

Между тем в плазме может происходить также ряд других
процессов: ионизация, рекомбинация, прилипание и отлипание
(образование и разрушение отрицательных ионов), диссоциация
и различные неупругие соударения.

В этой связи, с одной стороны, возникает вопрос о влиянии
перечисленных микропроцессов на электронную функцию
распределения и, с другой стороны, представляется необходимым
установить уравнения, определяющие протекание самих этих
микропроцессов.

Включение микропроцессов в общую схему кинетического
уравнения не представляет труда, но мы не будем
останавливаться здесь на этом вопросе, так как для дальнейшего достаточно
установить уравнения сохранения числа частиц различного типа.
Эти уравнения могут быть получены из кинетических уравнений
для электронов, молекул и ионов в результате интегрирования
их по скоростям. Однако те же выражения проще установить
непосредственно на основе очевидных соображений о сохранении
числа частиц. Таким образом, обозначая концентрации
электронов, положительных и отрицательных ионов и молекул через -/V,.
Лг± и N„1, мы получаем:

^ = 1-асЛМ+-^Мт + уМ^т-}-Ш-, E,1)
^ = /-агЛГ+ЛГ_-аеЛг+Л', E,2)
-^ = р,У7Ут-агЛ^-уЛ^т-/ЛГ_. E,3>

Здесь / — число электронов (т. е. число актов ионизации),
образующихся в 1 см3 газа в 1 сек под влиянием падающего излучения
или по какой-либо другой причине, не учитываемой остальными
членами уравнения. В случае фотоионизации, играющей в
ионосфере определяющую роль, 3 — ^ф8фNт, где дф — эффективное
сечение для фотоэффекта и 54 - поток фотонов, равный потоку
энергии <?, деленному на энергию фотона Йсо; черта сверху над.
дф8ф означает усреднение по спектру. Кроме того, в E,1) —
E,3) для определенности считается, что имеются ионы и молекулы
лишь одного сорта. Далее, ае и а, — коэффициенты рекомбинации
положительных ионов с электронами и с отрицательными

ионами, р — коэффициент прилипания электронов к молекулам*
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у — коэффициент отлипания электронов от отрицательных ионов
при их соударении с молекулами (аналогичный процесс при
соударении отрицательного иона с каким-либо другим ионом в
уравнениях не учтен) и 1Ы_ — число актов отлипания, производимого
светом в 1 см3 в 1 сек. Величина / зависит от интенсивности

и спектра излучения (Ш- = дотя Зф./У-, где дотл — сечение для
отлипания, т. е. процесса типа О" -[- йсо = 02 + еилиО" + %а> =
= О + е, где е — электрон). Что касается коэффициентов ае, а,,
р и у, то для того, чтобы пояснить их смысл, рассмотрим
несколько подробнее процесс электронной рекомбинации, т. е. процесс
типа 0% + е = 02 + 7ш, И+ + е = N + Йю и т. п. *). Среднее
число актов рекомбинации между данным ионом и электронами,
происходящее в единицу времени, равно ^р^, где др — сечение
рекомбинации, V — относительная скорость электрона и иона,
практически равная скорости электрона, и черта сверху означает
усреднение по распределению скоростей, что необходимо, так
как <?р зависит от V. Полное же число актов рекомбинации в 1 см3
в 1 сек равно др^Л^/У^, откуда ясно, что ае = дру. Если
распределение скоростей является равновесным, то

а = №= ) М^4я](^)%~^^. E,4)
Величина р* определяется совершенно аналогичным образом, т. е.
Р = Ца», где 9п — сечение прилипания и у — скорость
электрона. Что же касается коэффициентов схг и у, то здесь в
соответствующем выражении типа ^V под у нужно понимать
относительную скорость ионов или иона и молекулы. Как ясно из сказанного

и, в частности, из E,4), коэффициенты ае, аг, р и у не должны
зависеть от давления и при равновесии (или, точнее, когда
распределение скоростей всех частиц с достаточной точностью может
считаться равновесным) являются функциями только
температуры Т. Подобное положение, однако, должно иметь место только

*) Нижеследующие рассуждения не изменяются и в том случае, когда
речь идет о рекомбинационном процессе типа 0$ + е = О' + О", где О'
и О" — возбужденные атомы О. Подобный механизм рекомбинации
называется диссоциативным и, как выяснилось в последние годы, в ионосфере
он играет большую роль [37, 38]. При этом, однако, речь обычно идет
не только о процессе типа 0^" + е = О' + О", а сразу о нескольких
реакциях. Так, положительные атомные ионы при отсутствии отрицательных
ионов рекомбинируют в основном в два этапа. Например, ион 0+ при
наличии молекул 02 и N2 превращается в молекулярный ион в результате
реакций 0+ + 02 -*- 0^ + О и 0+ + N2 = N0+ + N. После этого уже
происходит диссоциативная рекомбинация ионов 0$ и N0+. Очевидно, в уравнениях
E,1) — E,3) такая возможность не учтена, хотя это и легко сделать (см.,
например, [37]).
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при достаточно низком давлении, когда можно ограничиться

рассмотрением только парных (т. е. двойных) соударений. В
ионосфере это условие обычно выполняется; если же оно не
соблюдается, то по-прежнему можно базироваться на уравнениях
типа E,1) — E,3), но коэффициенты ас, а,- и т. д. зависят от
давления.

Не написав выше уравнения, определяющего изменение во
времени концентрации молекул Л^т, мы исходили из того, что
величину N„1 часто можно считать заданной. Если же это не так, то
к системе E,1) — E,3) нужно добавить уравнение

^2- = -/- рЛЧУт -4. а№+ + агЛГ_ЛГ+ + уЛГ_2Ут + Ш-. E,5)
Далее, в E,1) — E,3) и E,5) не учитываются возможное
расширение среды и вообще движения в ней, а также диффузия.
Наличие некоторой макроскопической скорости среды и учесть очень

легко: для этого достаточно, например, в E,1) заменить —т?-

на -Т7- -|- (Ну (Ыи), где N и и зависят от координат и времени.
Аналогичную замену нужно сделать и в других уравнениях. Что
касается диффузии в ионосфере, то ее рассмотрение усложняется
в связи с необходимостью учитывать при этом также
электрическое поле, возникающее при диффузии в ионизованном газе,
а также силу тяжести. Существен в ряде случаев и учет влияния
земного магнитного поля. Задача поэтому довольно сложна, и мы
здесь останавливаться на ней не будем (см. [2, 39, 40] и § 13).

Пренебрегая диффузией и учитывая высокую проводимость,
плазму можно обычно считать квазинейтральной, в силу чего

N-¦^N- = N+, E,6)

где все ионы для определенности считаются однократными.

Из E,1) —E,3) следует, что ——^ ~Й1 ' Т- е- чт0 Усло"
вие E,6) сохраняется во времени. Используя связь E,6) и вводя
параметр к — -^-, легко показать, что из E,1) —E,3) следует
уравнение

^--ттг-^+^лр-та^. E'7)
или

ЛГ+-A-^)Л\ Л7_ = ЯЛГ, а' = ае + АаН-!г4-1пA-и).N сН

5 В. Л. Гинзбург
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Разумеется, введение эффективного коэффициента рекомбинации
а' вносит упрощения лишь, если отношение концентраций
отрицательных ионов и электронов, т. е. X, постоянно или достаточно
медленно меняется во времени. В этом случае

а' = ае + А,аь E,9)

и в первом приближении X не зависит от N. В этих
предположениях уравнение E,8) сильно упрощается и эквивалентно
уравнению, определяющему изменение N лишь в силу рекомбинации
и фотоионизации без учета влияния отрицательных ионов.
Действительно, это последнее уравнение, получающееся из E,1) при
N- = 0, имеет вид:

^ = /-ае7У2, E,10)
где учтено, что при N- = 0, в силу E,6), N+ — N.

При X = сопз( уравнение E,10) по форме совпадает с урав-

нением E,8). В стационарном состоянии, когда —тт- = 0, получим:

-г^г = а'№, а' = ае + Хщ. E,11)
При / — 0 решение уравнения E,8) с Я, = сопб1. таково:

*Ю = й5^. <5'12>
где Л'о — концентрация в момент I = 0.

Нужно, однако, подчеркнуть, что полагать X = сопз1, вообще
говоря, нельзя. Действительно, если положить X = сопз* в
уравнении E,7), являющемся следствием уравнений E,2) и E,6), то
это уравнение в общем случае несовместимо с уравнением E,1).
Поэтому использование соотношений E,9), E,11) и E,12),
основанных на предположении о постоянстве параметра X, возможно
лишь в ограниченных пределах.

В Е-слое и выше роль отрицательных ионов не существенна
и можно положить X — 0. С другой стороны, в этой области
заметную роль могут играть ионно-молекулярные реакции типа

реакции 0+ + 02 ->¦ 0+ + О. В дальнейшем образующиеся таким
образом молекулярные ионы рекомбинируют путем механизма
типа 0+ + е-*-О' + О", т. е. в результате диссоциативной
рекомбинации. Как уже указывалось, в подобных условиях
приведенные уравнения E,1) — E,3) и E,5) нуждаются в естественном
обобщении, при котором учитывается наличие всех
существенных реакций и сортов частиц. Одним из результатов
рассмотрения такой полной системы уравнений является вывод, что ско-
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рость уменьшения электронной концентрации может оказаться
равной не — аеИ2 (см. E,10)), а равной — а*N.

Поясним это на примере реакций 0+ + 02 -> О* + О и
0^ -у- е ->¦ О' + 0", в которых участвуют частицы 02, 0+, 0+ и е
с концентрациями ^о2, Л^о+, ^0+ и N. Тогда, при отсутствии
процессов излучения и поглощения света и некоторых других
мыслимых реакций имеем

-1°^ = уN(нNо^—аNа^N, N = Nо^ + Nо+. E,12а)
м +

В определенных условиях производная —~- может быть мала,
и тогда из E,12а) получаем:

Отсюда при у^Оа > а^ имеем —^ « — о/У2, а при аN > уУУ0з

^-&-уN<ъN = -а*N, N0^ж^Nо2<N. E,12в)
Приведенные соотношения являются исходными при

рассмотрении процессов, происходящих в плазме при наличии
нейтральных частиц, излучения и т. д.

Анализ этих процессов в различных условиях и, в частности,
в случае земной ионосферы не входит в нашу задачу (см. [37, 38,
41—47]). Поэтому мы ограничимся ниже лишь несколькими
замечаниями и оценками, полезными с точки зрения целей
дальнейшего изложения. Речь при этом будет идти только о применениях
к земной ионосфере.

В ионосфере, как следует из экспериментальных данных при
их обработке на основе уравнения E,8) с К = сопвЪ, имеем:
для ,0-слоя а' ~ 10~6 -^ Ю-7, для Я-слоя а'~14- 3-Ю-8, для
/^-слоя а' ~ Ю-8 Ч- Ю-9 и для ^2-слоя а' ~ 10~10 ч- 10 1.
Принимая для ориентировки эти значения, можно сразу же
оценить время жизни электрона, т. е. среднее время между
процессом ионизации (или отлипания) и актом рекомбинации (или
прилипания). Это время, как ясно, например, из E,12), порядка

*о~^, E,13)
1

так как за время —тъ концентрация электронов при выключении

5*



68 ВОЛНЫ В ОДНОРОДНОЙ И ИЗОТРОПНОЙ ПЛАЗМЕ [ГЛ. II

ионизации убывает вдвое. Соотношение E,13) следует также
непосредственно из самого определения коэффициента а' (например,
среднее число актов рекомбинации данного электрона в секунду

есть аеЫ = ^рVN и среднее время жизни т0 = —^ ; если речь
идет об эффективном коэффициенте рекомбинации а', то,

очевидно, по порядку величины также т0 ~ ^) . На основании
сказанного для Е-, Рг и ^2-слоев имеем:

т<ш~ Ю3 сек, т0Р1~ Ю3-- 104 сек, т0^~ 104^- 105 сек, E,14)

где принято ЫЕ ~ ЫР1 ~ ДО5 и Nр^ ~ 10е.
Время замедления неравновесных электронов в плазме. Теперь

можно перейти к вопросу о влиянии процессов образования
и исчезновения электронов в газе на электронную функцию
распределения. Вопрос этот возникает потому, что образующиеся
электроны заведомо не имеют максвелл овского распределения
скоростей и, вообще говоря, являются относительно быстрыми
{в ионосфере они могут обладать энергией порядка от одного
до сотни электронвольт). Рекомбинируют и прилипают,
напротив, преимущественно самые медленные электроны с энергией
<; кТ. Поэтому даже в отсутствие электрического поля, но при
протекании процессов ионизации, рекомбинации и т. д. функция
распределения может заметно отличаться от максвелловской.
Для того чтобы оценить это отличие, нужно сравнить время
жизни электрона в свободном состоянии (см. E,14)) с временем
замедления (релаксации), т. е. временем, за которое
образовавшийся в газе быстрый электрон замедлится до тепловых скоростей.

При соударении электрона со скоростью V с тяжелой
частицей импульс электрона изменяется на некоторую величину тпА.1> —
— тп (V — V1). Тяжелая частица получает при этом импульс
— тАV, а ее энергия меняется на

(р-тАу)* _Р^_= _^М|, + ^1/Д|л22М 1М М ра" Г 2М ^^ '

где р — импульс тяжелой частицы до соударения. Если
скорость электронов достаточно велика, так что их кинетическая

3

энергия К > у и Г B" — температура газа тяжелых частиц), то
тяжелые частицы можно считать неподвижными. Полагая, таким
образом, р — 0 (или усредняя по направлениям в предположении

3
о независимости р и Аг, как это имеет место при К > -к-%Т),

видим, что при одном ударе электрон передает энергию ^п (А*J-'
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Отсюда средняя энергия, передаваемая в единицу времени

электронами со скоростью V, равна

13 (у)=ж I <А^2 ^ * &>0) Шт>г йй>
где Ыт, I — концентрация тяжелых частиц (молекул т или
ионов V), Ят, I {V, 0) — дифференциальное эффективное сечение
D,15) и йО, = 2я 8ш 6 сЮ. Выбирая направление первоначальной
скорости электрона V за ось г, имеем: АVX — V A —соз 0)
и (Ау*J + (АууJ = г;2зт20.

Поэтому

Ъ{»)=т^мт'1 \ ?«||(у,в)A-со8в)ЙО =
= 1г(. -^Л'т'4::=1ГЛ:Ут'г' E,15)

поскольку V™, г = дт, г (у) г^т, г и дт, г (у) = \ дт, г (у, 0) A — соз 0) йй
(см. D,15)).

3
Итак, при К У -Х-Х.Т для упругих соударений между

электронами и тяжелыми частицами II (V) — ЬуПКут, ь где буп =

= -д- (см. D,6)). Если ут> I не зависит от скорости V, то полу-
з

чается формула D,5) при К > у хГ. Этого и следовало
ожидать, так как элементарная теория строго совпадает с

кинетической ИМеННО При Ут, I — Уэфф = СОП81.

Относительная доля передаваемой энергии 6 (у) = „ . >
равна буП только при отсутствии неупругих соударений. Если же
такие соударения не запрещены из энергетических соображений,,
то обычно б > буп. Низшие возбужденные электронные уровни
атомов и молекул отстоят от основного уровня на расстоянии
порядка 1 -т- 10 эв. Для низкотемпературной плазмы
возбуждение этих уровней особого интереса не представляет (энергии
в 1 эв отвечает температура Те да 104°К). Поэтому в атомных
газах и при соударениях электронов с ионами для
низкотемпературной плазмы б = буп (это равенство имеет место при
средней энергии электронов К, существенно меньшей наинизшего
потенциала ионизации). В молекулярных газах, напротив, даже

2К
при электронной температуре Те = -~— ~ 300° имеем б =

~ ^ (^е) > буц, т. е. возможны неупругие удары, связанные
с возбуждением главным образом ротационных уровней молекул.
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Последнее связано с тем, что расстояния между
ротационными уровнями весьма малы и, например, у молекул 02 и N2
составляют ~ 10~3 эв, что отвечает температуре Т ~ 10°. Поэтому
при Те > 10° электроны могут терять энергию на возбуждение
ротационных уровней, в то время как возбуждение
колебательных уровней, например, в 02 и N2 еще почти не происходит и при
Те ~ 300°. Обработка ряда экспериментальных данных,
сопоставленная в [48] (см. также [42, 49, 50]), приводит для Н2, 02, N2,
воздуха и ионосферы на разных высотах к значениям б,
указанным в табл. 5,1.

Таблица 5.1
Значения 6-103

т„

500
1000
2000
3000
4 000
5000
6000
7000
8000
9 000

10 000
12000
15000

¦

н2

2,3
2,5
2,2
2,2
2,5
3,0
3,4
3,9
4,4
4,85
5,3
6,1
7,2

02

3,7
6,7
8,6
9,05
8,7
8,2
7,7
7,2
6,8
6,6
7,7

21

N2

0,47
0,36
0,33
0,32
0,34
0,38
0,45
0,60
0,82
1,15
2,40
9,8

Воздух

0,89
1,2
1,6
1,7
1,7
1,7
1,7
1,7 '
1,8
2,0
3,2
11

Ионосфера

100 км

0,86
1,2
1,5
1,6
1,6
1,6
1,6
1,6
1,7
2,0
3,1
10,6

200 км

0,08
0,12
0,16
0,18
0,22
0,26
0,32
0,43
0,60
0,85
1,8
7,7

300 км

0,06
0,06
0,06
0,06
0,06
0,07
0,07
0,08
0,09
0,11
0,23
1,13

Для смеси газов (воздуха, ионосферы и т. п.) значения б

получаются по формуле 6 — б< ^Р~ г бо -г- , где 61,2 —
* *Эфф!-ИЭфф2 ^Эфф1-Иэфф2'

значения б для газов 1 или 2, а уЭфф1, 2 — эффективные числа
соударений электронов с молекулами газа 1 или газа 2
(обобщение на число компонент, большее двух, очевидно). Изменение б
при переходе к ионосфере и на различных высотах в ионосфере
связано с изменением ее состава (диссоциация и др.);
использованных в [48] данных о составе ионосферы приводить здесь
не будем, поскольку конкретные значения б ниже фактически
используются только для оценок. Кроме того, даже данные для
газов с определенным составом не могут еще считаться твердо
установленными в связи с имеющимися в литературе
разногласиями. Заметим, наконец, что в табл. 5,1 средняя энергия элек-
о ~к

тронов К выражена через электронную температуру Те = — —
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в силу предположения о максвелловском распределении
электронов по скоростям. Результаты, однако, в довольно широких
пределах нечувствительны к виду функции распределения (это
связано со слабой зависимостью б от Те)- Поэтому для немаксвел-
ловских распределений табл. 5,1 для ориентировки также можно

3

пользоваться, полагая по определению К = у хТе.
Из приведенных данных ясно, что даже в воздухе, не говоря

уже об ионосфере, б < 1 (в то же время в воздухе б > буп).
Поэтому для замедления относительно быстрого электрона до

тепловых скоростей V ~ 1/ — он должен испытать большое число

соударений с молекулами и ионами. Считая в связи с этим число
соударений я непрерывной величиной, можно написать:

а^к.=,-Ь(К)АК, E,16)их

где АК = К—ухГ (при одном ударе в, (&.К) = — бАК, откуда
и получаем E,16)).

Полагая б (К) ¦¦-- сошз1, видим, что число ударов, необходимое
— 3 — 3

для снижения энергии от значения К0 > у кТ до К — у хТ,
равно

1п#
б E,17)

Время замедления электрона (время релаксации) т' равно,
очевидно, отношению необходимого для замедления числа
соударений я к числу соударений в секунду УЭфф:

к1 E,18) ^эфф буЭфф
При этом следует иметь в виду, что формулы E,17) и E,18)
содержат известную неточность, связанную с зависимостью б от К.
В случае полностью ионизированной плазмы под уЭфф нужно,
очевидно, понимать частоту \Эфф,г для соударений электронов
с ионами. Как будет показано в § 6,

_ УвяАУ
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Подставляя в E,18) это значение УЭфф,*, а также величину

-(?)*'Ч#)

6 2т

= -М-, получаем

1-1/2Ле4ЛПп@,37 —
E,18а)

Представляет интерес и довольно часто встречается и такая
задача: найти время релаксации т", характеризующее
выравнивание температур электронов и ионов в полностью
ионизированной плазме (электронная температура Те, ионная температура Ть).
Как показывает расчет (см. [2, 34, 51 ] и § 38), это время
релаксации

тМ Г^У/2

4У^1п@,37-^)
где все ионы считаются одинаковыми и однократными, а учет

множителя 0,37 под знаком логарифма является превышением
точности расчета; этот множитель тем не менее сохранен,

(" УСТ N
0,37—~ Л =

= 1п /^220-^-^ . Кроме того, при переходе к E,186) от более
общего выражения принято, что Ге>-р-?1г. При произвольных
гг т /г лох\ /~нТе\У2 С*.Те , ИГЛ3/2
Те и Тг в E,186) нужно заменить (—-) на (— + 17/

Точный смысл времени т" таков: если электроны не получают
энергии извне, то

йТе Те-Т1
си E,18в)

з

Кинетическая энергия электронов равна -у пТеМ. Поэтому, если
электроны нагреваются внешним источником, который сообщает
им энергию (? эрг • см~г ¦ сек'1, то в стационарном состоянии

(?=3*(У^. E,18г>
Выражение E,186) родственно формуле E,18а), что и естественно
ввиду физической близости обсуждаемых процессов релаксации.
В § 38 рассматривается случай, когда нагревание осуществляется



§ 5] МИКРОПРОЦЕССЫ В ПЛАЗМЕ 73

электрическим полем. При этом к формулам E,186) — E,18в)
можно непосредственно перейти от формул C8,6) — C8,7), если
считать, что нагревание отсутствует.

Отклонение функции распределения от равновесной. Оценки
для ионосферы. Отклонение функции распределения от равновес-

т'
ной определяется величиной отношения — , где т0 — время жизни

электронов E,13) и E,14) и г'— время замедления E,18). Как
ясно из дальнейшего (см. § 6), для /?-слоя г_8фф ~ Ю4 -^ Ю5"
и для Р-слоя тЭфф ~ Ю3 -г- 104, поэтому при К0 ~ 10 эв, Т ~
~ 300° Киб~ 10~3, согласно E,14) и E,18), грубо приближенна

-II ) -10"*. E,19)

Принимая для /"-слоя значение б =• 6уп~ 5-Ю , при
—' 10* сек и уЭфф~3-103 имеем:

\ч)л З-Ю-з. E,20)
Как ясно из сказанного, электрон обладает энергией порядка К0
в течение времени порядка т', все же остальное время своего
свободного существования до рекомбинации или прилипания .*) его

3

энергия близка к тепловой энергии -^ кТ. Поэтому разность сред-
— 3

ней энергии электронов К и тепловой энергии -^ хТ порядка

АК = хАТ = К—^хТ~^К0. E,21)
При К0 ~ 10 эв в Е-слое, согласно E,19), АТ ~ — ~ 10° К,.
а в Р-слое, согласно E,20), АТ ~ 300° К. Приведенные оценки
носят грубо ориентировочный характер, но все же с
несомненностью показывают, что влияние ионизации, рекомбинации и
других процессов на функцию распределения электронов в
ионосфере при сделанных предположениях может быть значительно
(особенно в /"-слое). В случае Р-слоя можно к тому же
утверждать, что электронная функция распределения с большой
степенью точности является максвелловской, но с электронной
температурой Те ф Т (другими словами, все отклонение от
равновесия сводится в этом случае к неравенству температуры
электронов и тяжелых частиц). Это вытекает из рассмотрения
междуэлектронных соударений, которых мы выше не учитывали. Между

*) Мы исходим здесь из предположения, что рекомбинация и
прилипание особенно эффективно происходят для медленных электронов. Можно,,
однако, указать условия, в которых это предположение несправедливо-
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тем эффективное сечение для междуэлектронных соударений, как
это сразу ясно, порядка сечения D,19) для соударений
электронов с ионами (различие связано лишь с необходимостью учета
равенства масс обоих сталкивающихся партнеров). Далее, при
каждом достаточно близком соударении между электронами
изменение их энергии в среднем порядка самой энергии. Поэтому,
если имеется чисто электронная плазма (без молекул), то время
релаксации для установления равновесия между электронами

т

Те в -т* раз меньше времени установления их равновесия с ионами

{это последнее время т' по порядку величины определяется
формулой E,18)).

В ^-слое, как это будет показано в § 6, значение VЭфф,
связанное с одними соударениями электронов с ионами порядка

экспериментально измеренной величины тЭфф. Условия, таким
образом, близки к имеющим место в чистой электронно-ионной

т , 1п (Кп/кТ) с. /к ,0\
плазме ит{~ -г^-% ~ ——-—-, так как о в E,18) в случае соуда-

М ^Эфф

рений с ионами порядка -гг.
*—- -г'

Если VЭфф ~ 3-103 и К0 ~ 10 эв, то х'е ~ 10~3 сек, -4 ~ -т^- ~
х'

~ 3-10~5 и — ~ Ю-7 (при т0 ~ 104). Таким образом, в ^-слое
то

можно во всяком случае считать, что между электронами

равновесие успевает установиться, а значит, и функция распределения
есть максвелловская функция с некоторой температурой Те.

Как следует из наблюдений и более детальных расчетов [52,
53], в ионосфере разность А Г = Те — Т (здесь Т ж Тг —
температура молекул и ионов) на высоте около 200 км весьма велика
и достигает величины порядка 1000° К. При этом Те1Т да 2 -г- 3.
Такой результат (значение А Г ~ 103) не противоречит
приведенной очень грубой оценке А Г ~ 300° (для Г-слоя). На высотах
же, меньших 120—130 км, значение АГ мало, что также
согласуется с приближенными оценками. Если АТ < Т то в первом
приближении электронную функцию распределения можно,
очевидно, считать максвелловской с Те = Т.

Резюмируя, можно сказать, что в отсутствие внешних полей
предположение о максвелловском характере электронной функции
распределения в ионосфере вполне разумно и должно явиться
хорошим приближением к действительности.

То же можно сказать о солнечной короне. Таким образом,
влияние электромагнитной волны на функцию распределения,
которое нас интересует, мы будем исследовать на основе
кинетического уравнения D,17), не учитывающего происходящих
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в плазме микропроцессов. Так же будем поступать и в случае
сильных полей (см. гл. VIII). Вместе с тем, вполне мыслимы
случаи, когда подобное приближение недопустимо. Так, если
образующиеся при ионизации электроны рекомбинируют или
прилипают при энергиях, больших тепловой (средней
кинетической) энергии молекул и ионов, то не всегда можно считать
электронную функцию распределения максвелловской даже для
чистой электронно-ионной плазмы. Заметим, кроме того, что
и в условиях, когда в основной своей части функция
распределения является максвелловской, сравнительно легко возникают
(например, в электрическом поле) отклонения от максвеллов -

ского распределения в области больших скоростей V > "I/ —-

(см. § 38 и [31]).

§ 6. Диэлектрическая проницаемость
и проводимость плазмы (кинетическая теория)-

Общие соотношения. Перейдем к вычислению диэлектрической
проницаемости е и проводимости о изотропной плазмы на основе
кинетического уравнения. Пространственную дисперсию пока
учитывать не будем.

Пренебрегая пока также междуэлектронными соударениями,
запишем исходные соотношения в виде:

* ™. > (М)

'-'оо ' „ ' 'оо-л'^2ях7у е
Здесь V = гт + гг — число соударений, и в согласии со
сказанным в § 5, а также предположением о слабости поля,
симметричная часть функции распределения считается максвелловской,
причем электронная температура Те равна температуре тяжелых
частиц Т. Если электрическое поле Е равно нулю, то, как
следует из F,1), /*! (I, V) =/[ @, V) е^")', т. е. асимметричная часть
функции распределения затухает, и в стационарном состоянии
/ = /оо-

Для вычисления е и 0 в однородном, переменном во времени
электрическом поле в F,1) нужно положить Е = Е0еш и искать
решение в виде /\ = /ю^ш'. Поступая таким образом, сразу же
находим:
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Плотность полного тока равна (см. также D,11))

}' = е\ г>/ йг =•-, е С V (-^ Ж> = е \ V (/» V &; йй =¦-
оо оо

__4ягГ , ,, _ 8еЩЕ ? и*е~и2 Ли
~ 3 ^ /1У У_ ЗТ/яот О ш
п г п

гш + у(м)

8е2Л'В Г? \(и)и4е~и2аи . 7 и*е~и2 Ли \ ,,, о»
= 1уЙт } соЧ^(") "° Л со* + ^(и)] ' (М*^ * О О

где при интегрировании введены сферические координаты в
пространстве скоростей с полярной осью, направленной по /4 (поэтому
йг = р*&д.&=;2пиг&1Т).§^с№, где 0 угол между/! и г); кроме
того, введена переменная

»=}/Ъ* <6-4>
3/по ту , N /^ т. \2 ,,*

и учтено, что -^ = -^/оо = -^(^г; "е~ -
С другой стороны, по определению величин е и а

^ = (а + ш^Е=ш^Е. F,5)
Приравнивая выражения F,3) и F,5), мы и можем найти е и а.

Помимо е и а часто используют также эффективное число
соударений уЭфф, которое определяют соотношением

°=- т1тял.*.л ¦ F-6>
т(ш* + г§фф) ' т(о>2 + ^фф)

Введение такой величины гЭфф не всегда, однако, удобно и
оправдано [54]. Если V (г) не зависит от V, т. е. V (у) — VЭфф = соп81,
то из F,3), конечно, сразу же получаются выражения C,7),
тождественные F,6). Такое приближение как раз и отвечает
«элементарной теории», использованной в § 3. При учете же
зависимости V от г; в формулах F,6) нужно было бы считать
уэфф функцией частоты со, причем эта функция неодинакова
в выражениях для е и о (кроме того, эта функция УЭфф (со)
в выражении для а оказывается двухзначной; см. [54]). Поэтому
в кинетической теории целесообразно ввести величину VЭфф.
только в предельных случаях высоких и низких частот ю.

Начнем с предельного случая

со2 > уЗфф, F,7)
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когда

1 5-, а — ^—• (о,о)ты2 тоJ ч '

Величина уЭфф при этом, как ясно из формул F,3), F,5), F,7)
и F,8), равна

оо

8 С

¦Уэфф = —гт=- \ V («) и4е-  йи =
зуя ^

т^2

3"]/2я (¦^•),/'^A')у4е 2иТЙУ' F'9)
где учитывается, что в существенной области интегрирования
помимо F,7) выполнено неравенство со2 > V2 (и), о чем еще будет
речь ниже.

В качестве V (и) в F,9) нужно подставить выражение D,15)
/2йг
— и.
т

Соударения с молекулами. В случае соударений с молекулами
сечение дт (V, 0), вообще говоря, лишь весьма слабо зависит от V
и 6. В частности, для воздуха при энергиях электронов, больших
примерно 0,25 эв, эффект Рамзауера (зависимость сечения от
скорости) выражен, по-видимому, весьма нерезко. При этом
различные данные, относящиеся к 02, К2 и воздуху, в известной мере
противоречат друг другу. Поэтому самым правильным является
сейчас принять сечение не зависящим от скорости, тем более,
что нас интересуют лишь тепловые скорости, в области которых
ожидать ярко выраженного эффекта Рамзауера, вообще говоря,
нет оснований (см. также ниже; отметим, что по данным [37]
наблюдается все же падение сечения дт с уменьшением скорости
электронов и дт со У~Т, откуда уЭфф,т с^У; нам неясны, однако,
ни область применимости, ни степень надежности этих данных).

Считая молекулу твердым шариком радиуса а и принимая,
таким образом, для Vт выражение D,18), для Vафф, согласно F,9),
получаем:

VЭфф, ,„ = -^р ояйЛГт = 8,3• 105яа2 ]/Т^„, F,10)
где и — ~\/ средняя арифметическая скорость электронов.

При Т = 300° скорость V = 1,08-107 см/сек. По соображениям,
Указанным ниже, для яа2 в случае воздуха примем значение
4,4-Ю~1в смг или для радиуса значение а — 1,2• Ю-8 см, что
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находится в примерном соответствии с газокинетическими

данными. При таком значении а, согласно F,10):

При атмосферном давлении и Т = 300° К, очевидно, ^эфф ¦—
= 1,7-1011.

В дальнейшем для различных оценок мы будем исходить
из значения F,11), хотя необходимо помнить, что в применении
к ионосфере, даже если не учитывать изменение состава и
температуры, при этом не исключена ошибка в десятки процентов
(подробнее см. ниже).

Заметим также, что при получении F,9) учтено, что в
интегралах F,3) существенна область интегрирования, где и ~ 1
(при и > 1 подынтегральная функция спадает экспоненциально,
а при и < 1 она пропорциональна и5). Поэтому использованное-
условие F,7) фактически эквивалентно необходимому для
перехода от F,3) к F,9) условию со2 > V2 (и). Это ясно также из того,
что, согласно F,10), уэфф, т ~ V (и = 1).

Соударения с ионами. Аналогичная ситуация имеет место и при-
вычислении VЭфф для соударений с ионами. В этом случае в F,9)
нужно подставить для V выражение D,19). В результате,
учитывая также D,26), имеем:

2 е* ~лт т

ах _ 2%Трт _ 2хТР

Лтг-ЛГ+ + ЛГ_, N+ = N- + N1 F,12)

где Л^± — концентрация положительных и отрицательных ионов
(см. [55]); аналогичные расчеты проводились также еще раньше

1 "\
в работе [56], где было положено рт ~ -174 ¦

Интеграл

/ — — -( СИ ( ) СОВ {- 81 ( ) 8111 5-8Ш—[ ,

8111 I ,. сИ- /-,. Р С05 I ,. ¦ „ о- С 81Пгде С.1 х — — \ —-— М — интегральный косинус и Э1 х = \ —
к о

интегральный синус. В силу условия D,25), т. е. малости вели-
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чины — , /«- СИ ( — ) жЫа — 0,577 = 1п р=~ . Таким образом,

^.«««ет^111^'37^)»!^1^220^) • F-13)
Ниже мы под знаком, логарифма будем вместо N+ писать Лтг =
--УУ+ + Л^_, так как Л/+<УУг<2Л?+, и ошибка, вносимая в F,13)
в связи с заменой Л^+ на /V;, ничтожна. Кроме того, в
большинстве случаев можно считать, что УУ_ —0, N1 — N+ = N, и, таким
образом, пользоваться формулой

^ = я^ЙУ1п @,37-^=^1пB20^ . F,14)
Если электронная температура Те не равна температуре ионов Т,
то, проводя вычисления, аналогичные приведенным, легко

установить формулу, заменяющую выражение F,13). Например, если
Те>Т и N^ = N+ = N, то

^ФФ.^-^-^п^ + уЬ^-). F,15>
Различие между формулами F,15) и F,13), если не говорить-
о замене Г на Те, лежит, вообще говоря, за пределами точности
самих этих формул. Действительно, как было указано в § 4,
полагая рт = Ъ (см. D.26)), мы совершаем некоторую ошибку,,
сказывающуюся на выражении, стоящем в F,13) под знаком
логарифма.

Однако нужно подчеркнуть, что если ( ^- ) ^ 1, то в
формуле F,13) нельзя ручаться лишь за множитель порядка
единицы под знаком логарифма, что обеспечивает очень высокую-

точность вычисляемого значения тЭфф, г (при Т = 300° и ТУ, =

= 10е значение 1п B20—щ\ —6,5 и, если даже вдвое изменить
величину, стоящую под логарифмом, значение УЭфф, , изменится только

на 10% ) . Точность формулы F,13) становится уже недостаточной
только в условиях, когда имеет место другой предельный случай,

Dяе2Л',\ г/2
^- ) ^ !• Вычисление коэффициента поглощения ц

В Подобных УСЛОВИЯХ, КОГДа (Л = —— Vэфф « -^^2"'УЭфф (СМ. § 7),
проведено в § 37. Полученные в § 37 результаты позволяют
оценить точность формулы F,13) в ионосферных условиях. Эта
точность оказывается обычно не меньшей 5 -=- 10%.
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Роль междуэлектронных соударений. Справедливость
последнего заключения существенным образом связана с тем
обстоятельством, что в случае F,7), когда со2 > г!фф, междуэлектронные
соударения, которыми в F,1) пренебрежено, действительно
оказываются несущественными [57]. Этот результат не самоочевиден,
так как сечение для соударений электронов с электронами того же
порядка, как сечение для соударения электрона с однократным

ионом. Поэтому, вообще говоря, междуэлектронные соударения
существенны и, как оказывается, при низких частотах, когда

и2 < Vэфф (в частности, в постоянном поле), учет
междуэлектронных соударений при N1 = N уменьшает проводимость
в 1,73 раза (см. [58] и ниже).

В случае ю2 > V2,фф междуэлектронные соударения в
изотропной плазме несущественны по следующим причинам. При неучете
междуэлектронных соударений функция распределения
подчиняется уравнению F,1), из которого ясно, что число электронов,
покидающих из-за соударений данный интервал скоростей,
пропорционально V и отклонению функции распределения / от
равновесной функции /00, т. е. пропорционально у/4. Далее, при

условии со2 > V2, согласно F,2), /^та ^—(ш.—V) и, таким
образом, значение /1 в основном определяется ускорением,
сообщаемым внешним полем, и только в следующем приближении —
соударениями с ионами и молекулами (часть, зависящая от
соударений, пропорциональна числу соударений V, которое мало
по сравнению с со).

Особенность междуэлектронных соударений состоит в том, что
в силу закона сохранения импульса эти соударения сами по себе
не могут изменить среднего электронного тока,
пропорционального среднему импульсу электронов. Поэтому, если бы
соударений электронов с ионами и молекулами не было, то
междуэлектронные соударения никакого вклада в сопротивление не внесли

бы. Отсюда следует, что с точки зрения эффекта
междуэлектронных соударений существенно не все отклонение функции
распределения от равновесной, а играет роль лишь часть этого
отклонения, обусловленная соударениями с ионами и молекулами.

Но эта часть в силу сказанного порядка —/4 < {1. -Часть

интеграла соударений /81)ве, связанная с междуэлектронными
соударениями, которую нужно добавить к F,1) (см. D,17)), по порядку
величины равна числу междуэлектронных соударений *) Vее ~
-~ ¦>><„•, умноженному на существенное с точки зрения роли

*) Напомним, что уе! = V; — число соударений электрона с ионами;
•уее ~^е;, лишь если ./V ~ Л^.
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междуэлектронных соударений отклонение функции
распределения от равновесной. Как указано, эта существенная здесь часть
отклонения функции распределения от равновесной порядка

—/4 и, следовательно, 8иее ~-^1и в т0 время как соударения
с- ионами и молекулами приводят к появлению в F,1) члена г/4 —
= (^ет + Уед 1\- Этот результат, который можно подтвердить
более строгим расчетом [57], свидетельствует о том, что даже
при отсутствии молекул (когда V = Vе() вклад междуэлектронных
соударении в сопротивление примерно в -4- раз меньше вклада
соударений электронов с ионами. Поэтому в ионосферном ^-слое,
где V ~ уег (см. ниже) и обычно — —' 10~4, междуэлектронными
соударениями можно полностью пренебречь. То же относится,
конечно, к солнечной короне. В более низких областях земной
ионосферы это заключение также справедливо, так как здесь,
помимо всего прочего, число междуэлектронных соударений
Vсе ~ Уе1 < V0фф ~ Vэфф1 т.

Прежде чем перейти к использованию формул F,11), F,13),
которые в силу сказанного обладают высокой точностью,
заметим, что выражение для среднего эффективного сечения для

соударения электрона с ионом д (V) =---т-^-^Ы @,37 д 1/3)(см. F,13))
имеет ясный физический смысл. Действительно, рассмотрим
сначала соударение, при котором импульс электрона существенно
меняется, т. е. электрон отклоняется на угол 6 порядка единицы.
Подобное соударение имеет место, если при приближении
электрона на некоторое прицельное расстояние р его потенциальная

энергия порядка кинетической, т. е. —-~хГ; отсюда как раз

яр2 ~ я т4г\2 • Появление же в вырая?ении для сечения еще и лога-
рифмического множителя связано с учетом не только самых
близких, но и более дальних соударений, вкладом которых нельзя
пренебречь в связи с медленностью спадания кулоновского поля.
Поскольку логарифм велик, более того, большинство соударений
являются далекими, и с логарифмической точностью можно
считать, что все индивидуальные соударения происходят с
небольшим изменением импульса. Эффективное соударение,
происходящее с частотой Vэфф, является поэтому результатом большого
числа отдельных (индивидуальных) соударений.

Число соударений в ионосфере. Сечение для соударений с
ионами при температурах порядка нескольких сотен градусов
значительно, примерно в миллион раз больше сечения для соударений
электрона с молекулами. Это ясно видно из табл. 6,1, где
6 В. л. Гинзбург
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приведены несколько округленные значения УЭфф( т и Vэфф, г
согласно формулам F,11) и F,13). Цифры, помещенные в первом
столбце, в случае VЭфф,пг дают значение ]УТО, а в случае VЭффI г —
значение А^.

Таблица 6.1

Значения \афф^ т иЧэфф> г

Мт или N^

10*
105
106
10»
Ю12
Ю14
1015

Г=250оК

%'эфф1 т

5,5
5,5-103
5,5-Ю5
5,5-106

уэфф, 1

111
982

8,9-Ю3
5,6-106

Т=300°К

гэфф, т

6
6-Ю3
6-105
6-106

^фф, г

85
768

6,9-Ю3
4,4-106

Т=600°К

гэфф> т

8,5
8,5-Ю3
8,5-105
8,5-106

гэфф, г

33
297

2,7-103
2,2-106

В Д-слое Ит ~ 1015 -=- 10" и уэфф, т ~ 107 + Ю8. В Я-слое
Ыт ~ 101а -г- Ю13 и уэфф) т ~ 104 -ь 105. Далее, концентрация
электронов в максимуме Я-слоя -/Ушах < 2-106, и если Иг ж: А^,
то УЭфф, г~3-103. Если А^ > И, как это иногда предполагалось
для 2?-слоя и, быть может, имеет место в .О-слое, то Удфф, < может
быть больше VЭфф^т (если Nт~1013, то гЭфф, г ~^вфф>т при
/V; ~ 2-Ю7). Но, по современным данным, в 5-слое -/V ж 7Уг
и, таким образом, определяющими являются соударения с
молекулами. В этой связи заметим, что при наличии соударений
и с ионами и с молекулами, как ясно из F,9), получим:

V8фф=Vэфф,т + Vвфф,^, F,16)

где значения VЭфф^т и VэффI 4 прежние, т. е. определяются,
например, формулами F,10) и F,13). Для соблюдения равенства F,16)
существенно, что мы здесь рассматриваем пока только
высокочастотный случай (см. F,7)).

При экспериментальном определении VЭфф в результате
измерений поглощения радиоволн в ионосфере определяется, конечно,
как раз суммарное значение уэфф = VЭфф! т + V8фф) г. В Б-
и Я-слоях, как сказано, по всей вероятности, VЭфф1 г <^Эфф,т.
В отношении же /'-слоя, или точнее, его нижней части ситуация
сложнее и интереснее. Дело в том, что даже если считать, что
в ^-слое N1 = Й+ = N, как это следует из ряда соображений, то
при N <2-106 значение VЭфф, * =С 104; в то же время на опыте
в .Р-слое (подробнее см. [32, 43, 46, 47]) VЭфф ~ 103 4- 104. Таким
образом, в ^-слое Уэфф~^8фф1 ,, но отсутствие тщательных и
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соответствующим образом обработанных измерений не дает

возможности сказать, какова разность Vэфф — л'эфф, ь которую следует
приравнять VЭфф1т (сказанное относится к нижней части Т^-слоя,
так как в более высоких областях VЭфф — гЭфф) ь < Vэфф и
надежное определение VЭфф) т из радиоизмерений невозможно). Вместе
с тем определение VЭфф) т очень важно, поскольку концентрация
молекул в /'-слое недостаточно хорошо известна и меняется
во времени. Измерение гЭфф,т дает возможность определить эту
существенную с точки зрения изучения /'-слоя величину (точнее
см. ниже). Для того чтобы открывающиеся на этом пути
возможности были более ясны, запишем выражение F,16) в явном виде,
подставив в него значения уЭфф1 т и VЭфф) г из F,10) и F,14):

Vт = Ъ,гЛ№^УТNт + ^\пB20-^^ . F,17)
Здесь электронная концентрация N может считаться известной,
так как легко определяется радиометодом. Поэтому, если бы
была также известна электронная температура Т = Те, то,
измеряя л>Эфф, можно было бы сразу определить яа2Л^т (разумеется,
если Уэфф, т < ^эфф, м то из измерений УЭфф представляется
возможным лишь указать верхнюю границу величины па2Nт).
Фактически, однако, температура Т заранее неизвестна, и ее
нужно определять из того же соотношения F,17) или каким-либо
независимым методом (см. [57]).

Если сечение па2 от Т не зависит, то определение температуры
Т с помощью формулы F,17) возможно в результате измерения
,уэфФ при разных Т, что может быть в принципе осуществлено
при измерениях VЭфф в разное время суток и на разных высотах.

Таким образом, если пренебречь температурной зависимостью
величины па2, то радиометоды, по крайней мере в принципе,
дают возможность определить значение величины па2Ыт, где
па2 — сечение молекулы, рассматриваемой как твердый шарик,
и Nт — концентрация молекул (точнее, вместо па^т нужно
пользоваться выражением 2 ляЦ/Уть, где индекс к указывает

к

на сорт атомов или молекул, присутствующих в слое).
В случае молекул 02 и N3 различные определения па2

приводят к значениям, отличающимся почти вдвое. Такой большой
разброс связан, по-видимому, с тем, что сечение па2 зависит
от скорости электронов (в силу эффекта Рамзауера), а эта
скорость в разных случаях неодинакова. Значение па2 для воздуха
при Т ~ 300°, по данным [50], известно с неплохой точностью
и равно па2 = 4,4-Ю-16 см2 (это значение и принято в F,11)).
Однако, если речь идет об Р-сяое, то нужно иметь в виду, что там,
помимо N2 и остатков 02, присутствуют атомы О и возможно N.

6*
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Экспериментальные данные относительно сечения па2 в О и N.
насколько нам известно, отсутствуют. Поэтому до выяснения
вопроса о величине сечения в О и N перейти от измеряемых
значений яа2Ит к Ыт не представляется возможным.

Не исключено, что, несмотря на большие успехи,
достигнутые в результате измерений на спутниках и ракетах, а также
путем наблюдения рассеяния радиоволн, определение на основе
указанных соображений величины па2Мт в Р-слое *) в разное
время суток и года представляет известный интерес.

В заключение обсуждения вопроса о числе соударений в ^-слое
заметим, что в литературе (см., например, [41], гл. VI, § 6)
встречаются утверждения, что в ^-слое VЭфф «тЭфф)т, так как
соударения с ионами не могут быть существенны в силу малости
концентрации ионов. Как ясно из вышеизложенного, подобное
мнение ошибочно, так как основано на неверном предположении
о том, что сечения для рассеяния электрона ионом и нейтральной
частицей примерно равны. На самом же деле при Т ~ 300° ионы
рассеивают примерно в миллион раз сильнее, чем молекулы.

Низкочастотный случай. До сих пор рассматривался только
высокочастотный случай F,7), который обычно и встречается при
радиоисследованиях ионосферы и в радиоастрономии. Вместе
с тем на практике приходится, конечно, сталкиваться и с
частотами меньшими числа соударений и, в частности, с постоянным

полем. Для ориентировки укажем, например, что в земной
атмосфере на высоте около 70 км Л^т — 2- 101В и VЭфф! т ~ 107,
а на уровне моря УЭфф, т ~ 2-Ю11. Ясно таким образом, что
нельзя ограничиться исследованием только области высоких
частот.

Помимо высокочастотного случая F,7), получение формул для
8 и а особенно просто также в противоположном —
низкочастотном случае:

о^С^. F,18)

Соответствующие формулы пригодны, разумеется, и для
постоянного поля.

Введенное в F,18) эффективное число соударений Vэ0фф
определяем соотношением

° = ^^- F,19)
т\. эфф

*) Точнее, речь может идти не обо всем ^-слое, а только о его нижней
части и переходной области к Я-слою. Дело в том, что, используя
формулу F,17) и данные рис. 30,1—30,3 для высот, больших 200 -=- 250 км,
приходим к уже указанному неравенству VЭфф — VЭфф, г = VЭфф, т < VЭфф.
В подобных условиях сколько-нибудь надежное определение \афф,'т
обсуждаемым здесь способом, конечпо, осуществить нельзя.
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Значения у(8фф и использованное ранее эффективное число
соударений VВфф в высокочастотном случае, совпадающие в
элементарной теории (см. § 3), фактически равны между собой, только
если число соударений V (и) не зависит от скорости V.

Из формул F,3) и F,19), а также учитывая возможность
замены неравенства ©2 <С V2 (и) на условие F,18), получаем:

и*е~и2 йи

^\ ц4е ,*и . F,20) V<0ф)ф ЗУ;
Подставляя в F,20) выражение D,18), имеем:

Vэф)ф, т = -у- паЪИт. F,21)
Отличие этой формулы от F,10) состоит в замене множителя

-5-= 1,33 на -5~ = 1,18. Незначительность этого отличия, усугуб-
6 о

ляемая неточным знанием радиуса а, делает практически

достаточным использование в случае соударений электронов с
молекулами элементарной теории.

В обычных стационарных или квазистационарных
газоразрядных экспериментах из значений проводимости можно определить
как раз величину гэ°ф'ф. Согласно данным [50], в воздухе длина

свободного пробега / = -тоГ = 5,4- Ю-2 см при V = 1,08-107 см /сек
Узфф

и давлении 1 мм Н§. Отсюда яа2 = 4,4-10~16 и

ч%,т= 1,5-Ю"-^-^ /|5. F,22)
Именно, используя значение F,22), которое рассматривается как
экспериментальное, и учитывая F,10) и F,21), выше было
получено значение VЭфф1т для другого предельного случая (см. F,11)).

При соударениях с ионами, подставляя в F,20) выражение
D,19), имеем:

^ф>ф, = ^(^J^1п@,54-^)=1^1пC24^
F,23)

так как в силу условия D,25) появляющийся при расчете интеграл
оо

С хае~х их 3

,) 1пA-|-а2а:2) ~ 1пуа '
о

где у ~ 1. Если не обращать внимания на несущественное
различие в выражении, стоящем под знаком логарифма, формула F.23)
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Зя
отличается от F,13) множителем -^, т. е. Твфф, ; меньше гЭфф) г
примерно в три раза. Однако непосредственное сравнение
формул F,13) и F,23) не вполне корректно, так как формула F,13)
справедлива и при учете междуэлектронных соударений, а
формула F,23) определяет лишь соударения электронов с ионами
и при учете междуэлектронных соударений неверна. Дело в том,
как уже было упомянуто, что в низкочастотном случае F,18)
междуэлектронными соударениями пренебрегать нельзя, и если
./V; « И, эти соударения заметно изменяют проводимость. Таким
образом, формула F,23) справедлива, лишь если ТУ, >.ЛГ (в этом
случае роль междуэлектронных соударений несущественна) *).
Если^же, например, Л^ = Ы+ = Ж, то, как следует из
результатов работы [58]:

^ФФп=1.73з|^^-1п@,54у-^) . F,24)
Как ясно из F,23) и F,24), влияние междуэлектронных
соударений в рассматриваемом случае приводит к появлению множителя
1,73. Сравнение формул F,13) и F,24) показывает, что при

прочих равных условиях V8фф) г в -тпг »2 раза больше, чем УЭфф,, —
число соударений в низкочастотном случае.

Кроме того, необходимо подчеркнуть, что в области низких
частот, как ясно из F,20), соотношение F,16) несправедливо, т. е.
Vэ0фф Ф Уъщ, т-Мэфф, г- Поэтому при сравнении формул F,13)
и F,24) мы считали, что имеется чисто электронно-ионная плазма
без молекул, в силу чего уЭфф = г^ф, г.

Общий случай (любые частоты). Диэлектрическую
проницаемость и проводимость плазмы при произвольном соотношении
между частотой и числом соударений удобно представить в таком
виде [30, 54]:

-1 V ^ & Л ^ЛеШ _ V ( м Л "'-^афф (а осл
е==1_лч^ф"А(»а+^эфф)' ст-/Ч^;т(о>2-и1фф)' {Ь^>
где VЭфф — введенное выше число соударений F,9) для
высокочастотного случая и К — некоторые функции отношения
юЛ>Эфф.

По определению, при >- оо коэффициенты Ке = Ка = 1.
Л,8фф

При промежуточных же значениях множители КЕ10 опреде-

*) Междуэлектронные соударения несущественны также в случае, когда
определяющую роль играют многозарядные ионы {2 > 1).
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ляют отклонение выражений для е и а от формул, получающихся
в элементарной теории. Для соударений с молекулами функции
КЕ, т и Ка, т представлены на рис. 6,1 и в табл. 6,2.

кед

^о,т

1

\10

0.8

ч

-Ю -/.о 1.0 1о ф/рт„

Рис. 6,1. Функции Ке, т ( — ) и Ка, т { ~Г, )

( на оси абсцисс отложен десятичный логарифм отношения -— эфф, т

Значение К0ь т @) = 1,13 находится, как это и должно быть,
в согласии с формулами F,10) и F,21). Тот факт, что Ке, т @) =
= 1,51Ф Ко,т@) указывает на невозможность определить одно

Таблица 6.2

Соударения

(В

%'эфф, т

0
0,01
0,05
0,1
0,2
0,5
1,0

с молекулами

1(
с, т

1,51
1,51
1,50
1,48
1,40
1,19
1,07

ка,т

1,13
1,13
1,13
1,12
1,09
1,02
0,94

@

г'эфф, т

2,0
4,0
6,0

10,0

35,0 ! °°
!
1

ке,т

0,985
1,0
1,0
1,0
1,0
1,0

^о,т

0,95
0,98
0,99
1,0
1,0
1,0
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..«»
и то же значение Уэфф из получающихся в элементарной теории

выражений о = е2^ и е = 1
"«'Эфф

4яЛу

у1фф . Поэтому в низкочастотном
случае F,18) мы и пользовались только выражением F,19) для

--.^ 20
N
\

\

\ »
\
\

' '

,

. 1 _,»

-& V 1ф'/ч*ръО

-3.0 -2.0 -1.0 О
б)

1.0 го з.о гд(ш^т1)

Рис. 6,2. Функции *е>г(^_) и^(_^_). Сшлошные
кривые—при учете междуэлектронных соударений, пунктирные линии—без

учета междуэлектронных соударений.

проводимости о. Функции Ке, г и Ка, I для соударений с ионами
в случае ./V,- — Ы+ = N представлены на рис. 6,2, а и б, а также
в табл. 6,3.

Для того чтобы выявить роль междуэлектронных соударений,
данные приведены отдельно с их учетом и без него *). Для пре-

*) Приведенные в табл. 6,3 значения получены в приближении,
использованном в первой из статей [58]; при этом учет междуэлектронных
соударений приводит к появлению множителя 1,74. В то же время в формуле F,24)
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Таблица 6.3
Соударения

со

эфф, г

0

0,01
0,05
0,1
0,2
0,5
1,0
2,0
4,0
6,0

10,0
35,0
со

с ионами

ке, г
с учетом

междуэлектронных соударений

4,59
4,59
4,51
4,34
3,79
2,30
1,41
1,05
0,97
0,98
0,99
1,00
1,0

ке, г

междуэлектронных соударений

19,8
19,5
15,8
11,1
5,47
2,44
1,52
1,15
1,01
0,97
0,96
0,99
1,0

ка, г
с учетом

междуэлектронных соударений

1,95
1,95
1,92
1,86
1,65
1,07
0,72
0,62
0,73
0,82
0,92
0,99
1,0

без учета
междуэ ле ктрон-
ных соударений

3,39
3,38
2,76
2,12
1,40
0,90
0,68
0,59
0,63
0,72
0,78
0,91
1,0

дельных случаев эти результаты [30] находятся в соответствии
с полученными в работах [57, 60]. При наличии одновременно
соударений и с ионами и с молекулами, приведенные выражения
могут, строго говоря, использоваться только в высокочастотном
предельном случае.

Вычисления кинетических коэффициентов Кг и К0 в
условиях, когда нужно одновременно учитывать соударения и с
ионами и с молекулами, проведены в работе [59]. При сопоставлении
этой работы [59] с F,25) нужно иметь в виду, что функции
Ъа (со/гЭфф) и §а (юЛ>Эфф) из [59] связаны с коэффициентами Ке
и Ка в F,25) соотношениями

К( (лЭФФ
[<Ч^ГЬ

Здесь V.

-V к Ч^эффУ
I- Ч^эффУ ] ёа

^эффУ
4+

(О \2

Ч^эффУ
к2

'эфф "-" VЭфф, г -г гэфф, т, где уэфф, г и гэфф) „, определены
соответственно выражениями F,14) и F,9), F,10).

Соударения ионов с ионами и молекулами. Остановимся теперь
кратко на вычислении е и о в случае, когда основную роль играют

фигурирует множитель 1,73, получающийся при учете более высоких
приближений [58]. Сказанным и объясняется небольшое различие между
значениями а согласно F,19), F,24) и согласно F,25) и табл. 6,3 при — >-0.
п Л'ЭФФ
отметим, что сходимость метода последовательных приближений,
использованного в работе [58], доказана в [61].
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соударения ионов с ионами и молекулами. Подобная ситуация
(при отсутствии магнитного поля) может, конечно, иметь место
только для плазмы, совсем не содержащей или содержащей весьма
мало электронов.

Строгое рассмотрение соударений между тяжелыми
частицами, вообще говоря, значительно сложнее, чем в случае
соударений электронов с ионами или молекулами. Однако, если не
обращать внимания на численный множитель порядка единицы,
выражение для числа соударений иона с молекулами можно
получить из формулы F,10) для соударений электрона с
молекулами, если в качестве величины а в F,10) взять сумму радиусов
обеих частиц и заменить среднюю скорость V на среднюю относи-

тельную скорость у0 = 1/ мм— ' где 1 и т~соответ"

ственно массы иона и молекулы. Если Мх = Мт и радиусы

частиц одинаковы и равны а, то и0 = ]/  ^ис точностью до мно-

жителя порядка единицы ( у< = I/ —хг ) П0ЛУЧИМ

(г) 16"|/2яа2— лт /а осч
чЦф, т « —^з уг^пг- F>26)

Отсюда для ионов О* и Л'*, принимая а такое же, как в F,11),
имеем:

^ф>т~4.10«1р^Г /з5с>. F,27)
Кинетический расчет в случае упругих соударений твердых
шариков с массой М^ и радиусом а1 с твердыми шариками с
массой М2, радиусом а2 и концентрацией Ы2 приводит к
выражению [28]

Если положить а4 = а2 = а, М^ = М2 = М и -/У2 = N„1,
то частота F,26) больше частоты F,26а) на множитель,
равный 2.

При соударениях ионов с ионами для Vэгфф, г можно с той же
оговоркой, как и выше, воспользоваться формулой F,13) до
перехода к численным коэффициентам (понимая под V среднюю
скорость иона и умножив все выражение на множитель ]Л2). Кроме
того, нужно учесть, что к ионам одного знака относятся
соображения, связанные с сохранением импульса, о которых упомина-

,12



§ 6] ДИЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ ПРОНИЦАЕМОСТЬ И ПРОВОДИМОСТЬ 91

лось выше в связи с междуэлектронными соударениями. Поэтому
в выражении для Vэфф, г правильнее под ТУ* понимать
концентрацию ионов одного знака, равную половине полной концентрации.
Б результате можно принять

^«м «-^ 1^г^у+1п (°>37^ ^щ) =
-^|/^1пB^^), F,28)уЗ/2

+

где уг ~ 1 и множитель 0,37 под логарифмом сохранен лишь для
удобства сопоставления с формулой F,13).

При более строгом кинетическом подсчете [28] для соударений
ионов с массой М1 и зарядом е1 с ионами с массой Мг, зарядом ег
и концентрацией N2 получаем:

^.п = ^^1щщ%щ\ Ч°'37*;^0' F'28а)
где знаки б! и е2 считаются различными и логарифмический член
определен лишь по порядку величины; при е\ — е\ = е2, М1 =
= Мг = М ж N2 = Н+ выражение F,28а) совпадает с F,28).

, Получающаяся таким образом формула для Гэфф,ь так же как
формула F,26) для Увфф, т, непосредственно относится к
высокочастотному случаю *). Однако, как мы видели, даже при
соударениях заряженных частиц при переходе к низкой частоте в
выражении для числа соударений появляется лишь множитель порядка
единицы. Введение такого множителя в приближенные формулы
типа F,26) и F,28) было бы превышением точности исходного
расчета. При использовании выражений типа F,26а) и F,28а)
нижеприводимые формулы F,29) можно было бы уточнить путем
введения множителей Ке и Ка, подобных использованным в F,25).
На основании результатов, имеющихся в [28], можно показать,
однако, что и при столкновениях ионов с молекулами и при
столкновениях ионов с ионами соответствующие коэффициенты Кг и Ка

*) В рамках элементарной теории независимо от частоты у^1л =
~ ^" 1 + ^4* {'т^вла е> пРичем эффективное число соударений ионов

... дг

с электронами г^Уф = — VЭфф, г. Здесь Vэфф, ; определяется

выражением F,13). Отсюда и из F,28) ясно, что у^ф> е ^ ^^ ^ при условии
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близки к единице. Поэтому элементарная теория е и а в
применении к соударениям ионов с молекулами и ионами практически

применима при всех со (мы имеем, конечно, в виду точности,
не превосходящие десятка процентов; на большее обычно не
могут претендовать уже сами исходные выражения F,26а) и
F,28а)).

В приближении, отвечающем элементарной теории, для плазмы
с произвольным отношением концентраций электронов и ионов
получим:

4яе2ЛГ 4яе2УУг

 «>2 + ^фф) М(со2+(г<*>фJ)
F,29)

Эти формулы часто можно упростить. Например, в ионосферном
/)-слое для некоторой области частот, по-видимому, со2 > (^й*J
И СО2 < Уэфф. При ЭТОМ

Л^Цдо МиJ т\афф М<й2 У '

Дисперсионные соотношения. Как ясно из всего изложенного,
функции е (со) и а (со) для плазмы в общем случае являются
довольно сложными. Поэтому может оказаться полезным иметь
в виду, что для произвольной среды е и а связаны между собой
так называемыми дисперсионными соотношениями:

в(ш)_1=8Г^р*»:, 4я[а(со)-а@)]=_2^Ге(со')-14 ' 0 со 2 —со2 ' со я «) со2 — со2 '
о о

F,31)

где интегралы при со = со' нужно понимать в смысле главного
значения (подробнее см. [12], § 62 и [10], § 1).

§ 7. Распространение электромагнитных (поперечных) волн
в однородной плазме

Показатели преломления и поглощения. При распространении
электромагнитных волн (в отличие от квазистационарного
случая) диэлектрическая проницаемость е и проводимость а играют,
скорее, вспомогательную роль. Непосредственный же физический
смысл имеют показатели преломления и поглощения, а также
некоторые другие, связанные с ними величины.
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Для введения всех этих величин рассмотрим распространение
плоской электромагнитной (поперечной) волны

Е = Е0еЧа1-кг1 GД)

в неограниченной изотропной и однородной среде. Исходным при
этом является уравнение B,23) с е' —-сопзЪ. Для поперечной волны,
когда <И\Е~0, это уравнение имеет вид:

Л^ + -^в'И-В = 0. G,2)
Подставляя сюда выражение G,1), в качестве условия
существования нетривиального решения получаем соотношение, которое

часто называют дисперсионным уравнением:

*« = -§¦ в». G,3)
Связь между полями Е и Н получается из уравнений поля B,16)
и B,25), которые для плоских волн G,1) дают

(ог'Е=—с[кН\, ыШ = с[кЕ]. G,4)

Отсюда при скалярном умножении на к получаются условия попе-
речности кЕ = 0 и кН~ 0 (первое из этих условий следует из G,4)
только при е'^О); если же е' = 0, то возможно существование также
продольных волн (см. §§ 2, 8). В общем случае при
вещественной частоте со волновой вектор к является комплексным и может
быть представлен в виде к — к0 — 1д, где к0 и д
—вещественные векторы.. Поле G,1) принимает вид: Е — _Е,0е~9''е*<шг~*г<»''\
причем несовпадение направлений к0 и д отвечает несовпадению
плоскостей равных фаз и амплитуд. Такие плоские волны
называются неоднородными. В однородных плоских волнах плоскости
равных фаз и амплитуд совпадают и вектор к удобно записать
в виде:

А = ^-(п-«хL. - ' G,5)
Выбирая за ось % направление, параллельное вектору -г , запишем

/с

поле G,1) в форме

Е = Е0е = е\ с /, G,6)

где в силу G,3) и G,5)

(п-1х)* = в' = е-№. G,7)
Знаки ± в G,6) отвечают волнам, распространяющимся в
направлении положительной оси т, (знак —) и в противоположном
направлении (знак +)• Величины п и х — показатели преломления
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и поглощения. Длина волны в среде, как ясно из G,6), равна
(Х0 — длина волны в вакууме)

Я = 1Г' Я° = -1Г. G-8>
а фазовая скорость равна

с

"Ф = Т- G'9>

;а, очевидно,

2яо

<вп '

2яо
п = ,

2шх 4я0

" С СП

Формулы G,8) и G,9) являются, собственно, определением
показателя преломления. Показатель поглощения и имеет тот смысл,

что на пути длиной в -к^- амплитуда волны изменяется в е раз.

Коэффициентом поглощения называют величину

[х = -^и, G,10)
характеризующую изменение потока энергии излучения /8 =
с 1

= -г-[ЕН\. На пути — поток изменяется в е раз.

Согласно G,7)

е = га2-х2, ^=*2гех. G,11)

G,11а)

Р.12)

Показатели п и я по самому их определению являются
вещественными. Поэтому нужно использовать не все решения уравнений
G,11) для тгии. Конкретно, чтобы обеспечить вещественность
га и х, внутренний корень в G,12) всегда считается
положительным; например, если о = 0 и е < 0, то внутренний корень равен

2 = — т • ^еРед внешним корнем также всегда берется знак
плюс, так как возможность другого знака уже учтена в G,6).

Поскольку все приведенные выражения могут использоваться
в применении к любой среде, заметим, что введение комплексной
диэлектрической проницаемости е' имеет смысл и тогда, когда
трудно говорить о проводимости в обычном смысле этого слова
(например, когда имеются диэлектрические потери и т. п.).
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В этом случае мнимая часть е' определяет поглощение энергии
Лла „

и в этом отношении эквивалентна члену — г— . Очевидно, что,
- Лпа
обозначая мнимую часть е по-прежнему как — г , мы

включаем в рассмотрение и явления, в которых нельзя говорить о
проводимости; при этом а просто играет роль некоторой эффективной
проводимости.

В поглощающей среде а>0 и из G,11) следует, что знаки'ге
и х 'одинаковы. По последней причине волна затухает в
направлении ее распространения (другими словами, если волна «бежит»
в направлении положительной оси г, то ее амплитуда при этом
уменьшается; см. G,6)). Подобная ситуация вполне естественна,
но в самом общем случае не обязательна. Действительно, если
групповая скорость *) направлена противоположно фазовой, то
это как раз соответствует возрастанию амплитуды волны в
направлении ее распространения, т. е. в направлении перемещения
поверхности равных фаз. При введении е и сг, т. е. при
пренебрежении пространственной дисперсией в силу сказанного,
направления фазовой и групповой скорости должны совпадать (другое
доказательство этого факта см. [12], § 64 и [10], § 2).

При учете пространственной дисперсии групповая скорость
может быть направлена противоположно фазовой. На этом
вопросе мы еще остановимся в § 21 (см. также [10], § 3). Заметим,
что неравновесная среда может, разумеется, быть не
поглощающей, а усиливающей волны (в таких случаях иногда говорят
об отрицательном поглощении). В определенных условиях
усиливающую среду можно описывать параметрами б и а, но с а < 0.
На таких средах мы в этой книге останавливаться не будем.

О затухании волн при отсутствии поглощения. При о — О
поглощение электромагнитной энергии отсутствует, так как
выделяемое в единице объема в единицу времени тепло равно уЕ —
= оЕ*. Это не значит, однако, что волны не могут затухать.
Действительно, если о = 0 и е > 0, то

п = У"ё, ч = 0, G,13)

и решение G,6) имеет вид чисто бегущих волн. Но если ст = 0
и е < 0, то

в = 0, к = У"^г, G,14)

*) Если поглощение является достаточно сильным, то понятие о
групповой скорости ввести нельзя (см. § 21). С точки зрения существа
обсуждаемого вопроса важно, однако, совпадают ли или не совпадают направления
потока энергии и фазовой скорости. Говорить же о потоке энергии можно>
при любом поглощении.
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и решение является затухающим (для волны,
распространяющейся по положительной оси 2, в G,6) нужно брать знак минус).

Затухание волны в этом случае означает, что в среде бегущие

волны распространяться не могут, поток энергии $ = т— [ЕН]

в среднем по времени равен нулю, и волна от среды с е < 0
полностью отражается (полное внутреннее отражение) *). При этом
термин «показатель поглощения» не является уже удачным
и удобным, вследствие чего часто вводится мнимый показатель

преломления п = — г у— е
удобно ввести величину

п

- г — — Ы. Таким образом, при а = О

>=(п-й«)" = е. G,15)
Выражения для п и х в предельных случаях. Если а Ф 0, ю

нужно использовать формулу G,12).
При соблюдении неравенства

4яст е > G,16)
получаем:

при е >О

V71п х- У г

КЖ 7==

и при е < О
2ло

4яе2ЛГ

™(»2 + ^фф)'

2яе2Л^эфф

/':
ЫеЩ

Ц =
2(о>с 4яст

с!/1
т(с>2 уэфф'

G,17)

2яе2Л^^эфф

тш@J + ^фф)

6 " " 1/ т @J

/ 4п
1/ го (со2

4яе2уу

4яе2ДГ

V эфф

G,18)

Здесь в правых частях всех формул для 8 и о выбраны конкретные
выражения, получающиеся в «элементарной теории» для плазмы
простейшего типа (см. § 3).

В противоположном предельном случае, когда

' '«~. GД9)О)

*) Записывая вектор Пойнтинга 5 или потери ЭЕ в обычном виде,
подразумеваем, что берется лишь вещественная часть полей (см. также § 22).
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получаем:

ЭФФ д^щ
тсо (соЧ ^*фф)'

2шх ./8ясо0 4я ,/—-7 , . / ас „ „,,
^ = — « К -^- = — Ка/==4яКТ7- G,21)

В этом случае напряженность поля убывает в е = 2,72 раза
на пути

— их ~ г 2лсост ' ^ ' '

Величину б часто называют толщиной или глубиной скин-слоя,
так как в металлах, где обычно выполнено условие G,19), именно

длина б— . ==¦ характеризует глубину проникновения перемен-
у'Апану

ного поля в толщу материала.
Выше в этом параграфе, если не считать правых частей в

формулах G,17), G,18) и G,20), значения 8 и а не
конкретизировались. Это и понятно, поскольку сказанное относится к любой
среде без заметной пространственной дисперсии. В случае
изотропной плазмы в качестве е и о нужно использовать выражения,
приведенные в §§3, 6.

О вещественных и комплексных значениях частоты. В
заключение заметим, что мы везде до сих пор считали частоту со
вещественной; то же будет обычно приниматься и во всей книге.
Нужно подчеркнуть, что речь при этом идет не о каком-то
очевидном утверждении, а об определенной физической постановке
вопроса. Действительно, мыслима и фактически встречается
другая постановка задачи, когда задается вещественный волновой
вектор к, т. е. задается гармоническое в пространстве волновое
поле (в применении к плазменным волнам см. об этом в § 8).
Связь G,3) между со и к сохраняется, очевидно, вне зависимости
от предположения о вещественности этих величин *). Отсюда
(и, конечно, из самого существа задачи) ясно, что при
вещественном к частота со, вообще говоря, является комплексной
(т. е. поле затухает или нарастает во времени).

Если к вещественно и частота равна со' = со + 1у, причем
У<со, то, учитывая связь с/с=(со + гу) [п(ю-{-1у)—гх (со + гу) ],
получаем:

сох <ох(соI>гр ._„„.
у^тй^т-т-» С'23>

*) При этом, конечно, предполагается, что функция е' (со) или в общем
случае тензор е:. (со, к) существуют в соответствующих областях
комплексных переменных со и к; подробнее см. [10], § 1.

' В. Л. Гинзбург
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где ^гр = зт—г — групповая скорость волн (см. §21). Связь
ЙСО

G,23) между показателем затухания волны во времени и

определяющей пространственное затухание величиной — (см. G,6))
вполне естественна, поскольку энергия в волне бежит именно
с групповой скоростью угр (использованное условие у < со
обеспечивает малость затухания, позволяющую употреблять понятие
о групповой скорости). Соотношение G,23) получено выше,
отправляясь от известного дисперсионного соотношения с2&2 =
= (п — гиJсо2 при вещественном со. Совершенно ясно, однако,
что тот же результат получается, если сначала была выяснена
связь между й и со для комплексного со, но вещественного к;
тогда из G,23) по заданному у мы находим х.

Если

п= ]Л- со§ _ 2ла _ «о^эфф _ A— и2) УЭффш2 ' ат 2<в3ге 2сои

Г см. G,17) при условии со2 > V^фф, со2 2 4ле2#\ еТО — г = СП ИV й (ып)
йа

_ A - »2) Уэфф _ 2яе2ЛГуафф й>§уэфф
V- 2 _ тоJ — 2со2 ' ( '^

§ 8. Учет пространственной дисперсии.
Плазменные и акустические волны

Плазменные (продольные) волны. Феноменологический учет
пространственной дисперсии. Вопрос о существовании продольных
(плазменных) электромагнитных волн в изотропной среде уже был
затронут в § 2. При пренебрежении пространственной
дисперсией частота этих волн со0 определяется из условия е'(со0) — О
(см. B.28)) или при достаточно малой проводимости из условия

е = 1-^ = 0' со0=/^ = 5,64.10*КЛ', (84)
где уже имеется в виду конкретный случай плазмы и не
учитывается движение ионов.

Магнитное поле в (продольных волнах равно нулю, поэтому
термин «электромагнитные волны» в этом случае носит несколько
условный характер. Лучше говорить об электрических волнах
или волнах заряда, но ниже будет употребляться еще более
распространенный термин «плазменные волны»;, впрочем, о волнах
может с полным основанием идти речь лишь при учете простран-
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ственной дисперсии. Учесть пространственную дисперсию — это
значит выйти за рамки локальной связи I) = гЕ, т. е. принять
во внимание зависимость индукции X) в данной точке от поля
не только в той же точке, но и в ее окрестностях.

Иными словами, учет пространственной дисперсии связан
с нахождением тензора ъ'ц (со, к), связывающего полную
индукцию !>' с полем Е (см. B,4)).

Для произвольной изотропной среды структуру тензора
еу (со, к) можно установить из общих соображений. Дело в том,
что "в изотропной среде можно указать только два тензора
второго ранга *), а именно б,; Fц = 1 при { = /'; 6ц = 0 при I Ф /)
и -—— . На языке Фурье-компонент это соответствует тензорам

03С} ОХ т

к-к- • -

Ьц и кгк} или -~, где к2 = кгк^ Поэтому общий вид тензора
е'ц (со, к) в изотропной негиротропной среде таков:

ъ'ц (со, к) = ъ'± (со, к2) (би У~^ + е[| (со, А;2) -^~ . (8,2)
к-к'

Смысл выделения члена пропорционального Ьц —¦ , а не Ьц

будет ясен из дальнейшего. Функции е^ (со, к2) и е[| (со, к2)
в (8,2) в широких пределах независимы, и обе являются
скалярными функциями со и к, где к2 = А^Аг;.

Записывая один из аргументов функций е^ и е[| в виде А;2,
мы учитываем, что обычно эти функции действительно зависят
только от А;2, но не от к. Вместе с тем здесь нет ограничения
общности, поскольку А; = \^к2. От отдельных компонент к$
функции е^ и 8|'| не могут зависеть в силу предполагаемой
изотропности среды.

При пренебрежении пространственной дисперсией для
изотропной немагнитной среды е,гэ-(со, А; -»- 0) = е (со) бг,,-. Поэтому,
очевидно,

е!(со, 0) = е[|(ю, 0)-е'((в). (8,3)

Часто приходится иметь дело со слабой пространственней
дисперсией, когда достаточно положить

е'± (со, А;2) == г' — б^2, е,', (со, А;2) = е' — б2А-2, 1
е« (со, к) = (е' - б^2) в,; + (бх - б2) ЬЪ, ) (8Д)

*) Среда считается негиротропной и поэтому обладает центром сим-
дЕ,

метрпи. В то же время связь типа Б% = ^2-—не инвариантна относи-

тельно инверсии (замены #; на — х{). Иными словами, тензор вида у(п ¦—— для

изотропной негиротропной среды построить нельзя (подробнее см. [10, 12, 13]).
7*
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где 6} и б2 — некоторые коэффициенты, не зависящие от к2,
но могущие, как и е', зависеть от со.

При использовании не фурье-образов, а самих полей (т. е.
оригиналов) связям (8,2), (8,4) отвечает материальное уравнение

В^г'Е + ъАЕ + агрлйй&Е, (8,5)

где е', О! и а2 могут зависеть от со, а векторы В' и Е являются
функциями г и ш. Легко видеть, что (8,5) приводит к (8,4), если
ау = б4 и а2--=б2 — б^ Поскольку кЕ и дгаа сНу Е —
единственные инвариантные выражения второго порядка, к (8,5)
приходим из тех же соображений, что и к (8,2). Слабость
пространственной дисперсии в (8,5) учтена в связи с ограничением
вторыми производными от Е.

Полагая в первом уравнении поля B,1) $ ехг = 0 и применяя
к этому уравнению операцию го1, а затем учитывая третье из
уравнений B,1), имеем (см. также переход к уравнениям B,21) —
B,22)):

Д.Е-§гаа1а1у.Е + ^-1>=0, (8,6)
или для Фурье-компонент (используется также связь B,4))

{л^-Му-^вуК *)} Е} = 0. (8,7)
Условия существования нетривиального решения у этой системы
однородных уравнений приводит к дисперсионному уравнению

| кЧи- Ък, - -§- е-,- (ев, к) | = 0, (8,8)
где через | ац | обозначен определитель матрицы ац.

Анализ дисперсионного уравнения (8,8) составляет
существенный раздел линейной электродинамики при учете
пространственной дисперсии (разумеется, в случае замены г'ц (ш, к)
на г'ц (ш) мы приходим к дисперсионному уравнению, широко
используемому при неучете пространственной дисперсии,
например, в классической кристаллооптике; см. [10]).

В изотропной среде, для поперечных волн с кЕ == к^Е] ^= 0
из (8,2) и (8,7) сразу же мы получаем дисперсионное уравнение

Л* =-^-в! (и, А*). (8,9)
Для продольных волн (поле Е направлено по к), очевидно,
к1к}Е] = кгЕ1. Поэтому из (8,7) получаем дисперсионное уравнение
(при ш Ф 0)

в,', (о, /с2) = 0. (8,10)



8) УЧЕТ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ ДИСПЕРСИИ 101

Из (8,9) и (8,10) ясна причина выделения в (8,2) члена,
пропорционального к^к^.

Остановимся теперь на простейшем случае однородных плоских

волн Е=Е0е ^ с ', распространяющихся при пренебрежении
поглощением в изотропной среде со слабой пространственной
дисперсией. Тогда для поперечных волн, в силу (8,4) и (8,9),
имеем:

С2

С2

Для продольных волн (см. (8,4) и (8,10))

е-62Р,,0, ^2^-^-. (8.12)

Неучет поглощения в (8,11) и (8,12) отражен в замене г' на 8
и предположении о вещественности б! и б2. Величины е, Й! и б2,
вообще говоря, зависят от и. Из (8,11) ясно, что в случае
достаточной малости коэффициента бй учет пространственной
дисперсии для поперечных волн несуществен. Для продольных же волн,
как следует из (8,12), этот учет существен при любых значениях
62. При б2 -*¦ 0 показатель преломления гаЦ может оставаться
конечным лишь при е = 0, что и является условием
существования продольных волн при пренебрежении пространственной
дисперсией (см. (8,1)) *).

В рамках феноменологического подхода определить
коэффициенты б! и б2, конечно, нельзя. Их можно тем не менее оценить,
исходя из следующих соображений. Выражение (8,4) представляет
собой первые члены разложения в ряд, причем параметром
разложения является отношение некоторой характерной длины а
к длине волны в среде Я = — = —— ( фактически роль К играет

^ = -^ = ) • Длина волны здесь входит потому, что именно
на этом расстоянии существенно изменяется поле волны. Если
поле заметно изменяется также на длине а, т. е. при X ~ а,
неоднородность поля весьма существенна и индукция определяется,
грубо говоря, в равной мере и полем и его пространственными

*) При учете пространственной дисперсии (как и без ее учета) общее
условие для плазменных волн имеет вид: го1 Н= =- = — 3 +-- = 0, т. е.

с 61 с с Ы

при отсутствии поглощения сводится к равенству = 0, причем
Е ф 0
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производными. Таким образом, \61ЬЕ\~ Ь^Е = °1 2 Е =
= -±-Е~ Е при X~ а. То же относится и к члену б2§гай<Иу Е.
Отсюда

64—62 — 02. (8.13)

В плазме характерной длиной а является путь, проходимый
электроном за период одного колебания, т. е. а ~ — , где V —

щ

средняя скорость электрона. Действительно, при X > а электрон
колеблется в почти однородном поле; если же к ^ а, то за
период колебаний электрон побывает в областях с разным полем.
По этой причине ясно, почему при учете теплового движения
плотность тока в данной точке плазмы зависит не только от поля
в той же точке, но и от его производных. Итак, в плазме

6,-бг--^-. (8,14)
В случае максвелловского распределения скоростей электронов

^г и ^~шт=1)'
где Б — дебаевский радиус D,21). Таким образом, в максвеллов-
ской плазме

б'~б'~1г~Д2=ет- (8Л5)
Этот результат вполне понятен, поскольку именно дебаевский
радиус играет в плазме роль радиуса междумолекулярного

взаимодействия или радиуса экранировки (см. § 4).
Из выражений (8,12) и (8,15) ясно, что показатель преломления

плазменной волны п3 = щ имеет вид:

1- а>1

< АлеЩ "т-]/"^' <8'16)

где | — некоторый численный множитель порядка единицы
(обозначая показатель пц для продольных волн в плазме через п3,
мы следуем обозначениям, используемым в гл. III и далее).

При переходе от (8,12) к (8,16) учтено, что в знаменателе
частоту а» можно заменить на со0. Это связано с тем, что при
заметной разнице между частотой волны со и плазменной частотой
<о0 показатель п3 становится очень большим и все использованное
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приближение незаконно. В самом деле, ограничиваясь в
разложении (8,4) членами второго порядка по к, мы'считаем по
существу, что следующие члены малы, т. е. *)

а2_
Ь2 ^2 <! (8,17)

Для плазмы, в силу (8,15), это условие (8,17) принимает вид
(кБJ < 1, т. е. совпадает фактически с условием B,11). Учитывая,

что X — — = —, неравенство (8,17) принимает вид

п*€ Ло

а2
(8,18)

С02б!, 2

В применении к плазменной волне (8,12) и (8,16) это означает,
что

1- 0J «1, (8,19)

т. е. частоты со и (й0 весьма близки.
В применении к поперечным волнам, условие (8,7) означает,

что роль пространственной дисперсии незначительна (см. (8,11)).
Действительно, для плазмы, учитывая (8,11), (8,15) и (8,17),
можно записать:

(8.20)
«1 =  2=еA--5-б112)=е + Ае,
р-1 •"* 1ЛР|~ес°2 4-й7^У

Даже при Т ¦— 106

ит =- 1/ — 3 • 108 см/сек и

с

Щ- Уг ¦ \

| Ле | < Ю-4.

Разложение (8.4) можно дополнить более высокими членами,
получив, таким образом, и более общие результаты. Старшие
члены существенны, очевидно, только при приближении длины
волны X к характерному расстоянию а. В подобных условиях
(при а/к ~ 1) ряды типа (8,4), вообще говоря, плохо сходятся и
пользоваться ими неудобно (мы уже не говорим об области
особых точек). Другими словами, если пространственную дисперсию

*) Члены третьего порядка в разложении типа (8.4) отсутствуют по
соображениям симметрии; члены четвертого порядка меньше членов второго

а2
порядка как раз в отношении т-;, ибо параметром разложения является

величина
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нельзя считать слабой, то необходим более детальный анализ

структуры функций ъ'_1 (со, к2) и е[| (со, к2). Кроме того, важно
отметить, что при X -*¦ а (в нашем случае при кБ ->- 1 или,
точнее, при нарушении условия кИ < 1) нельзя пренебречь
поглощением. В результате область применимости выражения (8,16)
для показателя преломления плазменных волн действительно
ограничена условием (8,19); при несоблюдении же этого условия
незатухающие или, точнее, слабозатухающие плазменные волны
вообще не существуют.

Поскольку при кБ 5* 1 плазменные волны сильно затухают,
может возникнуть такой вопрос: в какой мере описание
распространения волн в среде с помощью тензора е^- (со, к) вообще
допустимо при наличии сильного поглощения? По смыслу
введения еу (со, к) никаких ограничений на величину поглощения
не налагается. Предполагается лишь, что среда в среднем (в
статистическом смысле) однородна и рассматриваются статистически
средние значения полей. Вместе с тем очевидно, что при
изменениях среднего поля на малых расстояниях (большие значения к),
в силу уменьшения длины волны или увеличения затухания,
все большую роль начинают играть флуктуации. В пределе,
когда среднее поле сильно изменяется на расстояниях порядка
расстояния между частицами (т. е. для плазмы на расстояниях

порядка ^~N~^/з), ограничиться рассмотрением среднего поля,
вообще говоря, нельзя или недостаточно. С этим, собственно,
и связана одна из причин, по которой нельзя ограничиться
использованием только макроскопической электродинамики. Важно
поэтому подчеркнуть, что в области сильного поглощения
плазменных волн (в области кБ ^ 1) флуктуации в большинстве
случаев еще малы. Дело в том, что в плазме обычно 2) > №~х/*
(см. § 4) и условие кИ ^ < 1 совместимо с условием кБ 3* 1.

Кинетическая теория. Вычисление коэффициента % в (8,16)
и определение показателя поглощения требуют детализации
картины и в случае неплотной плазмы достигаются в результате
применения кинетического уравнения [3—8, 62—68]. При
пренебрежении соударениями и отсутствии магнитного поля
линеаризованное кинетическое уравнение D,2) принимает вид:

^ + ^ср + -^У,/0-0. (8,21)
Здесь ф — отклонение функции распределения от
невозмущенного распределения /0; ниже будет для определенности
предполагаться, что это невозмущенное распределение является
равновесным, т. е. функция /0 равна максвелловской функции /0о- При
работе методом кинетического уравнения учет пространственной
дисперсии производится автоматически. Формально это связано
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с тем, что в уравнении (8,21) имеется член г»Угф, зависящий от
пространственных производных.

Уравнение (8,21) нужно решать совместно с уравнениями поля,,
которые получаются в результате усреднения из уравнений
электронной теории:

то1п= — рг-г — — , шуе — 4яр,с 01

го1 е~
1 дП

с дг , сИу к — 0;

р-= 2еб(г—гп) + ри ръ-= ^егпЬ(г — Гп),

(8,22>

(8,23>

где гп — радиус-вектор га-го электрона, е — заряд электрона

неплотность зарядов ионов (считаем их неподвижными). При
усреднении микрополей для плазмы получаем (е=Е, к = Н, черта
означает усреднение) *):

1 дЕ ,- г, / / ^
, а1У-Е=~ 4лр , с с 01

с 01

3' — е \ ьу в,г\ р' = е \ ф йь.

(8,24>

Здесь принято, что в равновесном состоянии с распределением /00>
плотность тока 3' и средняя плотность заряда р' равны нулю.

Из (8,24) обычным путем (см. § 2 и (8,6)) получаем волновое-
уравнение

АЕ—цт&йНу Е- 1 д*Е _ 4я дЗ'4я дЗ' \

3' — е \ г>ф й*>.
(8,25>

*) Мы пользуемся здесь языком макроскопической электродинамики,
развиваемой без учета пространственной дисперсии. Если, однако, под.
усреднением микровеличин понимать их статистическое усреднение (так
в данном случае и нужно поступать; ни о каком усреднении по
«физически бесконечно малым» объемам и интервалам времени речи и не было),
то уравнения (8,24) совпадают с B,1). Нужно только понимать, что мы
полагаем В = Н, т. е. пренебрегаем магнитными эффектами ввиду их малости
в равновесной плазме, полагаем З'е^ = 0 и рех{; = 0 и используем

обозначение -—— = .—¦+ АпЗ''. Кроме того, введена величина р' = -г—ИчЕ,

которая таким образом фигурирует также в уравнении непрерывности
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Подставляя в (8,21) решение

ф (I, г, V) = Фо (V) е«»'-*г>, (8,26)
лолучаем:

г (со— й1»)ф= —. (8,27)

Если не обращать пока внимания на возможность обращения
(величины ю — кь в нуль, из (8,27) находим:

4^!ф1 (8,28)
Подставляя это выражение и решение вида Е= Е0е^ы1-'"''> в
волновое уравнение (8,25), получаем:

к'Ео-к(кЕ0)—^-Е0=-^^
г?2 р у

(й — кV

Как ясно из~B,4) и B,7),

с2 -"» " С2

(^„/Оо) , Я17.
(8,29)

Л (со, й) = I -^ {е'ц (со, Л) — б*,} Е).
Поэтому, как и следовало ожидать, уравнения (8,29) вполне
.эквивалентны уравнениям (8,7), но с конкретизацией тензора
л!ц (со, к), отвечающей плазме без столкновений.

Условие существования нетривиального решения у системы
•однородных относительно поля Е0 уравнений (8,29) приводит к
дисперсионному уравнению, связывающему со с к и являющимся
частным случаем уравнения (8,8). Здесь, однако, нужно сделать
существенную оговорку, а именно еще раз подчеркнуть
ограниченность используемого подхода, при котором рассматриваются только
монохроматические волны типа (8,26). Если среда ограничена
в пространстве или процесс ограничен во времени, то приходится
иметь дело с граничными и начальными условиями. При этом
ограничиться использованием монохроматических волн уже
нельзя. Дело в том, что вблизи границ или при малых временах после
начала процесса уравнения задачи (в частности, уравнения (8,21)
и (8,25)), вообще говоря, имеют и немонохроматические решения.
Несколько подробнее этот момент в отношении задачи с
начальными условиями будет разъяснен ниже. Сейчас же
ограничимся монохроматическими решениями (8,26) и по-прежнему
не будем обращать внимания на возможность обращения в нуль
знаменателя со — кг в (8,28) и (8,29). Интересно, что оба этих
обстоятельства (рассмотрение монохроматических волн и пре-
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небрежение возможностью обращения знаменателя ш — й*>
в нуль) связаны между собой. Формально сказанное ясно уже
из того, что при со — кг = 0 монохроматические решения (8,26) —
(8,29) не определены. Итак, будем считать, что со — йл>=^0 и,
более того, что значение З'й определяется областью, где со > кг.
Тогда из (8,29) получаем:

_*, «(ДоУоа) , кл+д^ч0 т $ со \_ ' со ' со2 ,/

—^Г^+^Г^у-^0 (для попеРечных волн)'

I ~~т~^~\1+~т~'й*):Ео (для ПР°Д°ЛЬНЫХ волн)-
Здесь при проведении интегрирования функция /00 считается
максвелловской функцией (см. D,3) или F,1)) и, следовательно,

р { _ З/оо » _ "IV .
ь>/оо--^-~ ~Чт~>00-

В силу (8,29) и (8,30) дисперсионное уравнение для поперечных

волн с Аг_Ь0 = 0 принимает вид /г %~ — — оу 1 -| ^ ) ' откуда

^«И5 + с-A + ^.^)А-,
ОJ.

С2/с2

, ХГ СО2
' тс* 0J

(8,31)

Полученный результат (8,31) находится в полном согласии со
сказанным ранее (см. (8,11), (8,15) и (8,20); таким образом в (8,11)

для плазмы бх== ~). При этом нужно все же заметить, что
¦лТ со2.

поправочный член —^ -\ того же порядка, что и релятивистские
эффекты. Поскольку последние во внимание не принимались,
температурная поправка в (8,31) не может считаться точно
установленной. Проводить соответствующий релятивистский расчет
мы не будем, так как для поперечных волн при Т ^ 106 темпе-

У.Т

ратурная поправка ничтожно мала. Укажем лишь, что при —% < 1
результат релятивистского расчета таков [69]:

со2 / 5 хГ Л

~2 _ м2 V 2 мс»;

^ тс* со2
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Для плазменной (продольной) волны из (8,29) и (8,30) полу*
чаем*):

0 V т ш2 у ° ' то '

1_^ 1-®к
СО2 0J

те2 ш2 тс2

(8,32)

по сравнению с единицей добавочного члена типа ^~—^ в числи-

что совпадает с (8,16) при \ = 3.
Заметим, что в (8,32) в отличие от (8,31) температурная

поправка для не слишком длинных волн установлена корректно.
Действительно, учет релятивистских эффектов, т. е. зависимости
массы от скорости, приводит к тому, что а?й изменяется на вели-

чину порядка —^ юо- В (8,31) это приводит к изменению самой
температурной поправки, а в (8,32) только к появлению малого

о2 тс2

теле. Все дело, другими словами, в том, что для продольных волн
в дисперсионном уравнении нет большого члена с2&2 и
содержащий температуру член не может, собственно, считаться
поправкой, ибо он является единственным членом, зависящим от А2.

Релятивистский расчет [67] приводит при —5 « 1 к

дисперсионному уравнению

. Г. 5 хГ\

1 Ч1-!^;
ш.«ш! + ^А.-^< Я«« -^ , (8,33)

тс2

что подтверждает сказанное выше. Вместе с тем поправочный член

— тг—5-тп1 хотя и мал, но все же имеет значение в области2 тс2 °

относительно небольших значений п\, т. е. достаточно длинных

волн Я=-г--. Например, согласно (8,32), п\—\ при со — щ «

*) В продольной волне магнитное поле Н = 0. Поэтому можно не
переходить к волновому уравнению, используя вместо него уравнение ноля

<Пу Е = 4яе \ ф би, а также ввести электрический потенциал, положив
Е = — УФ. Для тех вопросов, которые освещаются в тексте, учет этих
возможностей не внес бы, однако, никакого упрощения.
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л:-д 5-@0, а согласно (8,од) при и — со0»7 ^щ. Другими

словами, формула (8,32) верна, если |ш— со0|>—^а>0.

Для фазовой и групповой скоростей плазменных волн согласно
(8,32) имеем:

(О С

уф=т= —

аа> _. ЗкТ
гр_ ак"т — —П~ :~

(8,34)

Здесь положено к|=ге2 (т. е. «д>0) и учтено, что температурный
член в дисперсионном уравнении считается поправочным, и с

принятой точностью можно положить *)

Условие малости температурной поправки к частоте плазменных
волн можно, очевидно, записать в следующем виде:

АД = ^_«1. (8,36)
Это условие, совпадающее с B,11), эквивалентно использованным
ранее условиям (8,18) и (8,19) и позволяет везде при принятой

со2
точности переходить от (8,32) к (8,35) и заменять 1 — на

2 ( 1 ) . Для простоты мы не будем тем не менее проводить
такую замену во всех выражениях.

Черенковское излучение в плазме. Поглощение плазменных
волн. Вопрос о плазменных волнах, длина волны которых мала
и не удовлетворяет условию (8,36), тесно связан с возможностью
¦соблюдения равенства

<л=кг. (8,37)

Если это условие может выполняться, то выражение (8,28) и
последующие, строго говоря, не имеют смысла. Это и понятно,
так как от (8,27) к (8,28) можно перейти только, если ю — кь Ф 0.

*) Заметим, что в литературе часто используется для добаевского радиу-

в=У: *т°са выражение />= I/ -т—~= , получающееся для плазмы с электропнои

температурой Те, значительно превосходящей температуру ионов (см. D,22)).
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Для поперечной волны в плазме условие (8,37) выполняться
не может, так как -=-=17*=^ — =-—- с > г., а V < с. Прав-

V 0J
да, при использовании нерелятивистского максвелловского
распределения условие V < с автоматически не учтено. Тем не менее
справедливость сделанного утверждения не только может быть

подтверждена релятивистским расчетом, но и совершенно ясна
из физических соображений. По существу эти соображения уже
приведены, но в дополнение заметим, что условие (8,37)
тождественно с условием черенковского излучения, которое обычно
записывают в форме

V 005 0-=^-, (8,38)

где — = -г = Vф — фазовая скорость и 0 — угол между
скоростью частицы V и волновым вектором к. Черенковское
излучение (эффект Вавилова — Черенкова) возможно, очевидно, только,
если V > — . Для поперечных волн в плазме «1,2 < 1 и
черенковское излучение невозможно.

В случае плазменных волн условие (8,37) — (8,38) может
соблюдаться, что соответствует черенковскому излучению
частицей (электроном) плазменных волн. Но если частица может
излучать волну данного типа, то она может также ее поглощать —

получать энергию от такой же распространяющейся волны. Таким
образом, плазменные волны должны затухать даже при
отсутствии соударений *).

Величина затухания определяется в первую очередь
относительным числом частиц плазмы, для которых может

выполняться условие (8,37) — (8,38). Для плазменной волны с фазо-
со

вой скоростью Уф = -г- , распространяющейся в максвелловскои

плазме, число поглощающих частиц велико при 1>ф ~ 1>то и экспо-

Щ *) При отсутствии соударений затухание плазменных волн приводит
к повышению энергии электронов, для которых соблюдается условие ш =
= кг. В дальнейшем, если учесть, что фактически соударения всегда
происходят, полученная от волны энергия переходит в энергию хаотического-
теплового движения. Не связанное с соударениями затухание плазменных
волн впервые было выявлено в работе [63]; физическая интерпретация этого»
затухания была дана в работе [68], где не было, однако, явных ссылок
на черенковское излучение. Мы не можем указать на статью, в которой
такие^ссылки появились впервые, но уже давно о черенковском механизм»
поглощения речь идет как о хорошо известном эффекте (см., например,
[70], [71]).
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ненциально мало при

/ЗхГ
т

V 0J
"* = - = — = /—ту »^=У-7Г- <8'39>

Это условие (8,39) совпадает, очевидно, с условиями (8,19)
и (8,36). Если исходная функция распределения /0 не является
максвелловской, а отличается от нее отсутствием очень быстрых
частиц, то затухание вообще будет равно нулю. Впрочем, ясно,
что достаточно малое затухание и затухание, равное нулю,
физически эквивалентны. Таким образом, при условии (8,19), (8,36),
или (8,39) приведенные выражения для частоты или показателя
преломления плазменных волн справедливы и
пренебрежение областью черенковского излучения, где со = &*>, вполне
законно.

Сделанные выше вычисления недостаточны, однако, для
нахождения коэффициента затухания, а также анализа распростра-

нения коротких плазменных волн, для которых X = -г < В-
К

Для ответа на эти вопросы нужно решить совместно кинетическое
уравнение (8.21) и волновое уравнение (8,25), например, в такой
постановке задачи [63]: в начальный момент времени I = О
задано некоторое отклонение функции распределения <р @, г, г>)
от равновесного распределения /00 и нужно найти функцию
Ф B, г, г) в последующие моменты времени. При этом без потери
общности достаточно ограничиться рассмотрением функций

Ф (г, г, ь) = ф (I, ь)У1Нг, (8.40}

где волновой вектор к считается вещественным и заданным.
В моменты времени I, близкие к начальному моменту I = О,
функция ф (I, V) не является, вообще говоря, гармонической
и, следовательно, нельзя говорить о существовании какой-то
связи между со и к. С течением времени начальное возмущение
Ф @, ь) «рассасывается» и трансформируется, так что при
достаточно больших I электрическое поле Е зависит от времени по
закону еш'1 — ега>1е-у* (о/ = со + &у — комплексная частота).
Допустим, что начальное возмущение ф @, г, V) является гладкой
функцией, а невозмущенное распределение скоростей /0 также
не имеет никаких особенностей (это, конечно, выполняется,
если /0 есть максвелловское распределение /00). В подобных
условиях решение Е ~ е1и'( = еше~ч* устанавливается за время

1 и
порядка — /-о — Ш — дебаевский радиус D,21)).

0H !>у
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Итак, связь между со' и й; устанавливается, так сказать,
асимптотически, но практически достаточно быстро *).

Для того чтобы указать способ вычисления показателя
затухания у, не рещая здесь задачи с начальными условиями (см. выше),
поступим следующим образом. Если не обращать внимания
на возможность появления полюса со = кг, для продольных
колебаний из (8,29) получаем дисперсионное уравнение:

и й/оо ( 

/¦

/

1

1
1 (•) ч/ II II

\
\
\

\
1

*2*\ ^_ЙИ-,-1, (8,41)ты Д ы — ки \ > /

где и — проекция скорости электронов на к, по
перпендикулярным проекциям произведено интегрирование и /00 (и) =

/¦ М/2 ти2

^-^=С~\ виях, когда возможно равенство
ы=ки, соотношение (8,41)
просто не имеет точного

смысле и ла, поскольку результат
зависит от способа вычисления ин-

Рис. 8,1. Контур интегрирования С теграла. Это и означает, что
в дисперсионном уравнении (8.42). „ общем случае никакой связи

между со и А; не существует.
Такая связь существует, однако, если речь идет о волнах,
слабее всего затухающих во времени при данном
вещественном к. Решение сформулированной выше задачи с
начальными условиями [63] показывает, что эта связь определяется
уравнением (8,41) при интегрировании в плоскости комплексной
переменной и и по контуру С, указанному на рис. 8,1, т. е. при

условии обхода сверху полюса и0 = -г- = -^ + I ^Я :
ц ^сю (») йи

ты' ] ы' — ки со' \ тЫ ) \ ш' — ки ' ^ ' '

Здесь со заменено на со' = со + гу, поскольку при вещественном к
уравнение имеет решение лишь для комплексной частоты**).

2я
*) О поведении поля при малых временах I ^ — см. [6].

со0
**) К тому же условию (8,42) можпо прийти [64], подыскивая такое

начальное возмущение ф @, V) е~гкг, при котором для всех значений * поле
равно Е = Е0е™'К

Приводимая ниже формула (8,44) для уо может быть получена пе только
с помощью кинетического уравнения, приводящего к выражению (8,42),
но и другими способами. Здесь можно указать как на классические
вычисления, связанные с рассмотрением движения частиц в электрическом поле
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При малых к полюс и0 лежит далеко в том смысле, что Не и0 >

> т/ — ) , где функция /оо (") очень мала. Поэтому при
пренебрежении затуханием можно ограничиться интегрированием
вдоль вещественной оси и, что и приводит к формуле (8,32).
Для вычисления затухания (в предположении, что к мало иу<<
< со0) интеграл в (8,42) сводится к интегралу по вещественной
оси плюс интеграл по полуокружности, указанной пунктиром
на рис. 8,1. Последний интеграл равен умножаемому на яг
вычету относительно полюса. В результате из (8.42) имеем:

4леШ ЫеЩ о У.Т к* .4я*е* ^00 \.~к~ ) _. ,„ ,„.
то'2 + тсо'2 " ° т и'* 1 тк* Ли ~ *' (бА)

Решая это уравнение приближенно, при учете условия у < ю,
для (о получаем старое выражение (8,32), а для коэффициента
у — у0 находим:

-./- _3 __±_
у, — УЛ гл г Я г г 4(ЬОJ —Уо я^^ое 1ктзе —8 ° (АЛK

з о,и

~ Г 8 е к*\%т)с ~ (Ы)K 1и
4яе2Лг

(8,44)

Из (8,32) и (8,33) ясно, что при (со — со0) < —\ <°о показатель
преломления п3 невелик и может быть меньше единицы. При
п3 < 1 черенковское поглощение плазменных волн, конечно,
невозможно (см. выше аналогичное замечание для поперечных
волн). Таким образом, при га3 < 1 затухание у0 = 0. В
формуле (8,44) это обстоятельство не отражено в связи с
нерелятивистским характером расчета. В релятивистской теории плазменных
волн [67] при п3 < 1 автоматически у0 = 0. Вместе с тем из
(8,32), (8,33) и (8,44) легко видеть (см. также табл. 8,1), что при
у/Г

—2 < Ю-3 формула (8,44) перестает быть справедливой при

плазменной волны [5, 72], так и на использование закопа Кирхгофа или
метода коэффициентов Эйнштейна [70, 73—77]. Точнее, метод
коэффициентов Эйнштейна нужен только в неравновесном случае (например, при
наличии пучка). Если же плазма является равновесной (разумеется, в отсутствие
рассматриваемой слабой плазменной волны), то достаточно применить закон
Кирхгофа, связывающий излучательную способность среды с
коэффициентом поглощения. Вычислению при этом подлежит излучательная
способность — в данном случае речь идет о плазменном черенковском излучении
(подробнее см. § 12).

8 В. Л. Гинзбург
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таких ничтожных значениях у0, которые не представляют
абсолютно никакого интереса.

При распространении волн встречается обычно постановка
задачи, отличная от приведенной в том отношении, что волна
считается затухающей не во времени, а в пространстве. Систему
уравнений (8,21) и (8,25) нужно тогда решать, задавая функцию
распределения <р в каждый момент I на некоторой плоскости
2 = 0 и отыскивая решение при любых % (ось 2 — направление
нормали к волне). В условиях, когда существует связь между со
и к, перейти от временного затухания к пространственному
можно и непосредственно. Дело в том, что при нахождении связи
(л с к обе эти величины с самого начала можно, вообще говоря,
считать комплексными. Поэтому выражения (8,35) и (8,41)
справедливы и при комплексном к.

До сих пор мы имели

^цо-7=*[со0 + |-(^)^]-у0) (8,45)
где у0 определяется формулой (8,44).

Теперь положим р—т (со вещественное) и к--кй — гд, где
# < &0 ж А; (соблюдение этого неравенства обеспечено, если у < со0)-
Тогда в качестве связи к0 ж к с со получаем опять выражение
(8,35) и

д^ — Ъ---^—--—- (8,4о)"гр

©О

(см. (8,34) и (8,44)); формула (8,46) по своему типу совпадает,
как этого и следовало ожидать, с формулой G,23) для
поперечных волн. Подчеркнем, что в силу условия <? <€ &0
формула (8,46) справедлива лишь в области слабого поглощения.

Выше соударения в плазме не учитывались. При наличии
соударений в области длинных плазменных волн, но при
соблюдении условия со2 > V2Эфф зависимость й от 4 определяется
по-прежнему формулой (8,35) и появляется затухание с
коэффициентом

Усоуд=-2— > Усоуд € Ю„, (8,47)

где Vэфф — эффективное число соударений F,9).
К формуле (8,47) приходим из основного условия

е'(ю')=1 тг^-- г=0. (8>48)^ ' (В'@)' — П>эфф) V ' /
определяющего комплексную плазменную частоту ю' = и -\- г'у
(учитывается также, что при у < со в хорошем приближении
со = и0)-
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При учете затухания (8,44) и затухания от соударений (8,47)
имеем:

Г-Уо + Усоуд, ~-Хз = -г?-, У<ш, ш>\эфф. (8,49)
гр

Как уже подчеркивалось в § 4, обычно в плазме выполнены
условия D,23), D,25), D,25а):

(Л'^'-да»1- (8-50)
Смысл этого условия — возможность считать плазму слабо
неидеальным газом. Важно отметить, что для полностью
ионизированной плазмы при условии (8,50) затухание плазменных

волн с со ~ со0 — 1/ в результате соударении
автоматически оказывается малым. В самом деле, согласно F,14)

Специфическое плазменное затухание мало, лишь пока длина
волны значительно превосходит дебаевский радиус. Если же
кБ ~ 1, то у0 ~ ш0. При кБ > 1 уже у > со. В подобных
условиях никакие слабозатухающие плазменные волны существовать
не могут. Экспоненциальный характер выражения (8,44)
приводит к тому, что обрыв спектра слабозатухающих плазменных
волн происходит весьма резко, примерно при кБ да 0,1, т. е. при

Якр=-^да63ДдаЗОО-|/^-)с.и. (8.52)

В нижних частях солнечной короны, т- е. при Т ~ 10е и N ~
~ 108, Якр <~ 30 см. При том же значении N -~ 108 частота
со0 ~ 5-108 и поле в волне с длиной %КР затухает за время 1/у0
порядка секунды (см. табл. 8,1). Всего вдвое более короткая
волна будет затухать уже за время 1/у0 ~ Ю-7 сек.

При кБ < 0,1 н- 0,05 затухание у0 весьма мало (оно может,
однако, заметно возрасти, если невозмущенная функция
распределения отличается от максвелловской в том отношении, что
имеется большее число электронов со скоростями V > уг). В этой
области поэтому более существенно обычно затухание,
обусловленное соударениями. Например, в нижних частях короны

Тсоуд ~ -тр ~ 3 ч- 10 и больше затухания у0 уже при кБ =0,1.
В земной ионосфере ниже максимума Р-слоя гЭфф > 103 и усоуд 3*
> 103 ~ 10  со0 (при N ~ 10е имеем со „ ~ 5-Ю7). Таким

8*
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образом, в ионосфере усоуд > То ПРИ № ^ 0,1 и Я.кр ~ 10 см;

вместе с тем уже при у та -уСОуд ~ Ю3 и угр < ]/ -^- (см. (8,34))
плазменная волна заметно затухает на пути Ь2 <^ Ю4 см.

V

Таблица 8.1

Значения ©

кЮ

0,01
0,1
0,15
0,2
0,3
1

и Уо Д-'1" плазменных волн

ю

«о

1,0003
1,03
1,07
1,12
1,27
4

Уо

(й0

10-1Ю0

0,5-Ю-9
1,7-10-1

0,01
-0,16
-0,04

'

Примечание

Формулы (8,35) и (8,44)
в этих случаях, строго
говоря, неприменимы
и могут
использоваться только для оценок

О поглощении и квазилинейной теории плазменных волн.
Поглощение (затухание) плазменных волн, не связанное со
столкновениями, как мы видели, представляет собой процесс, обратный
черенковскому излучению плазменных волн. Величина
коэффициента поглощения определяется теми частицами плазмы,

которые удовлетворяют черенковскому условию (8,37), (8,38).
На первый взгляд может на этом основании показаться, что

Уо будет просто пропорционально числу частиц с проекцией и
скорости V на волновой вектор к, равной а/к, т. е. определяться

значением функции распределения /0 Г и -- — ) . Фактически,

однако, существенно значение производной (-4^) _« • Формально
это ясно из выражений (8,41), (8,42) или даже из исходных
выражений (8,28), (8,29) и самого кинетического
уравнения (8,21), где поле волны Е фигурирует в комбинации -ЕУ„/0.
На классическом языке такой результат ясен, если вспомнить,
что действие поля сводится просто к ускорению частиц;
ускорение же частиц скажется на функции их распределения по
скоростям только при ?«/о Ф 0, ибо в противном случае на смену
частицам, покидающим данный интервал скоростей, приходит
столько же частиц из соседнего интервала скоростей. На
квантовом языке (см. [73—78]) появление производной функции
распределения связано с необходимостью учитывать помимо
процессов поглощения также процессы индуцированного испускания.
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Кванты плазменных волн — плазмоны, имеющие энергию К со

и импульс Ьк--¦¦¦¦¦¦ —п3 -г , поглощаются частицами, причем проек-

т „ , ?< СО
ция импульса частицы на к становится равной ти2~ ти1-\ п3,

где их — значение и до поглощения. Вместе с тем частицы с и —
= и2 могут переходить «вниз» (в область с меньшей энергией)
с испусканием плазмона. Соответствующий процесс индуциро—

ванного испускания под влиянием плазмона с импульсом — п3

приводит к появлению двух таких плазмонов и переходу

частицы в состояние с и = и1 = и2 п3. Истинное

(результирующее) поглощение, которое нас и интересует, определяется

разностью числа частиц N^ — N2 = N^ A — -*г) . где А^ и ]У2 —
числа частиц с импульсами и1 и и2 (здесь учтено, что вероятности
поглощения и индуцированного испускания равны; см. § 12).
Очевидно,

1 — ^.^1 /о (ц2) = <*/о и2 — щ = ауЛи Па д
Мг /0 (щ) Аи /0 /0 тс 3'

где значения /0 и -р- нужно брать при и— а/к л; и2 хщ, что
отвечает классическому черенковскому условию (8,37), (8,38);
здесь, конечно, учтено, что в интересующей нас классической

области импульс плазмона —щ=Ък очень мал по сравнению

с импульсом частицы ти — т-г- (в самом деле, — ге3=Йсо—<

<С ти = т -г-, поскольку условие классичности имеет вид йш <С ти"

или даже Йсо < хТ < ти2; см. (8,39)).
Итак, коэффициент затухания плазменных волн

(8,53)

Более детальный расчет ( для этой цели достаточно использовать

уравнение (8,43) с заменой функции /00 на /0, где V /0Й1г = Лг ]
приводит к выражению

У т№ V ^ Л=й/й 2№ \ Ли у'и=со/А " К'*>

ля максвелловскои плазмы, когда /0 — /00 = N ( -=—=- ) е ~ ыг ¦,
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из (8,54) сразу же получаем, разумеется, формулу (8,44). Таким
образом, экспоненциальный множитель в (8,44) отражает
экспоненциальный характер функции /00 или, другими словами, быстрое
падение затухания у0 с ростом к является непосредственным

следствием быстрого падения функции Г -~ ] в «хвосте» максвел-
ловского распределения (рассматривается случай слабого

поглощения, когда -г- > "I/ — ; область скоростей и > I/ — и

называют «хвостом»). Но в этом «хвосте» мало частиц и поэтому
сравнительно слабые поля или другие воздействия могут сильно
менять бесстолкновительное поглощение в плазме. Достаточно,

чтобы в области и — а»/к производная -— стала равной нулю,

и поглощение вообще исчезает. При -~ > 0 поглощение

сменяется усилением волн — плазма в этом случае неустойчива
(легко видеть, что при наличии в плазме пучка частиц со ско-

— всегда имеется область неустойчивости [3-9, 68, 73-771).
При распространении плазменной волны и неучете соударений

поглощение волны будет с течением времени уменьшаться,
поскольку поглощение энергии (поглощение плазмонов)
приводит к сглаживанию функции распределения /0 (и) в области
вблизи точки и — а/к, т. е. к образованию «плато». Тот факт,
что происходит именно сглаживание функции распределения,
особенно наглядно следует из квантовой картины: истинное
поглощение плазмонов приводит к уравниванию «населенностеи»
(концентраций) частиц в рассмотренных выше состояниях 1 и 2.

Но если 7У\ = 7У2, это значит, что — = О и образовалось

«плато». Соударения, напротив, приближают функцию /0 к максвел-
ловскому распределению /00- Поскольку речь, таким образом,
идет о влиянии поля волны на саму «невозмущенную» функцию
распределения /0 (и), мы имеем дело с нелинейным процессом
(в линейном приближении функция /0, фигурирующая в
кинетическом уравнении (8,21), не зависит от поля волны Е).

В общей постановке нелинейная теория плазмы и, в
частности, волн в плазме весьма сложна. Как в этой связи, так и по самому
характеру часто встречающихся задач, большое значение
приобрело квазилинейное приближение или, как иногда говорят,
квазилинейная теория плазменных волн [79—86].

В квазилинейной теории учитывается влияние плазменных
волн на функцию распределения частиц в резонансной области —
вблизи точки и — со /к. Принимается также во внимание затуха-
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ние (или нарастание) энергии самих плазменных волн за счет
обмена энергией с частицами. В следующем приближении можно
также принять во внимание взаимодействие волн между собой
(это, очевидно, еще один нелинейный процесс). Существенно,
однако, что в исходном приближении распространяющиеся
в плазме волны считаются такими же, какими они были бы для
максвелловской плазмы. Иными словами, дисперсионное
уравнение для волн при неучете затухания выбирается таким же, как
это Сделалось выше в рамках линейной теории (для плазменных
волн, например, принимается связь (8,35)). Разумеется,
поступать так можно, вообще говоря, только в том случае, когда
плотность энергии в волнах ТУ (т. е. энергия, сосредоточенная в
коллективных степенях свободы плазмы) гораздо меньше кинетиче-

3

ской энергии теплового движения у кТИ. Таким образом, в
квазилинейной теории имеется малый параметр

Кроме того, как всегда для газовой плазмы, считается
соблюдающимся неравенство (8,50).

Методами квазилинейной теории анализируется, в частности,
состояние плазмы, которое принято называть слабо
турбулентным. В этом состоянии в плазме распространяется довольно много
различных волн, причем плотность энергии всех этих волн \У
значительно превышает плотность энергии волн ]УТ, отвечающую
термодинамическому равновесию, но еще удовлетворяет условию
(8,55). Взаимодействие волн между собой при этом может обычно
считаться слабым и учитываться по теории возмущений. Такая
картина аналогична имеющей место в твердом теле, где
различные волны (фононы), вообще говоря, сравнительно слабо
взаимодействуют между собой за счет ангармонических членов в
выражении для энергии колебаний кристаллической решетки.

Квазилинейной теории плазмы и ее применениям, особенно
к слабо турбулентной плазме, посвящено большое число работ
(см., например, [79—86]). Здесь мы кратко остановимся только
на одном вопросе, а именно границах применимости линейной
теории плазменных волн, изложенной в предшествующей части
настоящего параграфа. Для этой цели нужно раньше всего оценить

время тплато = для образования «плато» на функции распре-
,уплато

деления под действием волны, но при отсутствии соударений.
На образование плато идет энергия, которую теряет волна.

Эта энергия передается не всем частицам, а только «резонансным
частицам», т. е. движущимся вдоль волнового вектора волны к,
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СО СКОРОСТЬЮ и, блИЗКОЙ К фаЗОВОЙ СКОРОСТИ ВОЛНЫ Vф — -г-.
Весьма важно оценить интервал Аи значений и, в котором лежат
частицы, получающие энергию от волны; вместе с тем Аи~ Аыплат0
есть ширина «плато», образующегося на функции распределения
под влиянием поля волны. Ниже будет показано, что

ЛиплаТо~/^ = /1|, (8'56>
где

Е=—^- и Ф=Ф0соз((аг — /сг) == ^-соз (со< — кг)
— потенциал поля волны.

Время, необходимое для того, чтобы волна существенно
исказила функцию распределения электронов в резонансной области,
порядка отношения длины волны Я к скорости Амплато (это ясно,
в частности из того факта, что тплат0 — т0Сд;, см. (8,61)). Таким
образом,

X 1 1

Тплато' ^"пяато ^Дмплаю к ~\/еФ0/
^плято == к УеФ0/т = т/^ к.

1ато У т

Заметим, что это время тплато значительно меньше времени
^плато> которое можно оценить из энергетических соображений.
Именно, определим время тплат0 как отношение кинетической
энергии частиц (электронов) в резонансной области к энергии
волны, поглощаемой в единицу времени. Как мы увидим в § 22,
средняя по времени (средняя «по высокой частоте») плотность

энергии в плазменных волнах \>УЕ = ^, где поле волны имеет
вид Е0 8Ш (ю* — кг). В результате бесстолкновительного
затухания амплитуда Е0 меняется по закону Е0 — Е00е~^1, где у
определяется выражением (8,54). Таким образом, плотность
энергии в плазменных волнах меняется по закону

а частицы плазмы в единицу времени получают энергию

Плотность кинетической энергии, заключенной в резонансных
частицах, порядка

Лрез ~ 2 /о (уф) Тплато ~ -р- /о ( "X" ) 1/ ~/ЙА~ '



§ 8] УЧЕТ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ ДИСПЕРСИИ 121

Отсюда
1 #рез кТтк_ / еЕп ъТ

т. плато¦ хк /еЕ0_ У.Т ,о г7
'8 V гак- „ь/еФоУЛ • 1 '2у1УЕ ™Ъ Г т/с тк (еФ±

\ т

Очевидно,

1плато 1плато „т Чч 1плато>

ибо, как мы увидим ниже, в обсуждаемы?; условиях всегда еФ0 <
< кТ (см. (8,63)).

Условие того, что «плато» не образуется в силу
восстановления максвелловского распределения за счет соударений, имеет,
очевидно, вид

V » гплато = -1— = к ]/^ = \/'Ь- к. (8,58)
Здесь от оценки (8,57) мы перешли к равенству, определив тем
самым некоторое выражение для Vпла¦Т0, используемое в

дальнейшем. Что касается фигурирующей в (8,58) частоты
соударений V, то по смыслу это есть число соударений, приводящих

к поступлению частиц в область «плато» ( и л; -^, Аи ~ 1/ —- )
из соседних областей пространства скоростей. Для оценки V
определим раньше всего эффективное число соударений Гэфф, г
между электронами и ионами, аналогичное эффективному числу
F,13) и F,14). Вся разница здесь заключается в том, что сейчас

речь идет об электронах, скорость которых V ~ Уф да—^- ¦
В то же время в F,13) рассматривались электроны со скоростями

—. Отсюда легко видеть, что в обсуждаемом

случае (столкновения электронов со скоростью о~ Кф с ионами)

12яе*Л' , тг;ф /с гп.
*эфф,г = ^|-1п -^щ, (8,09)

где численный коэффициент выбран для определенности и
установления соответствия с работой [81 ].

Эффективное число соударений (8,59) определяет число
столкновений, при которых проекция скорости электрона изменяется
на величину порядка самого значения и (см. § 6). Между тем
при кулоновских соударениях в результате одного столкновения
скорость и изменяется в основном лишь незначительно, т. е.
соударений с малым изменением и значительно больше, чем
согласно (8,59). В то же время число соударений V в (8,58) есть
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0H как раз число соударении, при которых скорость к « ^ » у
изменяется лишь на А^плато С и. Отсюда приходим к значению

*=**•¦ * (д^:J =- ***¦ * (шд • <8'59а>
где замена знака <~ на знак равенства связана, конечно, лишь

с желанием использовать в дальнейшем (см. (8,60)) вполне
определенное выражение для V.

Появление множителя (^г/А^плато) в (8,59а) можно понять
из более детального рассмотрения кулоновских столкновений

( отметим лишь, что сечение для рассеяния на угол 0 ~ и°лат0 < 1
больше полпого транспортного сечения для рассеяния как раз

на множитель порядка -д=- ~ [ -т—-— ) ) .
" Чд"платоУ/

В силу (8,59) и (8,59а) неравенство (8,58) можно записать
в виде

т~ еЕ°1« ("л») « (Ло^О ' (8'58а)

поскольку Уф» -у > 1/ — (на логарифмический множитель в
(8,59) для простоты не обращаем внимания).

Как следует из более детальных расчетов [79], затухание
плазменных волн

Уо 'Уо

1+Л133512. 1+А_ к_(еФ0K/2
(8,60)

где А — безразмерный множитель, который в [79] считается
близким к единице, а ^о — затухание (8,44) для максвелловского
распределения скоростей. Из (8,57), (8,57а), (8,59) и (8,59а) ясно,

что л?плат0 Н?1Р_ , в связи с чем критерий (8,58а) и выраЖе-
у ^фф, г

ние (8,60) остаются неизменными при замене уПЛато на VплаТо
И V На Тэфф, г-

В предельном случае чПпато > V согласно [81]

2

"ф
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Формула (8,60) согласуется с этим результатом при

Л = 3(Щб)~0'053-
' Итак, линейной теорией слабого бесстолкновительного
затухания (такое затухание часто называют затуханием Ландау)
можно пользоваться при условии (8,58а), налагающим
ограничения на силу поля волны Е0. Здесь, однако, имеется в виду
стационарная картина. Если же плазменная волна начала
распространяться в максвелловскои плазме в какой-то момент времени
I — 0, то в течение некоторого времени I выражение (8,44) для
7о также справедливо и при полном пренебрежении
соударениями. По смыслу сделанных выше оценок время I должно
удовлетворять неравенству

* < ТПЛаТо ~-^ -==-7===. (8,586)
'«"плато | / еф0 ¦%/ еЕ0

У т V т

Выше не была обоснована оценка (8,56) для ДиПлато- Для
получения этой оценки, а также нахождения критерия
линейности задачи в случае сильного поглощения плазменных волн,

поступим следующим образом. Перейдем в систему отсчета
(«систему волны»), в которой волна покоится. В этой системе,
движущейся относительно лабораторной системы с фазовой

скоростью волны Уф - - -г- , поле волны при пренебрежении затуханием

является статическим и имеет вид Е = — -р- — Е0 зт кг (на
постоянную часть фазы волны не обращаем внимания), Ф =
Е0 соз кг ^. , тт о , А

— , — Ф0 соз кг. Частица со скоростью и = -г- -|- Аи

в лабораторной системе отсчета — в «системе волны» движется
. т (ДмJ т

со скоростью Аи и имеет кинетическую энергию —„ . 1акая

„с •• т(ДиJ ^.
частица будет «захвачена» волной только, если —' <еФ0;

действительно, нри этом условии частица не достигнет вершины
Ф0 потенциального «горба» функции Ф — Ф0 соз кг и отразится
обратно. В лабораторной системе отсчета, которая является
для нас основной, отражающаяся от потенциального горба
частица получает или отдает энергию. Дело в том, что в лабораторной
системе «горб» движется и происходит по сути дела отражение
частицы от движущегося зеркала. В результате отражения
частицы, которая без поля имела скорость и0 — -г- + Аы,



12', волны в однородной и изотропной плазме [гл. и

1 /~2еФп а ти2 п со » гГ
Ди ^ I/ —^ , ее энергия меняется на Д -^- = ^т-1г &и. 1ак мы

и приходим к оценке (8,56).
Кроме того, полезно выяснить, что будет, если волна совсем

не затухает. Тогда после отражения от одного горба частица
достигает второго горба, который движется к ней навстречу.
Но при отражении знак Ды, очевидно, изменяется. Поэтому
если при первом отражении частица получила энергию от волны

( это имеет место при Дц<0, т. е. при ц = — -¦(- Д^<С-т- ] , то при
втором отражении она уже будет отдавать энергию волне. Отсюда
мы приходим к такому выводу: существенное поглощение волн

может происходить только, если время затухания волны 1/у
заметно меньше времени колебаний т0Сц частицы в
потенциальной яме Ф = Ф0 соз къ.

Если приближенно записать потенциал в виде Ф = —^— »
то частица движется подобно осциллятору (уравнение движения

тг + еФ0к2г = 0) и частота колебаний (оосц =- ~ у —- к.
Таким образом,

/ т \ 1/г 1 , / т ,0»,.
Г°С«~Ы) Т=УтЩь <8'Ь1>

и условие сильного затухания имеет вид

^»у/Щ ¦ <8'62>
С другой стороны, мы ранее видели, что сильное бесстолкно-
вительное затухание, когда у ~ щ, имеет место при /сут ~ ш0
(т. е. приЫ)~1). Отсюда и из (8,62) получаем такой
необходимый критерий для сильного затухания

е-%>~еЕ0),~еФ04:^-~хТ. (8,63)
Смысл этого условия очень прост: энергия, приобретенная
электроном в поле волны на длине волны %, должна быть мала по
сравнению с энергией его теплового движения. В противном случае
линейное приближение не может быть справедливо, все
распределение электронов по скоростям изменяется и, по крайней мере,
нет оснований ожидать сильного затухания волны. Критерий (8,63)
не является, однако, достаточным для того, чтобы при
сравнительно слабом затухании (у < со0) не происходило образование
«плато» и тем самым не проявлялась нелинейность —
наблюдалось воздействие волны на ее же поглощение.
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Таким условием линейности как раз и служит полученное ранее
неравенство (8,58), (8,58а) или для нестационарного случая
неравенство (8,586).

Учет влияния ионов. Акустические волны. Влияние ионов
выше совершенно не принималось во внимание, если не говорить
о компенсации заряда электронов в равновесном состоянии.

Поэтому формулы этого параграфа сохраняются и для плазмы,
в которой электронная температура Те не равна температуре
ионов Т *). При этом в формулах нужно, конечно, заменить Гна Те.

Для рассмотренных плазменных волн пренебрежение ролью
ионов законно потому, что ионы вносят (при N1 ~ И+ ~ Щ

т

лишь малый вклад порядка -^ в выражение для показателя
преломления (см. § 3). Влияние ионов вместе с тем может
оказаться существенным для другой ветви волн в плазме. В случае
достаточно длинных волн в плазме, как и во всякой
квазинейтральной среде, должны распространяться продольные
акустические (звуковые) волны. В этих волнах в первом приближении
электроны и ионы движутся вместе, так что некомпенсированный
заряд не появляется **). Упругость среды, обеспечивающая
распространение обычной акустической волны, связана, как
известно, с давлением. Для передачи давления частицы должны
достаточно часто сталкиваться между собой. Поэтому
акустические волны в газе слабо затухают только, если средняя длина

свободного провеса I ~ —— значительно меньше длины волны
^афф

При этом условии применимо обычное гидродинамическое
приближение, т. е. уравнения для скорости V и плотности плазмы
Л/ТУ; + тЫ да МЫ в линейном приближении таковы:

ШгЦ;=-Ур, ^ + ЫА^г = 0, (8,65)
где /V' — отклонение концентрации от равновесного значепия

М0 = Ы = Мг^М+.

*) Мы отвлекаемся от того факта, что в неравновесной плазме
электронная функция распределения может оказаться заметно отличающейся
от максвелловской.

**) Акустические волны в плазме, как сказано, аналогичны
акустическим волнам в газах, жидкостях и твердых телах. Высокочастотные же
продольные (плазменные) волны в плазме аналогичны борцовским
(оптическим) волнам или колебаниям в твердом теле.
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Принимая, что давление р совпадает с давлением идеального
газа электронов и ионов, р — 2х./УУ, и для простоты считая
колебания изотермическими, из (8,65) для волн V —¦¦ ь0е1((Л'-кг\
ДГ' = Щ е* («>*-*»•) получаем:-

Здесь, как в любом газе, скорость звука уф порядка тепловой
скорости тяжелых частиц. Если в плазме присутствуют помимо
электронов и ионов также молекулы с концентрацией Ит, то при
¦№т > N — N1 для скорости звука получается обычное для газа
выражение (например, в изотермическом приближении, могущем

служить лишь для оценок, Уф -— у -^ ; формула (8,66) также
носит, вообще говоря, лишь оценочный характер).

При нарушении условия (8,64) акустические волны в газе
начинают сильно затухать и для волн с длиной к ^ I затухание
происходит уже на расстоянии порядка X. Таким образом, для
звука в газе длина пробега I играет роль, аналогичную роли
дебаевского радиуса для плазменных волн.

Сказанное о распространении акустических волн в газах
относится также и к плазме лишь при пренебрежении ролью
некомпенсированного пространственного заряда. Другими
словами, предполагается, что в акустической волне
квазинейтральность плазмы почти не нарушается и упругость среды
обусловливается только соударениями, а не кулоновским взаимодействием
макроскопических зарядов, возникающих при распространении
волны. В действительности же в плазме квазинейтральность
в какой-то мере нарушается и в акустических волнах. Поэтому
условие (8,64) является в случае плазмы достаточным, но не
необходимым для существования относительно слабо затухающих
волн акустического типа.

Если условие (8.64) не выполнено, то количественный анализ
характера распространения акустических волн в плазме может
производиться только на основе использования кинетических
уравнений для электронов, ионов и молекул в сочетании с
уравнениями поля. Соответствующие результаты, о которых еще пойдет
речь ниже (см. также [87]), свидетельствуют о том, что при
отсутствии соударений и равенстве (или близости) электронной и
ионной температур акустические волны в плазме все же сильно

затухают (у ~ со, -|- ~ |/-^)*)-
*) При у ~ со от волны, очевидно, что-то еще «остается», и в этом

смысле учет пространственного заряда существен. В газе же из нейтральных
частиц при отсутствии соударений вообще не приходится говорить о
распространении волн или формально у ^> со.
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Такой вывод физически довольно естествен, так как в
акустических волнах (в отличие от плазменных) пространственный заряд
должен быть невелик, и поэтому электрическое взаимодействие
не может обеспечить распространения волны без ее затухания.
Положение изменяется только в плазме, в которой электронная
температура Те значительно выше ионной температуры Г = Гг
(см. ниже). При Те <—* ТI слабозатухающие акустические волны
в плазме должны быть очень длинными, чтобы удовлетворялось
условие (8,64), т. е. была применима обычная гидродинамика
(для примера укажем, что в солнечной короне длина свободного
пробега I > 107 см). Поэтому в области радиодиапазона для
изотермической плазмы приходится обычно сталкиваться
только с поперечными и плазменными волнами. Именно по этой
причине выше в ряде случаев продольные волны в плазме без
дополнительных оговорок отождествлялись с плазменными
волнами.

Подчеркнем здесь еще раз, что продольные волны плазменного
типа, не говоря уже об акустических волнах, могут существовать
не только в газовой плазме, но и в жидких и твердых телах —
металлах, полупроводниках и диэлектриках. С возбуждением
плазменных волн связаны, в частности, дискретные потери
энергии, испытываемые быстрыми частицами при их прохождении
через тонкие пленки различных веществ. Рассмотрение этих
интересных вопросов выходит за рамки настоящей книги (см.
[3, 10, 13, 23—25, 88—90], где имеются также ссылки на ряд
других статей).

Квазигидродинамический метод. Для решения задачи о
распространении волн в двухтемпературной плазме, а также имея
в виду цели дальнейшего изложения (см. §§ 12, 14), остановимся
на вопросе о квазигидродинамическом подходе к исследованию
волн в плазме.

Мы видели, что простой феноменологический учет
пространственной дисперсии позволяет в качественном отношении
правильно выяснить влияние теплового движения на
распространение достаточно длинных волн в плазме. В то же время метод
кинетического уравнения, являющийся количественным, связан
со значительно более сложными вычислениями, особенно при
учете влияния ионов и постоянного магнитного поля.

Поэтому для описания процессов в плазме широко
применяется так называемое квазигидродинамическое приближение,
которое при большой простоте сочетает, хотя и пе всегда
последовательным образом, некоторые положительные стороны
феноменологического и кинетического методов. Конкретно, в
случае изотропной плазмы используются уравнения
(предполагается, что молекулы отсутствуют; соударениями между частицами
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пренебрегаем):

N
м дь!

^ + ^о«1^г. = 0,

01

д% +ЛГ0Й1У1>|=:0>
(8,67)

Здесь сразу же используется линейное приближение, ./V' и Л^ —
отклонения от равновесных значений концентрации электронов
и ионов Ые0 = ./У,о = И0, ге и VI — средние скорости
электронов и ионов, а ре и р1 — давление электронов и ионов.

При пренебрежении давлением уравнения (8,67) являются,
конечно, точными, но локальными соотношениями. Члены,
пропорциональные Уре и Ур;, содержат пространственные
производные и тем самым учитывают пространственную дисперсию —
зависимость движения частиц от распределения скоростей и поля
в пространстве.

Суммируя два первых уравнения (8,67), получаем
гидродинамическое уравнение (8,65) с р = ре + рг. Отсюда естественно
предположить, что ре = %ЫТе и р{ — хЖгГ. Для большей
общности положим

(8,68)

где |е и %1 — некоторые постоянные.
Уравнения (8,67) не учитывают затухания и с этим в первую

очередь и связана их ограниченность. Если затухание волн
является сильным, т. е. у = 1т со' > со = Ке со', то даже для со
из (8,67) нельзя получить правильных в количественном
отношении результатов. Таким образом, уравнения (8,67) могут
использоваться только для вычисления со (к) для
слабозатухающих волн с у -С со.

Продольные волны в двухтемпературной плазме. Решая
систему (8,67) для продольных плоских волн, в которых все величины
пропорциональны е'Н'м-кг'>, получаем дисперсионное уравнение:

*Ч[<'+5» + №*#)»]±

ш

' М|&хГ8 + ЬхГ,)&'-иУ!&*. (8,69)
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где температуры электронов и ионов Те и Г* считаются
постоянными, но могут сильно отличаться одна от другой.

В случае, если

«о»^^ |*г»тг. (8,70)
получаем:

«>!««>; + Ц^А», (8,71)
пХъ^&Те + ЬТйк*; (8,72)

здесь, как и ниже, опускаются также поправки, содержащие

множитель 1т<2000; Условия (8,70) при Тг^Те означают, что

частота акустической волны й>2 < 1/ ^ соб = ©0г (физический смысл
частоты соог указан ниже).

Решепие (8,71) совпадает с кинетическим дисперсионным
уравнением (8,32) для плазменных волн, если положить \е = 3.
Очевидна также связь формулы (8,71) с феноменологическим
результатом (8,16), где также нужно, таким образом, положить \е = 3.
Для выбора значения \е -— 3 можно, кроме того, привести
известные основания независимого характера (см. [2]).

Решение (8,72) при \е = |г = 1 и Те = Т1 переходит в
выражение (8,66) для акустической волны.

В другом предельном случае, когда

<«1-^к\ ^»^, (8,73)
имеем:

а для со| сохраняется выражение (8,71).
Если вместо (8,73) соблюдаются более сильные неравенства

Шк2€(й1€1^к*, Те>Ти (8,75)га "га

ТО

2 ° М ' М °! л М

причем второй член в правой части является поправочным.
/т /4яе2Лг
-тг = Л/ —п— есть, очевидно,

«плазменная частота» для ионных колебаний. Для ионной плазмы,
состоящей из положительных и отрицательных ионов без электронов,
9 В. Л. Гинзбург
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именно частота такого типа появлялась бы вместо электронной
плазменной частоты и0. В электронно-ионной плазме появление
частоты (о0г при условии достаточно высокой электронной
температуры тоже вполне естественно. Б самом деле, в этом случае
электроны быстро и свободно движутся, создавая неизменный
отрицательный фон, компенсирующий средний заряд ионной
составляющей. Ионы при этом как раз и должны колебаться
с частотой (й0м подобно тому как электроны колеблются с
частотой (о0 в условиях, когда роль ионов сводится только к
компенсации среднего заряда электронной компоненты плазмы.

Акустические волны (8,72) и ионные плазменные волны (8,76)
лежат на одной непрерывной ветви низкочастотных колебаний,

„ 2 сЧ* 2 /<а§г Л 2 4яАУ
т. е. на одной кривой п\ == -~^ ^ п\{ -^) ; здесь <=—^~
и со2 = ©2— решение (8,69), отвечающее выбору знака минус
перед корнем (см. [91]).

Мы видим, что квазигидродинамический метод анализа
движений в изотропной плазме прост и эффективен (о связи этого
метода с кинетической теорией см. в § 13). Основной недостаток
квазигидродинамического приближения уже был отмечен — он
состоит в невозможности автоматически получить затухание,

не связанное с соударениями.

Приведенные ранее результаты свидетельствуют о том, что
плазменная волна (8,71) слабо затухает в случае (8,70) и очень
сильно затухает в случае (8,73); волна (8,72) при Те ~ Г, также
довольно сильно затухает.

Так, при (о2 <€ ю<н и Уг С Щ имеем:

*«/!{/г+0{Г«»[-й1}- <8^>
Для ориентировки эта формула верна и при у2 ~ <о2; поэтому
ясно, что при Те ~ Тг, действительно, у2 ~ со2 и затухание
велико.

Пусть теперь, помимо условий (8,70), выполнено более
сильное условие

Те > Т{. (8,78)

Тогда кинетический расчет, предполагающий максвелловски&
распределения электронов и ионов с температурами Те и Тг,
дает [3-5, 8, 91-95]:

в отношении — этот результат при условии (8,78) прямо

следует также из (8,77).
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Для протонов — = 1/ "о" 1/ -^"= 1,46-10 2, т. е. затухание
за период еще не так велико, чтобы не было возможности
говорить о распространении волн. Вместе с тем затухание волны
в несколько раз на расстоянии в сотню длин волн при обычно
встречающейся постановке задачи может считаться сильным
(мы видели, что для достаточно длинных плазменных волн при
отсутствии соударений затухание несравненно слабее).

В условиях (8,75) кинетический результат таков *):

со^ой + ^Р, "!
72_
ш2

(8,80)

Выражение (8,80) для со^ совпадает с (8,76) при \ь = 3.
Затухание (8,80) в этом случае (8,75) значительно меньше, чем

согласно (8,79), поскольку отношение 2 °,^ много меньше единицы
(см. (8,75)).

§ 9. Сводка основных формул

Для удобства приведем здесь вместе важнейшие формулы,
относящиеся к случаю распространения волн в однородной
и изотропной плазме. При этом большинство сделанных в тексте
замечаний и оговорок будет опущено, а формулы приводятся
иногда с некоторыми второстепенными изменениями по
сравнению с указанными в тексте.

Волновое уравнение, применимое для любой среды, таково:

АЕ-2гайй[чЕ + '^-(п-1~г^=0, (8,6)
где рассматривается область вне источников поля.

*) Более общее выражение имеет вид [91 ]

1= /! {" ($$ТЧп~> [ -т ] I ¦ <8'80">

Формула (8,80а) справедлива при ю^ > -^ к2 и Те > Тс в таких
условиях <в2 « ш0, и у2 ~ «2, как это ясно из (8,80) и (8,80а).

Используя формулу (8,80а) для ориентировки и при сильном затухании,
хТ-

приходим к заключению, что у2 ~ ш2 при ш^ -^ к2, когда Р;ге2 ~ 1.
9*
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В линейной среде

Ю'г (со, к) = Р, (со, к) — I -^ и (со, к) =
V/ 1\ -4я ., , _. I B,4) и B,7)

= #г(а>, к) — I — /4(ш, й)= ' V ; у '

= е^(©, й) 2?;-(со, &),

А==е»^, ^^ = о^^Е^, B,8)
4зт

е{,-(со, й) = егу(й), &) — I — о; (со, Л). B,6)

Тензоры б;; и а,у являются эрмитовыми, т. е.

В изотропной среде при пренебрежении пространственной
дисперсией

В = аВ, ^ = аД В-«^ = е'Д B,20)
е' = е-^, B,19)

Д^7 —8гайсЦу^ + ^-е'^ = 0, B,23)
где е', е и о зависят в общем случае от частоты со и координат.

Для поперечных волн

АЕ + %е'Е = 0. } G'2)
Для продольных волн

го*.ЕГ = 0, го1тоЩ=—АЕ + ётайй[уЕ = 0, ]
4я1^_0,1л_п )¦ B,30)2)_^!^ = е'_К = 0. (

В однородной среде комплексная диэлектрическая проницаемость
е' = е' (со) не зависит от координат. Ниже будет идти речь
о волнах в однородной среде, причем только о плоских и
монохроматических (гармонических) волнах:

Е = ЖоеИш{-*г\ G,1)

Для таких волн уравнения поля B,14) и B,16) дают:

(аг'Е= — с[кН], ыН = с[кЕ]. G,4)

Отметим, что условие поперечности волн кЕ=0 следует из
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уравнений G,4) только при е'^=0, что находится в согласии
с соотношением B,30) для продольных волн. В продольных
волнах Н — 0.

Поперечные волны. Из G,1) и G,2) получается
дисперсионное уравнение, связывающее со и & в поперечных волнах:

7 2 Ш2 ' СО2 / . 4Я \ СО2 . . \о /-г о\ т п\
к =^2е =^1-(ч8-1^-ст; = ^-(«-^J- G,3) и G,7)

Это уравнение применимо для комплексных к и со, причем
в общем случае к = к0~гд. Здесь приведем формулы для
случая, когда частота со вещественна, а плоские волны G,1)
являются однородными, т. е. векторы к0 ж д параллельны и

к = -^(п-Ы)^, G,5)

Е^Е0е ' еу с ^ #г = 0. G,6).

Длина волны в среде А, и фазовая скорость волны ^ф равны

1-М, Х0-^, иф-^^. G,8) и G,9)
Коэффициент поглощения ^ определяет изменение с рассеянием
потока энергии 5 = 80е~^г и равен

ц = ^х. G,10)
Из G,3), G,7) следует:

е-= л»-Xя, ~ = 2пх, G,11)со

G,12)

где оба корня всегда считаются положительными (см. § 7). При
отсутствии поглощения, когда а ¦= 0,

е>0: п = У1, х = 0, *" G,13).
е<0: п=.0, х=У~^1 = У\Ц. G,14)

В этом случае часто вводится одна величина

п2 = (ге-;хJ = е. G,15)
При условии

*1»^ <7>10)
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имеем

е>0:

е<0:
2яа

X;
2яа

»Ув

О)»У

4лст

с

2ш

с

V?'

у—,

В другом предельном случае, когда

G,17)

G,18)

G,19)

получаем:

|»«х«/^, Ц»|/^ = 4я|/^. G,20) и G,21)
Формулы, приведенные до сих пор, относятся к любой среде.

Для изотропной плазмы (т. е. при отсутствии в плазме
внешнего магнитного поля) в рамках элементарной теории имеем:

е'=-1

8=1
4яе2ЛГ 1-Е

4яе2Лг ы\
Пользуясь обозначениями V = 5- = -5 и *' тсо2 со2

будут применяться в гл. III, можно написать:

е^эфф

Л'эфф
О)

C,7)

которые

в' = 1- е = 1- 1 + «:2 '
0

О) 4я A + я2)

Формулы элементарной теории строго соответствуют случаю,
когда число соударений электрона не зависит от его скорости.
Вклад, связанный с ионами, в C,7) опущен. В случае поперечных
волн в щрелятивистской плазме роль пространственной
дисперсии пренебрежимо мала. Дело в том, что в плазме учет влияния
пространственной дисперсии автоматически достигается, если
не пренебрегать тепловым движением. Получающиеся таким

образом поправки — порядка —%¦ (по сравнению с единицей),
т. е. того же порядка, как и релятивистские эффекты.

При условии (высокочастотный случай)

«о2 » \1фф C,8) и F,7)
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получаем:

. 4яе2#
8 = 1 -х- =1 -3,18- Ю9-^ = 1-8,06-10^, 1

е2А
' ( /о с:ч /о

^*=2,53.10^Р=в,42.10-^*, /=^.]1 ' И '
9)

4я<т
В важном частном'случае, когда со2 > г!фф ие>) — (здесь е>0),
имеем:

4я«2ЛГ 2яст 1 —и2
ПЖ1/1- —5— , х да ;= = -п— VЭI^)л),

Г тсо2 ' шУе 2шге
2шх 1 — и2

и = да;
' с с/г

4яе2Л%фф 0,106Л%фф

G,17)

г тоJ Гтссо2!/!-4^^ и2 1/1-3,18.109^.
Приведем теперь формулы кинетической теории.

В высокочастотном случае C,8), F,7), в формулах C,5)
и C,9) для о

¦Уэфф = Л'эфф, т + уэфф, г F,16)

(значения уЭфф, т и VаффI ^ относятся соответственно к
соударениям с молекулами и ионами),

VЭфФ, т = ^ йАгт = 8,3• ЮЫа^тУТ =

= 1,7.10"^^,/4 F,10) и F,11)2,7-101»

(последнее выражение относится к воздуху);

гэфФд = ^МпB20^) F,13)

(при отсутствии отрицательных ионов в равновесном состоянии

В низкочастотном случае

«>2 € ^фф, а = ту, @) афф C,10), F,18) и F,19)
имеем:

Vэ0фф, т = х па2^т = з| Уэфф, т = 1,5 • 10" 2 ? ^019- у 1_300
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(см. F,21) и F,10), F,11); последнее выражение относится
к воздуху);

^ = ^^C24^), у^1 F,24)
(Лгг = И+ = /V; учтены междуэлектронпые соударения).

Соотношение F,16) в низкочастотном случае несправедливо.
При произвольном соотношении между частотой о> и

аффективным числом соударений гЭфф нужно пользоваться формулой F,25)
с функциями Ке ( ) и Ка ( —^- ), определенными в табл. 6,2

Ч^эффУ \"^эффУ
и 6,3.

Вклад в проницаемость и проводимость, обусловленный
ионами, таков:

д;е= *"¦"« , А1о = -е2"^Ф F29)

где используется элементарная теория и \^ — эффективное число
соударений ионов со всеми другими частицами. Масса и заряд
всех ионов считаются одинаковыми. Приближенно имеем
(см. F,26), F,26а) и F,27))

^эфф,т .^„«г.^з-^р/з300
( здесь V^ = Л/ —Т7 и последнее значение относится к воздуху );

^* * уйг^^ 1п (°'37уг я&) =
у^Ч22^)-*-1- (б'28>3,9ЛГ+

уЗ/2

г Л7
Кроме того, VЭфф> е ж уЭфф, г дг, а гЭфф, г дается выражением F,13).

Продольные волны в плазме. Слабозатухающие
высокочастотные продольные (плазменные) волны могут существовать
в области, где

йJ > V2Эфф. C,8) и F,7)

При пренебрежении затуханием и тепловым движением частота
плазменных волн равна щ, причем

е(мо) = 1-4^?=0, Мо = /^=5,64.10*1/-<У. (8,1)
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В присутствии соударений для колебаний вида

при условиях C,8) и F,7), получаем (см. (8,47) и (8,48)):

1 О)' @) — (\эфф)
со' = со + г'у, со « ы0, усоуд

Р(Р-гЬфф)
гэфф

:^0, р=1И — у,

2
I

Учет теплового движения, эквивалентный в случае плазмы учету
пространственной дисперсии, приводит к формулам (к —
волновой вектор):

,хГ,., ...... , 3 у.Т
т

где

со2 = со? + 3^- к\ со^ш0-Ь^^~со0A + 3/№), (8,35)

Ы)«1, Я = |/
хГ

8яе2ДГ

или, что то же,

Согласно (8,35)
|(о — со0| € Щ-

П\=—тг =
Ш'

со2 хГ шЦ
^~~2^

г;Ф^Т=^ =
У"

тс^ со'1

ЗхГ

О)

3 хГ

2 тс*

(8,36)

(8,19)-

(8,32).

т

аы Зхг

/гр~Ж тоH /?/< оЯ

(8,34),

Л
Здесь, конечно, тоже можно заменить 1 — ^| на 2A -

При условиях (8,19), (8,36) и отсутствии соударений для.
плазменной волны у = у0, причем

у;Яе -3/2 _,
0,П

^0-а>0"8(Щ» (8,44).

Специфическое затухание у0 становится обычно существенным
для волн с длиной К < Хкр, причем

^кр-д. 2л_кр 300/Г(°К)
ТУ см, А-кр2)«0,1 (8,52>
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(см. в этой связи табл. 8,1). Вопрос о роли релятивистских
поправок освещен в § 8.

Для плазменной волны типа
и

^ с ег (м<—кг)

при вещественном со, между со и А; справедлива связь (8,35) и

т со0

¦Соотношение—х3 = --^ является при этом общим, т. е. отно-

чтится и к поперечным волнам (см. G,23)). Если имеются и
соударения и затухание (8,44), то в области слабого затухания

У = Усоуд + То- (8,49)

Если функция распределения электронов /0(и), где и —
проекция скорости электрона на волновой вектор к, не совпа-

, . ,, "«'

дает с максвелловской функцией /00 (и) = N ( ^—™ ) е 2хТ, то
при отсутствии соударений

_ 2п*е*щ (д.и \ _ __Я__со§ (Л[й\ /ос/ч

Формула (8,44), отвечающая линейному приближению,
справедлива лишь при условии

еЕо т? \ уу {е^у-т \2/з *¦ ( е*М \2/з /о койч

т°~^«(^ <(^} . (8-596)
г, « СО Щ

где Ь0 — амплитуда поля в плазменной волне и Vф = -^¦ «-тг ;

при несоблюдении условия (8,596) значение ^ в стационарных
условиях можно приближенно вычислить по формуле (8,60).

При условии
V^фф > со2 (8,42)

(см. (8,64) и (8,66)) в плазме могут распространяться слабо-
затухающие акустические волны, для которых

" = /?*• <8'66)
При несоблюдении условия (8,64) акустические волны в плазме
-сильно затухают. То же относится к плазменным волнам при
соблюдении условия (8,64). Здесь имеем в виду изотермическую
плазму. Вопрос о распространении волн в двухтемпературной
ллазме, когда ТефТ = Ти рассмотрен в конце § 8.



Глава III

Распространение волн в однородной
магнитоактивной плазме

§ 10. Тензор комплексной
диэлектрической проницаемости

О влиянии постоянного магнитного поля на свойства плазмы.
Постоянное магнитное поле оказывает сильное влияние на
свойства плазмы. Это относится, в частности, и к распространению
в плазме волн различного типа.

Влияние магнитного поля //<°> характеризуется в первую
очередь отношением частоты поля волны со к гироскопической
частоте электронов

^_ М2!_1.7в.1<ИР". Х.-%-*$ь-У%Рсм A0,1)
и гирочастоте ионов

Йн==-Ч^=1'76-1°7ЖЯ@)- <10'2>
Частоты сон и &н суть частоты, с которыми свободный электрон
или ион (заряд е, масса М) вращаются вокруг силовых линий
поля Нф). Помимо о)н и ^н будут использоваться также
безразмерные параметры:

У*=Ъ -=^=(жУи- A0'3)
Если скорость электрона сравнима со скоростью света, частота (он
определяется уже релятивистской формулой

¦*-Щ^=^-Щ^УТ=р, (.0,4)
п ГПС2 о V

где Ь =— полная энергия, р = — и г; — скорость

электрона.
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При Т ~ 106 (солнечная корона) скорость основной массы

электронов V? = 1/ — ~ 3-Ю8 и Рг = -^Ц- ~ 10~4. Несмотря
на малость $т, учет эффектов, пропорциональных |$г, в
условиях короны и даже ионосферы в некоторых случаях существен
(см. § 12). Тем не менее условие Рг < 1 дает возможность в целом
пользоваться нерелятивистским приближением. По последней
причине магнитное поле самой волны, вообще говоря, учитывать
не нужно, как это уже принималось в гл. П. В самом деле,
в электромагнитной волне магнитное поле И обычно пе

превосходит электрическое поле Е ( для плоской волны [кЕ] = — //,

А:2 — —^-(тг — г'хJ ]. Поэтому магнитная сила — [ьН] меньше
V

электрической силы еЕ на множитель порядка — , если только

п ~ 1. Поэтому, даже если понимать под V тепловую скорость,
магнитная сила меньше электрической примерно в 100 раз при
Т ~ 106 и примерно в 3000 раз при Т ~ 300°. Фактически же
сила определяется упорядоченной скоростью электронов,
которая значительно меньше тепловой *).

В земной ионосфере магнитное поле 1Ий) ~ 0,2 -=- 0,5 эрст
и, таким образом, сон ~ 3^ 9-10е (кн ~ 200 -=- 500 м);
например, для ионов 0± частота ^н ~ 100 -=- 300. В короне для
максимальных встречающихся полей #(°) ~ 5000, соц ~ 1011 и

О — -^ ~ 108
"и _ 1836 Ю •

Влияние ионов обычно (но не всегда; см. § 14) несущественно
при условии

со » Йн, (Ю,5)

а влияние магнитного поля на движение электронов

несущественно, если

©>соя. A0,6)

Приведенные значения гирочастот таковы, что сразу же ясна
возможность сильного влияния магнитного поля на

распространение электромагнитных волн в ионосфере и короне. К этому •
нужно добавить, что даже при выполнении условия A0,6)
влиянием поля пренебречь можно далеко не всегда. Например, в
межзвездной среде #<°> ~ 10~6—10~5 эрст и ан ~ 10 -^ 100. Однако
даже для распространения волн метрового диапазона (со ~ 109)

*) При использовании кинетического уравпения D,17) возможность
пренебрежения магнитным полем волны в линейном приближении очевидна,
так как поле Н умножается на малую величину Д.
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влияние поля существенно, когда речь идет о вращении

плоскости поляризации космического радиоизлучения, которое

проходит огромные расстояния (см. § 37).
Тензор комплексной диэлектрической проницаемости

(элементарная теория). Находящаяся в магнитном поле плазма
становится анизотропной, и ее электромагнитные свойства при-
пренебрежении пространственной дисперсией характеризуются
зависящим от частоты тензором комплексной диэлектрической
проницаемости

е'ц = ги — г—^-, ]г-=аиЕ], Б1^гиЕ^. A0,7)

Мы начнем с того, что найдем тензор г'ц в рамках элементарной
теории (см. § 3) и при условии A0,5), т. е. пренебрегая ролью
ионов. Влияние ионов будет учтено в конце настоящего
параграфа и особенно в § 14.

Использование «элементарной теории» по существу означает,
что число соударений электрона с другими частицами считается
не зависящим от скорости электронов и равным некоторому

значению уЭфф. В этом случае можно воспользоваться уравнением

тг-\- тVЭфф^ = еЕ0еш + -^ [г В<0)], A0,8)
которое отличается от C,6) учетом действия магнитного поля.

При наличии магнитного поля, так же как и при его
отсутствии, плотность полного тока равна

3' = з + тР = еЫг,

где г — вынужденное решение уравнения A0,8),
пропорциональное Е0е1<л1. Поэтому если принять направление поля Н.ф) за
ось % и ввести комбинации Ух±Ц'у, то, как легко видеть,

.,,..,_ еЩ(Ех±1Еу) е2МЕт

здесь нужно в обеих частях равенства брать либо верхний, либо
нижний знаки и учитывать, что для электронов е<0, и поэтому

| е | Я<0) е#«»С0Я = -—! = .

Поскольку в основные уравнения B,21), B,22) и B,32) входит
вектор I) — г—./=_Е + 4лР — I — 4—Е-\--^—3', мы приведем
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соответствующие выражения:

= Г1 0)§

4:л.

ш 'ч ' СО2 — !«У

СО^ + ШСОН—(ШУэфф (¦Ё'л: ± ^у) .

эфф

A0,10)

4яе2ЛГ
где, как и везде ранее, со„ =

/л-

Далее, по определению (не путать нижний индекс I и
мнимую единицу г, фигурирующую в качестве множителя!):

П =¦- шРг -(- /; . е«у —бО" г©
4л

ко

г<Уц)Е]=$1(ъ\)-Ьи)Ез, |

А-^/,= (е,,-*^)я,= г«Я,, I } (Ю.И)
где по дважды встречающимся индексам производится
суммирование от 1 до 3 и 6^ = 1 при 1~ /, 6^ = 0 при 1ф].

Из A0,10) и A0,11) получаем:

е- = е' -1 "о Г 1 ' 1
ХХ УУ 2 ^Ш2 — Ш@Н— 10УУ0фф ' (О2!- СО(Од— 1и^эфф

со? (со — 1\яфф)
@ [((О — П'эффJ — ю^] '

ъху ¦ "ух ¦
С0§СОЯ

со (со + соя— »"^эфф) (со —соя— ^эфф) '

&хх + 1Ъху = гуу ± 1гух - 1 — в2тй@я_гш,зфф
е' = 1 «а?

со2 —гсоу

Г (Ю,12)

эфф

Вхх — ец> еУУ = 622' Е22 = 633' е*У = 612' Е*2 = Ё131 Б!/2 == Ё28'

Помимо тензоров е^, ег7- и а*; бывает иногда удобно использовать
обратные тензоры (е^-)-1, е^/ и а*"/. Очевидно, например,

А ¦¦

I ьи I

где | е;/1 — определитель тензора (матрицы) е,-7-, а Ац —
— (—1L+'> Л;у и А,; — соответственно алгебраическое дополнение
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и минор, отвечающие элементу гц в определителе | г^ |
(напомним, что А1ег]е = Ае1ге] = 6ц). В тех случаях, когда
| гц | =^= 0 и тензор е^/ существует, использование обоих тензоров
гц и г'г1 совершенно равноправно. Аналогичные замечания
относятся к тензорам е^-, вц и обратным им тензорам. Ниже мы
обратными тензорами в явном виде пользоваться не будем.

Свойства тензора г'ц. Разумеется, при @я = 0, как это и должно.

быть, г'ц = г'6и = ^1 — т(<а^'у )) &и- Тензор е'ц, как ясно
из A0.12), удовлетворяет условию г'ц (о),о)н) = е'ц (со, — сон)
или, что то же, условию

е«(ю,Н<0>) = в;4((о,-Н(ю). (Ю,13>

Это соотношение является общим для любой среды, находящейся
в магнитном поле (см., например, [12], § 82 и [10], § 1). Весьма
вгажно, что в этом случае и при отсутствии поглощения, когда

^эфф = 0 и вц = 0, тензор е'ц — &ц не является вещественным,
а удовлетворяет лишь условию эрмитовости

е„ = е& A0,14>

(звездочка — знак комплексного сопряжения).
Для плазмы соблюдение условия A0,14) ясно сразу, так как

при \-Эфф = 0 из A0,12) получаем:

&хх —= &уу ~ *¦ 2со (со — (ои) 2со (со -| ид) -1 - 0J-С0Я

Щ«>и

СО ((О2 —

~г 1Е>ху ~ 1

2A) ((о — а>н) ' 2о) (ы |-со я)

;=1

} A0,15)

со (со + сод)

= е. 0.

Заметим, что в общем случае разделение тензора е^ ~- ег-у- — I 4я0г>
на г^ и 0гу- может быть однозначно произведено в результате

требования, чтобы гц и вц но не — I . 4лстО' были эрмитовыми
тензорами. При этом поглощение энергии (джоулево тепло)
в среднем по времени в единице объема равно (см. [12], §§ 61,
77 и [10], § 3)

°*5+ °Л
~ ^ (еЬ* — е;0 ЕьЕ* = ^— ЕгЕ* = ~2~ Е*Е},

т. е. зависит лишь от вц, как это и должно быть.
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Приводить здесь отдельно формулы для е^- и <5ц мы пе будем,
так как обычно удобнее сразу пользоваться тензором г'ц (см.,
однако, формулы A0,31) и A0,32)).

Находящаяся в магнитном поле среда называется
магнитоактивной, причем термин «активная» (или «гиротропная») среда
указывает на то, что и при отсутствии поглощения тензор е^- (со) =
— гц (со) не является вещественным. При отсутствии магнитного
лоля и пренебрежении пространственной дисперсией все среды
неактивны.

Однако для кристаллов без центра симметрии или для
растворов молекул, не обладающих центром симметрии
(например, растворов сахара), учет пространственной дисперсии

приводит к появлению членов первого порядка относительно у-
{см. §§ 2, 8), влияние которых обычно можно учесть, вводя
комплексный тензор г'ц (подробнее см. [12], § 83 и [10]).
Соответствующие среды называют естественноактивными или просто
гиротропными. В естественнонеактивной, но магнитоактивной
среде тензор гц комплексен только при наличии внешнего
магнитного поля.

Итак, находящаяся в магпитном поле плазма является
магнитоактивной средой, причем ее активность может быть сильно
выражена даже в магнитных полях, которые обычно считаются
весьма слабыми.

В негиротропной (неактивной) анизотропной среде тензор г'ц
симметричен и при отсутствии поглощения веществен. Поэтому
существуют три главных направления, в которых вектор I)
параллелен вектору Е. В магнитоактивной среде это но так; в
направлении магнитного поля Лг — гг2Ег, но Вх + Юу — {гхх Я-
ор 1Ъху){Ех ± 1Еу) (см. A0,10); поглощепие считается
отсутствующим). Поскольку величина гхх + 1гху вещественпа (см. A0,15)),
отсюда следует, что в плоскости ху вектор 1> пропорционален
Е для постоянного по величине поля Е, вращающегося по или
против часовой стрелки (для такого поля

Ех=Е0е™1, Еу=^1Е0е^,

Ве Ех = Е0 соз Ы, Ке Еу — ± Е0 зш со^).

Именно подобная связь между I) и Е и является характерным
физическим отличием гиротропной среды от негиротропной.
Тензор г'ц (со, к, Н^) и другие аналогичные тензоры (например,
егу- (со, к, Л<0')) обладают рядом свойств общего характера.
Например,

е'ц(ш, к, Н^) = е'н((л, -к, —/Г<°>). A0,13а)
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При отсутствии пространственной дисперсии это условие
переходит в A0,13).

Подобные общие свойства тензора е'ц довольно подробно
обсуждаются, например, в § 1.2 книги [10]. В условиях, когда вид
тензора е'ц не известен, использование его общих свойств может
представить существенный интерес. Однако в плазме, особенно
при отсутствии пространственной дисперсии, вид тензора г'ц
обычно известен и различные свойства симметрии или
дисперсионные соотношения выполняются автоматически (примером может
служить соблюдение условия A0,13) в случае тензора A0,12)).
По этой" причине подробнее останавливаться на общих свойствах
тензора е|;- (ш, к, //<0)) мы здесь не
будем.

Тензор 8у в других системах
координат. В использованной
координатной системе с осью 2, параллельной
полю Я@), тензор е^- принимает
простейший вид. Вывает, однако, удобно
пользоваться и другими

прямоугольными координатными системами.
Тензоры в разных таких системах
связаны соотношением

еу {хг) = ЧтЧ}Пг'тп (х\), A0,16)

где г'ц (х/) — компоненты тензора

Рис. 10,1. Координатная
система, в которой тензор ец

имеет вид A0,17).
в системе координат хг и ут —

косинусы углов между осями х\ и х'т (хт — старые
координаты).

Особенно существен частный случай, когда вектор 7/° обра-
я

зует угол а с осью 2, угол — — а с осью у и перпепдикулярен

к оси х (рис. 10,1) *). Именно такой случай' имеет место при
нормальном падении волны на слой плазмы (распространение
по оси 2 при любом ъ) при произвольной ориентации магнитного
поля (ось х всегда можно выбрать перпендикулярной к вектору
ЯЩ. При этом

Угз ~ — "Узг = зш а.

В новой системе координат х, у, г, изображенной на рис. 10,1,

*) В случае земного магнитного поля, если ось г совпадает с вертикалью,
г я

угол I = -у а называется магнитным наклонением.

Ю в. л. Гинзбург
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компоненты тензора A0,12) равны:

р' - 1 у{1~15) . л у {A - 1з)*~ и б\п* а}
ьхх~1 (,_;,)!_„. ьуу A —**) {A —гв)а—м} '

где

_. у{{1 — 1аJ — ксо82а} , __ , _цлшша I мп ,7.
=-1-A_/5){A_;хJ_и} • еХ2=--егх-A__.5J_и, ^ A^1/;

11> ^И С05 а , ,

Г|/ц у злп а
A — г*J

иу сов а вша

A —/5 A-й) {A—г«J—«}' >)

„^, М = ^, ^4 = 4-^?, « = ^. (Ю,18)а>2 ' (о ы2 тсо2 со х ' '

При распространении плоской волны вдоль оси г, согласно
уравнениям поля B,18):

откуда

Ех = е'2ХЕх+г'гуЕу

Вг— 1-^-/г^ С3з^=0,

1/" A — *5) у 81п а

A0,19)

^~-Ех~A — г'«) и — A —16-J A — г'х — у) — иу сон2 а *~'х
иу сое а зт а

A — 1з)и — A — гхJ A — г .9 — у) — иу соз2 а Еу. A0.20)
Отметим, что вместо обозначений V, У^и и 5 часто используются
соответственно обозначения X, У и 2. При соблюдении
равенства A0,19)

Бх — г ~ ]х = е'цЕ] = ЛЯЖ -Ь гС^и,

Д, — г -^ ]у -= е^Я, =- — 1СЕХ + ВЕу,
A0,21)

где

. A — г'«) и— A — гь-) A — г'я — уJ — иусов2а \

~~ A —18) и — A — гяJ A — г я — у) — иу сов2 а ' ¦

в = мA —13 — у) — A — г.9) A — г.9 —уJ

с =

A — 1з) и — A — иJ A —« — г)) —«усов2 а '

уй у ([—гя — у) сое а
A — гя) и — A — г«J A — г« — у) — иу с()82а " ^

A0,22)

В важных частных случаях ( при а = 0 и а = -н- ) имеем
а = 0:

л — я — A~ "J~ ц~ г;A~ '*) - 1 _ "A —И л
A —г*J —И _1 A_18J_м'

с =

A — гяJ — и

У» у
A —г*J —и '

A0,23)
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а =

Л:

я

и — A —18 — уJ V A —1.9 — у)
и — A — 1з) A —15 — V) 1 A — EJ — и — A-г>)у ' |

В--- 1-

С=0.

[ A0.24)

При условии A0,19) и отсутствии поглощения, когда 5 = 0 (т. е.
7-0):

. и —A— уJ— иусоз2а
и — A — у) — иу соз2а

кA — у) — A — уJ7?

С =

и — A — у) — иг; сое2 а

~\/и V A — у) соз а

}

и — A — у) — ии соз2 а

гуи V 31П а
¦Е1*

ну соз а Вт а

A0,25)

¦Е„. A0.26) г к — A — у) — иу соз2 а "* ' и — A — у) — иу соз2 а
Кинетическая теория. При получении выражений для

компонент тензора е'ц на основе метода кинетического уравнения
нужно исходить из уравнений (см. D,16), D,11); скорости V и и =

= 1/ -трг-и, фигурирующие в формулах A0,27) —A0,29), не имеют,
конечно, ничего общего с использованными выше параметрами

^-+41^-1-^^@,/1н-и/1-г-^ее-=о, 1
г (г \ \ A0'27)

П "--¦ е \ VI±Ш-йь = -^- (еу - б„) Е}, Е= Е0е^. )
В пренебрежении междуэлектронными соударениями, т. е.
опуская в A0,27) член 8иее, находим в системе координат с осью 2,
направленной по полю Нт:

еЕ л в/,00

Пг-
др

т (г'со |-V) '

ш

и* ±1!
е (Ь'х + 1Еу) д/ооду

1» т [I (ш + ыд)-\-\]

4я (еЬ-1)^
8е2ЛгЕ' УЕг ? и*е -иг с?и
3 1/ят Л гсо-И(")
к о ¦- A0,28)

7* ± Щ -= 4=- {(е« -1) Т «;„} (Яя ± 1Я„)

8е2ЛГ (Ех ± ЬЕу)
3 ~|/я т и

и*е _иа Йи

(<о + й>н) + у(и)] г

10*
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здесь и—Л/ -5-=-V и все выкладки аналогичны проводившимся

в § 6 для изотропной плазмы.
Из сопоставления выражений F,3) и A0,28) ясно, что для

магнитоактивной плазмы можно использовать результаты
вычислений для изотропной плазмы, заменяя в некоторых случаях со
на со ± о»я- Конкретно компонента ег2 совпадает с е' в
изотропной плазме, и таким образом, все формулы § 6 применяются
непосредственно. В случае других компонент тензора е^- характер
необходимой замены ясен из выражений:

&хх Т }&ху — еуу ;Ь 1 &ух - -: 1 ' 32 /яе2ЛГ ('Зтш \'
Aи

г (со + соя) -\ • V (и) '

е^2 = е' —-1 — I . о2 Л/И е^-И <? и*е~и2 йи

\
I
} A0,29)

Зтсо \ !С0-|-V + \{и)

Если V (у) =сопз1, т."е. число соударений не зависит от скорости,
получаем^приведенные раньше формулы «элементарной теории»

Л ЗУН-
напомним, что V О
В предельном случае высоких частот и вне области резонанса,

т. е. при условии

(со-со„J> ^фф, A0,30)

имеем:

&хх '— &у

= 1

.;4яо^; 4яст, уу

со2_со?2я 2 [

11 г/у

со2

. 4ястг е22— I-

. 4я

_ | С0§С0#0)Уэфф

(со —со яJ (со }-сояJ

со§ га>| Vэфф

1 Уэф.11 со

'«Ц| 6Жу — I со (со2 —сон)

I A0,31)

"ху~  я(со2-ынJ '

где уЭфф совпадает с эффективным числом соударений,
введенным в § 6 для высокочастотного случая (см. F,9)).
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Для произвольных частот удобно воспользоваться
выражениями:

= 1 —

^УУ ¦

2ш

(со — соя) х.A со —сон! "\

^Эфф ) (со + сон)-^, ^со-гсоя^V ^эфф ]

--. о УУ

(со + шнJ-И1фф

со + сон^
Л".

л?эфф /
^фф'

((•Н-сояJ^2,

/СО-гСОН
(ш+а>н)Ке( —

со [(со-сонJ-! ^фф]

'*{/
.со; С V Офф

#а

СО [(«+СОЯ^-И^

_сояЛ -,

• A0,32)

8я I (ш-сон)Ч^!фф
со

Уэфф У [
2 _!_ лJ . . ] УэфФ>

= 1
Ьфф

(со-|-сонJ^фф

СО^эфф-^о

со 2._V2.
о.

Уэфф 4я(аJ-|^1(М,)эфф'

Здесь функции ЛГе (я) и ЛГСТ (ж) как при учете, так и без учета
междуэлсктронпых соударений совпадают с соответствующими
функциями, введенными в изотропном случае (см. F,25)).
Напомним, что при х -»- оо функции Кг (х) — Ка (х) — 1. Поэтому при
условии A0,30) формулы A0,32) переходят в A0,31), как это и
должно быть. Заметим, что вблизи резонанса, когда

(<0 — СилJ < V1фф, A0,33)

поведение магнитоактивнои плазмы в некотором отношении
близко к поведению, изотропной плазмы в низкочастотной
области (т. е. в области, где со2 < Vофф). Например, при со — сон
и со2 > Vэфф имеем:

«>ЪКа @).
'УУ

8яу. офф

в изотропной же плазме значение Кг,а @) фигурирует лишь при
со->-0. Кроме того, в области A0,33), как и в низкочастотном случае
для изотропной электронно-ионной плазмы, существенны
междуэлектронные соударения (в A0,32) вклад этих соударений при
любых частотах учитывается при использовании соответствующих
значений Кг и К„, приведенных в табл. 6,2 и 6,3). В рамках
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«элементарной теории», когда V (г;) —сопз1, конечно, Ке--- Ка--Л.
Представляющая наибольший интерес функция Ка (х) в случае
соударений с молекулами — твердыми шариками — изменяется
максимум на 13%; при соударениях с ионами и учете
междуэлектронных соударений функция Ка (х) меняется не более чем в два
раза (см. табл. 6,2 и 6,3). Поэтому в большинстве случаев
применение результатов элементарной теории вполне оправдано, тем
более, что частота соударений Vэфф обычно известна лишь
приближенно (последнее может быть связано, например, с
недостаточно точным знанием температуры или состава рассматриваемой
плазмы). Возможность такого упрощения весьма существенна,
так как формулы A0,32) значительно сложнее формул
элементарной теории A0,12). При переходе же к другим координатным
системам это усложнение еще более значительно.

Выше не учитывалось тепловое движение электронов (если,
конечно, не говорить об учете соударений). Другими словами,
не принималась во внимание возможная роль пространственной
дисперсии. Такой учет был бы связан с отказом от использования
локальных характеристик среды — компонент тензора е'ц,
зависящих только от частоты. Однако, вводить тензор г'ц (ю, к, ,Ы@>)
мы, как правило, не будем, а учет пространственной дисперсии
в случае магнитоактивной плазмы будет проведен в §§ 12, 14
непосредственно для распространяющихся волн.

Следует также еще раз подчеркнуть, что все наше
рассмотрение ограничено случаем нерелятивистской плазмы. Движущийся
в магнитном ноле релятивистский электрон излучает но только

I е I Н1т тс2
волны с частотой шп —- ¦!—! =- , но и обертоны этой частоты.

Поэтому релятивистская плазма будет резонансным образом
поглощать на частотах .умд- (.? — 1, 2, 3, . . .), в то время как
приведенные выше выражения для е'ц имеют резонанс лишь
на частоте ш^- Релятивистская плазма в этой книге
рассматриваться не будет, но в § 12 будет учтена роль теплового движения

(при Рт =—5" ^ ^) и> в частности, рассмотрено резонансное
поглощение на частотах аи *), 2шп и 2>(йи.

Влияние движения ионов. Перейдем к рассмотрению влияния
ионов, определив тензор е'ц при учете их движения.

Ограничиваясь элементарной теорией, будем исходить из таких
уравнений движения для электронов, ионов и молекул (этим

*) При пренебрежении тепловым движением резонансное поглощение
волн на частоте (он имеет место лишь для необыкновенной волны при и — 0
(см. § 11). При учете теплового движения р.езонансное поглощение на
частоте соя имеет место уже при всех углах а и для волн обоих типов.
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частицам соответствуют индексы е, г и т):

тVе = еЕ + -^- [ 1>еН@)]-+ т\е1 (»•* — ге) + туст A>т — *'е), A0,34)

Мг,- -еЬ'-у[^Н'°>]-:-тоув»A;в-1>0 + Му,тAц-«0, A0,35)

Мгт^ —т\ет-^—(гт—ге) — М\гт1Г-(ьт—г1). A0,36)
"в •1Уго

Здесь для простоты принято, что все ионы однозарядные, Л^ =
--- N+ = N, а масса ионов и молекул одинакова и равна М
(напомним также, что заряд электрона обозначен через е и
поэтому е < 0).

При отсутствии соударений характер написанных уравнений
ясен без дополнительных пояснений. Заметим лишь, что под
ье, VI и г»т понимаются средние значения скоростей, взятые
по большому числу частиц. Члены, описывающие соударения,
пропорциональны относительным средним скоростям
сталкивающихся частиц, так как, например, при равенстве средних
скоростей электронов и ионов эти средние скорости уже не могут
изменяться в результате соударений. В использованном же
раньше уравнении A0,8) скорость V, отсутствует просто потому,
что ионы считаются неподвижными. Сила трения,

действующая со стороны электронов на ионы, равна т\ег (ге — г,) =
— туе1 A}е — *>«), поскольку она должна равняться взятой
с обратным знаком силе трения, с которой ионы действуют на
электроны. Аналогичное соображение определяет вид членов в правой
части уравнения A0,36). При этом нужно только учесть, что,
например, число соударений электрона с молекулами равно
уш = уетУ-Мт, а число соударений молекулы с электронами

будет чте = це^М = \ет дг • Числа соударений уеЬ \ет и \1т
"га

в уравнениях A0,34) — A0,36) представляют собой некоторые
эффективные значения и могут зависеть только от концентрации
и температуры.

Плотность тока, которую нужно подставить в уравнения поля,
равна

э'^еМ^е-г^^еМю, ]\^ (еу-б„) Е}. A0,37)

Считая все величины пропорциональными е4(ог и направляя
внешнее поле Н''0) по оси 2, из A0,34) и A0,35) при пренебрежении
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соударениями получаем:

еЕ,
»ег=-г:

еЕ

@Н=-

_ е {Ех ± 1Еу)
'" ~ Ш (со ± Ин)'
е I #«» еЯ<о>

2 . __ е{Ех±1Еу)

1}г

гт(й) + (»я) '

О, %е = Ье— VI,

I е I Я«»

Мс

A0,38)

Я =еУУм;г =Ц- (е;г—1) Ег = —1 ( еШ_,еШ_ Ег 1еШЕг
ТОО)

7* ± г/у
к»

4я (е^х — 1 --Р ™'ху) (Ех ± 1Еу)=еМ {тх ± Шу) --

~1ет Г 1
V т (со +

1

«н) ' М (со ±Оя7У ^* ± '^ :
1е*Ыи> (Ех ± 1Еу)

Мт

т-\-М (й) ¦+ й)Н) (» ± &я)

A0,39)

На параллельные полю ЕИ0) компоненты скоростей и тока поле
не влияет, и поэтому, как и в изотропном случае, вклад ионов

(при N1 = Ы) в -т^т- раз меньше вклада электронов.
Что касается перпендикулярных к полю Н<°) компонент

скоростей и тока, то ролью ионов обычно можно пренебречь
при условии, что со > &п (см. A0,5)). Если же

со < &п, A0,40)

перпендикулярные к полю скорости электронов и ионов
примерно равны, в силу чего ток очень мал. Действительно, при
со=-0

сЕ„
"ех — "* х —

сЕ
Я«» 'еу - #<0>§Г> /* = /у = 0, A0,41)

так как тесоя МЙ
|Я<°)

я . Результат A0,41) сразу ясен,

конечно, уже из исходных уравнений A0,34) и A0,35).
Итак, в низкочастотном случае A0,40) роль ионов весьма

существенна. В изотропной плазме {дн — 0 и вся такая
низкочастотная область вообще исчезает.
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При учете соударений удобно записать систему уравнений
A0,34) — A0,36) для пропорциональных еш величин в виде:

гсо»"г ¦-Е-
М "

N

т тс

+=

1^-[1>;Я<0)]-Г-^(,гад+Угт (Ьт~ V;),

+ ^^-[V^Н«»] + Vет(Vт-V^),

м

N

Ю + Чгт N
IV

A0,42)

где в коэффициентах перед переменными пренебрежепо величи-
т , / т „ /

нами порядка -тт- и 1/ -^- по сравнению с единицей ( при этом

учтено, что г;,п~ 1/ -^-Vет ) . Так же будем поступать ниже без
дополнительных оговорок.

Из A0,42) легко получить общее выражение для тензора е^-.
Для компоненты г'гг в принятом приближении получается старое

ОJ
выражение г'2Х---Л ° ^. Кроме того, по-прежнему
*"'Д'2 ®2Х : чух ¦ С-21/

со[ш — Нуе1-\-чет)У
- О И 8Хж ~ буу, &ху '-

со2Л+-

¦Ёух, причем

1т \

&ХХ ~Г Ш'Х1
Кй — УШ

N

А—1В A0,43)

где

Л = [(й + (ЛН— 1{Уе1^Г^ет)\\^ ± Он

В

т

N ^^н)\Уе1^
Ш + Ч1т

При отсутствии молекул, когда У1т=\ет~0, получим:

Тге, ¦ху - Щ

(ю + ШЯ) (Ш ± Он) — ^Уе1
A0,44)

В высокочастотном случае A0,5) выражения для еу, разумеется,
переходят в A0.12).
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Характерно, что при резонансе для электронов (при со = сон)

«та— гв'ху-—1 —, а при резонансе для ионов (при а>г-.йн)
, , . , . г'со2 „ М

•Ъхх + гежу — 1 — ^—— , т. е. ионный резонанс в — раз «выше»"Н^г пг

( точнее, соответствующие компоненты тензора проводимости ац
м * \

в — раз больше 1 .

Точность выражений A0,43) и A0,44) ниже аналогичных
¦формул, полученных в рамках элементарной теории без учета
движения тяжелых частиц. В этом последнем случае
элементарная теория строго соответствует предположению о
независимости числа соударений от скорости и пренебрежению
междуэлектронными соударениями. Для столкновений между тяжелыми
частицами использованное приближение является менее
определенным, поскольку в этих условиях незаконно учитывать
соударения в кинетическом уравнении членом типа у/\ (см. F,1)).

Формулы элементарной теории тем не менее удобны и полезны
для оценок поглощения и, главное, при пренебрежении
пространственной дисперсией совершенно справедливы для вычисления
тензора ец при слабом поглощении *). Между тем именно с
последним случаем приходится часто сталкиваться на практике.
Заметим, наконец, что при учете движения ионов тензор г'ц
можно было бы также определить иначе, а именно в системе
отсчета, где средняя скорость движения всех частиц равна нулю.
Подобное определение приводит, вообще говоря, к существенно
другим выражениям для е^:, хотя физические результаты,
конечно, от выбора системы отсчета не зависят **).

§ 11. Распространение в магнитоактивной плазме
высокочастотных волн

Выражения для показателей преломления и поглощения п1,2
и х^ 2- Рассмотрим вопрос о распространении в магнитоактивной
однородной плазме монохроматических волн с частотой со, значи-

*) Имеется в виду предельное значение е;,? = е^-, получающееся при
полном пренебрежении соударениями.

**) Если забыть об этом обстоятельстве, то можно прийти к кажущимся
противоречиям. Так, например, из формулы A0,44) следует, что при шн Ф 0

СО2
и со - - 0 электропроводность среды равна нулю, е' — е.Т1 — 1-| Д—

н плотность тока ]' ¦-¦ 0. Этот результат правилен, но нужно помнить, что
в рассматриваемой системе отсчета вся нлазма движется со скоростью A0,41).
Поэтому в системе отсчета, связанной с плазмой, электрическое поле равно
нулю и равенство нулю тока ;' вполне понятно (см. также A0,39)).
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тельно большей гирочастоты ионов йн (см. условие A0,5)). Для
таких волн, которые будем называть высокочастотными, влиянием
ионов можно пренебречь (речь идет о случае, когда Л^ ~ Ы).
Поэтому для г'ц будут использоваться выражения A0,12), что
связано также с пренебрежением зависимостью числа
соударений от скорости.

Исходное волновое уравнение таково (см. B,21), B,22), B,18)):

гоЪгоЦ?- щ2 72" В — I 3
А.Е-ёгайсНу.ЕН-^И В

А — I ]г

¦'^)-о. I
: ЩЕу

A1,1)

Отсюда для плоских волн вида _Е = _Е'0е;(ш'_'с'') имеем:

[к[кЩ]~\-^(В
. 4я .

= 0. A1,2)

В случае однородных плоских волн, которыми ограничимся,

плоскости равных фаз и амплитуд совпадают и к~— (га —гх).

Вектор к при этом можно записать в виде к = {п — Ы)а,
где в —к/к — единичный вещественный вектор. В этом случае
уравнение A1,2) принимает вид

1В 1^3^-

{п-ыу{Е-8{8Е))^{п-Ы)^ [е-^^-) , \ A1,2а)
А- . 4я . е'Е ¦ 5=1, к = — (га— гх). )

Величина (га — гхJ находится при этом из системы уравнений
A1,2а) как условие существования у этой системы
нетривиального решения. Поскольку система A1,2) — A1,2а) состоит из трех
уравнений для трех величин Ех, Еу ийг, можно было бы
ожидать, что уравнение для (га — гхJ будет 3-й степени (т. е. 6-й
степени относительно (га — гх)). Это, однако, не так, поскольку

проекция вектора В — г — 3 на направление к равна нулю (это

сразу ясно, если умножить выражения A1,2) — A1,2а) ска-

лярно на к). В то же время выражение -г [ В— г—3 ) от /с не

зависит, так как тензор е'ц при пренебрежении пространственной

дисперсией зависит только от со, но не от к = — (га — гх).
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Таким образом, в волне между компонентами Ех, Еу и Ег
существует линейная связь, не зависящая от (п — гхJ, и,
следовательно, условие существования решения у системы A1,2) — A1,2а)
приводит лишь к уравнению 2-й степени относительно (п — гиJ.
Этот результат получается, разумеется, автоматически при
проведении вычислений. Вместе с тем, имея в виду цели
дальнейшего изложения, удобно сразу же выбрать направление к

за ось 2 и воспользоваться условием

-Ог — I—)г = 0- Тогда Ег выражается

через Ех и Еу с помощью формулы A0,20),
г. . 4л .

а компоненты их,у — I — /Я)„ определяются

выражениями A0,21) и A0,22). Что же
касается системы A1,2а), то она
принимает вид:

[А — (п — г'хJ] Ех + 1СЕУ = 0,
— 1СЕХ -\- [ В — (п — г*J] Еу = 0.

(И,2б)

Рис. 11,1. Координатная
система, используемая

в § 11.

К тому же результату "проще прийти
непосредственно из A1,1), поскольку для
плоской волны, в которой поле зависит

лишь от координаты 2, это векторное уравнение приводит к

системе B,18) или, согласно A0,21) и A0,22), к системе
а*Е

Й22

йг2

*- + ®{АЕх + 1СЕу)=-.Ъ,

¦( — 1СЕх-\-ВЕу) = 0,

А

В

С

A — 1з) ц —A — г'х) A — г'х — уJ— ии соз2 а

A-

A-

-13) и — A — 15J A_

и A —18 —V) — A —

-18) и — A— ;«JA-

уии A — г«-

—18 — и) — ш соз2 а

-^з)A—^8 — VJ

— г$ — и) — аи соз2 а

— V) С08 а

A — 18) и— A— 15JA

Шц \е\ #<°>
(О

V

- V) — ии соз2 а

"^эфф

A1,3)

Используемая здесь система координат ясна из рис. 11,1.
Подставляя в A1,3) решение в виде плоской гармонической волны

. со

Еху = Е0ху е с , приходим к A1,26).
Условие существования у системы A1,26) нетривиального

решения приводит к дисперсионному уравнению, определяющему
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= 0.

п — IX. В нераскрытом виде дисперсионное уравнение, очевидно,
таково:

А—(п—1хJ _ 1С

-1С В-(п-1-лJ

Решение этого уравнения имеет вид:

(п — Ы)\, 2 = п\, 2 — У-и 2 — 2ти гки 2 =

A1,4)

1
2V(\—^В — V)

2 A — 1з) A —18 —и) —и 31П2 а + V  51П4 а + 4гг A — гх — VJ соз2 а
A1,5)

Выбирая здесь у корня верхний знак, получаем величину
{п — ЫI = (п2 — г'х2J, отвечающую «обыкновенной» волне; выбор
нижнего знака соответствует «необыкновенной» волне (ее
показатели преломления и поглощения суть п1 и к1*). При отсутствии
поглощения

и
2г>A — V)

1,2 2 A— V) — и зш2а ± ~[/и2 з'т*а-\-4а A —уJ соз2 а
2со§(«2-со§)

2 (со2 - со;?) со2 — со^со2 31П2 а ± Vа,4(Вя 81 п4 а -| - -йсо'^со2 (со2 — со§J соз2 а
A1,6)

здесь предполагается, что п\^ > 0, так как при отсутствии
поглощения только в этом случае х — 0. Если правая часть
выражения A1,6) меньше нуля, то, как ясно из A1,5), ее нужно считать
равной — Х1>2. Однако удобнее при отсутствии поглощения не
вводить «показателя поглощения» х и употреблять формулу A1,6)
и при пги% < 0; в этом случае просто п\^ = — х^2. Именно так
мы будем поступать в дальнейшем, обозначая во избежание
недоразумений п\,2 через п\,2 (см. § 7). Другими словами, при
отсутствии поглощения (п — гхJ — п2, причем пг вещественно.
Показатель преломления принимаем равным га1J = + У^п\^,
решение п1>2 = — \^п1,2 соответствует волне, бегущей в
противоположном направлении, что будет ниже учитываться
непосредственно в выражении для фазы волны.

•Некоторые частные случаи. Если магнитное поле Н{(>> = 0,
т. е. и = 0, то

(д-^^С-гх^!-^^-,,.!,,, A1,7)'0 1—гв

как это и должно быть (см. C,7)).
со (со — гЧ>эфф) '

*) Иногда применяются противоположные обозначения, при которых
обыкновенной волне отвечает индекс 1, а необыкновенной — индекс 2.
Кроме того, часто вместо индекса 1 употребляются индексы х или е и вместо
2 индекс о.
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В важном частном случае «продольного распространения»,
когда волна бежит по полю, т. е. угол а = 0, имеем:

(п — Ы)\ = (п — Ы)\ = 1 ¦

(п — Ы)\ ==- (п — 1хI = 1 -

или при отсутствии поглощения

V

п\=в п\

п\ =.-. п2 = 1

1-~[/и

1+У; = -¦1

1 — |'х — ~|/ц

1 — 1$-\-~\/~й

Щ

со (ш — и я)

Ш (й) + Шя)

A1,8)

A1,9)

Смысл обозначений «1,2 = п^ становится ясным при выяснении
характера поляризации волн при продольном распространении.

В общем случае поляризацию, т. е. соотношение между
компонентами Ех и Еу, находим сразу же из одного из уравнений A1,26),
куда в качестве (п — ЫJ представляется решение A1,5). В случае
продольного распространения удобнее с самого начала ввести

¦ выражения

Р± = ЕХ±1ЕУ, A1,10)

для которых из A1,3) получаем:

.2 "Г С2 I 1
Л 0. A1,11)

Л2 | С2\' \-ит-У^;* ±
Гармоническое решение этого уравнения в согласии с A1,8) таково:

. Си „

й г —(я — гх) . 2 Е±-~-Ео,±е~
(тг —г'х)± = 1

A1,12)

)1 — г'х -г- ]/и

Таким образом, в рассматриваемом случае продольного
распространения имеются две «нормальные волны», характеризуемые

определенной фазовой скоростью р4=-^-, затуханием ( коэффи-
~ п± V

2<В "\ « т
циент поглощения [г± ~— к.± ) и поляризацией. 1ак, если

имеется волна (-+), то для нее Р_ — 0 и, следовательно, Ех — гЕу;
в волне (—) соответственно Р+ — 0 и Ех— —1ЕУ. Записывая
выражение для ноля волны с учетом временного фактора, т. е. в виде

Р+=Р о, ±е г\(е1
(п-гу.)±г
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и переходя к вещественным величинам, легко видеть, что

волны (±) поляризованы по кругу, причем в волне (+) вектор Е
вращается, если смотреть по полю (т. е. по оси г), по часовой
стрелке, а в волне (—) — против часовой стрелки. Другими
словами в волнах (+) при 2 = 0

Ех —- Т Е0$'та>1, Еу = Е0соз(л1.

Направление вращения вектора Е в волне (-г) совпадает
с направлением вращения электрона в магнитном поле Лг<°>.
Естественно поэтому, что. когда частота волны (-|) приближается
к гиромагнитной частоте сон, наступает резонанс (для волны (-}-)
в A1,12), в знаменателе формулы для (п — Ы)\ фигурирует
разность со — (оя). Волна (+) называется также необыкновенной или
волной 1, а волна (—) — обыкновенной или волной 2 (см. выше).

К сожалению, принятые нами обозначения не лишены
недостатков. Так, в A1,5) и аналогичных выражениях первому индексу 1
отвечает нижний знак —, а второму индексу 2 соответствует
верхний знак -| . В то же время, записывая в A1,8), A1,9) и
далее п и п в виде п± и п.±, мы сопоставляем индексу 1 знак -|-
и индексу 2 знак —. Поступить иначе было бы, однако, неудобног
ибо тогда не было бы соответствия между обозначениями Р± и п±.
После сделанного предупреждения мы надеемся, что
недоразумений не возникнет (к тому же обозначения типа п± встречаются
ниже весьма редко).

Наличие двух нормальных волн, т. е. волн с определенной
скоростью, поглощением и поляризацией, характерно для любой
анизотропной среды; в изотропной же среде имеет место
вырождение, заключающееся в том, что поперечные волны любой
поляризации имеют одинаковые скорость и поглощение. В
интересующем нас случае магнитоактивной среды нормальные волны, вообще
говоря, поляризованы эллиптически. В частном случае
продольного распространения (т. е. при а = 0), как выше было показано,
поляризация является круговой.

При «поперечном распространении», когда а = -у, имеет
место другой предельный случай и эллипсы, описываемые
вектором Е или его проекцией на плоскость ху, вырождаются в прямые
линии. Этот вывод сразу ясен из выражений A1,3), из которых

я

следует, что уравнения распространения при а---~- разделяются,.

т. е. имеют вид:

а*Ех а* г, РA_,-Д-Р) -| 1
Аг2 т С2 [_ х A__г-,5J__и_A_г8)г; ] ^-"' |
Л*Е

1П?

\ A1,1-Ч>
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Из A1,13) явствует, что нормальными являются волны,
—г—(п—IV.) \ о*

у которых вектор Е -- Ейе с ' имеет равные нулю
проекции или по оси х или по оси у. Волна с Ех — О и вектором Е,

направленным по оси у, т. е. по направлению поля .Н@) ', см.

рис. 11,1, где в рассматриваемом случае а =-^ К называется
обыкновенной, так как скорость ее распространения не зависит

и.У&Ли ш2 Б 1,0

/

¦д?

Фп1

1,0 1+Уи*

6)

Рис. 11,2. Функции п\л (у) = п± (у) при ы-сопз! в случае
продольного распространения (т. е. при а = 0): о) м<1; 6) и>1.

от силы поля #@). Это вполне понятно, поскольку магнитное
поле не оказывает влияния на движение зарядов в направлении
этого поля. Во второй нормальной волне, называемой
необыкновенной волной, Еу — О и вектор Е лежит в плоскости х% *).

Согласно A1,13) в этих волнах
V A — и —у)

(п — ъу)\ = 1 A - г*J -A — 1«) V

й)? 1-1 . УЭфф

(п-Ы)*-(П-

(@ —г'\'эффJ

г-хH2-1

- 1
^эфф Л

О) У

«5

Щ

1 — г'х та) (со- -IV Офф)

[ A1,14)

*) В необыкновенной волне даже при а = -^- вектор Е является
эллиптически поляризованным и имеет слагающую не только по оси х, но и по
оси 2, Напротив, вектор Т) в этом случае направлен только по оси ж (см.
ниже).
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Тот же результат, конечно, сразу следует и из общего вы-

ражения A1,5) при а = -^-.
Зависимость показателей и и и от параметров V, и, 5 и а

удобно представлять графически. При отсутствии поглощения

2.0

1.0

-1.0

-г,о

[ 1*
1
1
\

V \
X \

\ N.
нв\ /А,

1

\л~>
1

ч{^,
\ \

Х\ #\

и и?'4

3.0 4,0

\

\\

\

1.0

, о¦ и
V

-1.0

Рис. 11,3. Функции Я?,2 (у) при и = сопз1 в случае поперечного
распространения (т. е. при а = 90°): а) и<1; 6) м>1.

такие графики для величины п2 — (п — гхJ для углов а —0
я

и а = -д-, а также для
изотропной плазмы представлены на
рис. 11,2—11,4. При этом
на оси абсцисс отложен

парато
метр V = -%¦ , а параметр и —0J

"я
= — фиксируется

дополнительно. Иногда бывает полезно те же

функции п\^ изображать в
зависимости от других координат,

например от
@0

: —р , ПРИ фИК-
Рис. 11,4. Функция п\,г (и) = га§

для изотропной плазмы

сированном и или
фиксированной частоте юн- Примеры таких графиков приведены на рис. 11,5.
При исследовании распространения волн в среде, в которой
11 Г. Л. Гинзбург
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с расстоянием изменяются и концентрация и поле, т. е.

меняются оба параметра V и и, используются графики третьего типа;
они будут приведены в §§ 35, 36.

я"

7,0

В,0

6,0

4,0

3,0

2,0

1,0

О

2,0

30

I /л?

Рис. 11,5. Функции п\л ( ) —1-

щие углу а = 0 при ——- — 1 (а); функции п\ I
со2 соя

¦-¦ 1—Тл > отвечающие углу а = 90° при ——= 1; выражение

~2 не зависит от со я и относится также к изотропной плазме (б).

Распространение волн под произвольным углом а к
магнитному полю. Перейдем к исследованию характера распространения
волн под произвольным углом а к магнитному полю.

Считая поглощение отсутствующим, начнем со случая, когда

— <Г 1 A1,15)

При #@> = 0,5 эрст гирочастота соя = 8,82-106 и Кн =
= 214 м; таким образом, в земной ионосфере случай A1,15)
отвечает диапазону коротких радиоволн.

При условии A1,15) показатель преломления обыкновенной

волны п\ обращается в нуль в точке

у2о = гтг-=1. < = ©! = -^~. A1,16)
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так же как это имеет место при отсутствии магнитного поля (см.
A1,8) с 5 = 0). В бесконечность функция п\ (у) не обращается.

Показатель преломления необыкновенной волны п\ обращается
в нуль в двух точках:

у(±) = (соЙJ ШЙ
Показатель п\ обращается в бесконечность в точке

Уюо =
1-й 1-й со!оо — Щ

й)|оо 1 — и соз2 а 1 — и^ со^оо — <в|{ сов2 а

A1,17)

A1,18)

Очевидно, что у100< 1; заметим, что при и = 1 для любых значений

и и а значение п\ = \. Далее, значения 1>2о и и{^ пе зависят

3,0

2,0

1,0

0

-1,0

-2.0

\"'

Хч
1-Я\ /М\ /*гё?'^ 2,0 V

1

1 т

/7'

2,0

1,0

0

-1,0

-2,0

-3,0

Ч 1

ч\#^ 2,0
1 V-
1 \>

| \ \

^ . ф

3,0 4.0 V

\
. \
Ч N
4 \

\
\

Рис. 11,6. Функции «1,2 (у) при а=45°: а) и — -^; б) и=0,01.

от угла а. Вместе с тем угол а = 0 (продольное распространение)
является исключительным, о чем речь будет идти несколько ниже.

Зависимость п\>гот V при и = -г(со — 2сон) и и = 0,01 для а = 45° "
показана на рис. 11,6; на рис. 11,7 приведен график функций

_^Л при-^н.^1 и а = 45°.
Если

A1,19)

11*
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показатели п\ и п\ обращаются в нуль соответственно в точках у2о
и V^. Корень 1;^' = ! — ~\^и в этом случае при интересующих нас

го.о

10,0

-10,0

-гол

Рис. 11,7. ФункциИ <2 ( ")
0)д

при —— = 1, а = 45°.
ш0

вещественных значениях ш фиктивен, так как у^' < 0. Далее, если

и,. -V и сое2 а = —5- сой2 а = —^ < 1 • A1,20)

то при ц>1 (см. A1,19)) ни п\, ни п\ в бесконечность не
обращаются (речь идет об обращении в бесконечность при конечных
значениях у). Если же

цг. = цсо52а>1, A1,21)
то в точке

^2°° :
и —1

и сов2 а — 1 A1,22)
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обращается в бесконечность показатель п\. Из A1,22) ясно,
что у20О >

1

соз2 а , причем равенство имеет место при и—> оо.

п!
5,0

5,0

4.0

3,0

го

1,0

д

-1,0

-г.о

-з,о

-4,0

' 1

1 /^^^
-

¦

/

-

г з^-^

~4

51

V

Рис. 11,8. Функции п\,2(и) при а=20°: а) и = 1,08; б) и = 4.

Кривые п\ и п\ в случае A1,19) для и — 1,08 и и = А при а = 20°.
показаны на рис. 11,8.

В связи с громоздкостью общих выражений A1,5), A1,6) для
(п — гхI,2 и «1,2 представляют интерес и широко используются
приближенные выражения, отвечающие различным предельным
случаям.

Распространение «свистящих атмосфериков» и «спиральных
волн» в металлах. Допустим, что соблюдаются неравенства

и соз2 а = ^§- соз2 а » 1, V = -^| » 1, со0 >(он (т.е. V > и). A1,23)
В условиях A1,23), часто осуществляющихся при распространении
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в ионосфере свистящих атмосфериков [26, 96, 97], имеем:

п\ъ—^ , п1«--7=? , A1,24)
у и соз а у и сов а

т. е. волна 1 (необыкновенная) распространяться не может, в то
время как для волны 2 значение п\ = п\ >• 0 и часто п\ > 1.
Разумеется, формулой A1,24) можно пользоваться только, если
одновременно с условиями A1,23) выполнено условие
высокочастотное™ со > 0,ц, позволяющее пренебречь влиянием ионов.

Кроме того, в применении к свистящим атмосферикам не
всегда можно ограничиться использованием приближения A1,23) —
A1,24). Несколько более общий результат получаем при
соблюдении условий

у2»1Ж' ¦&™п'а«*' г;>>1' 52<<1' A1'23а)
При этом

(п-т)*«— " . . A1,24а)
у и сое а—1 + 1*

Осуществляя переход к этой формуле от выражения A1,5) при
условиях A1,23а), нужно помнить, что обыкновенной волне 2
отвечает положительное значение корня в A1,5); в данном
случае это значит, что \^и2 вт2 а -\- Аи A — гя — г;J соз2 а ж
ж 2^11 (V — 1 + г$) соз а. Кроме того ясно, что во всех
формулах этого раздела фактически фигурирует не соз а, а | соз а | ;
как и во многих аналогичных случаях, знак модуля будет тем
не менее опущен. Очевидно, формула A1,24а) переходит в
выражение A1,24) для п\, если У и соз а > 1 и пренебрегается
поглощением. Перепишем это выражение A1,24) в другой форме:

Г2 сЧ* Ш2 Ыс\е\Я .^ 246)
2 со2 С|)соясо8а соЯ<0) соз а

или

сЧ*Шн сов а = сН<о>к* соз а (И ^ }

Именно в таком виде A1,24в) записывается обычно дисперсионное
уравнение для так называемых «спиральных волн», которые могут
распространяться в твердотельной плазме и конкретно в металлах
(см., например, обзор [25]). Уже отсюда совершенно ясно, что
«спиральные волны» представляют собой не что иное, как
«обыкновенную» высокочастотную волну, распространяющуюся в
плазме при условиях A1,23) и достаточно слабом затухании. Для
металла в достаточно сильном поле подобные условия фактически
и реализуются.
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Поляризация волн. Поляризация необыкновенной и
обыкновенной волн находится из уравнений A1,2) — A1,4), причем
в силу A1,4) только одно из уравнений A1,26) является
независимым. Отношение компонент Еу и Ех в волнах каждого типа
следующее:

4"!± = Я12=_* 2У7A-г«-,)со8а (И>25
йя1.2 ' и зт2а + уи2 81П4а + 4и A —18 — уJ соз2 а

где, как и раньше, верхний знак перед корнем относится к
обыкновенной волне — волне типа 2 (п2, Иг> Ех2, Еу2) и нижний знак
к необыкновенной волне — волне типа 1 (пи ки Ех,и Еу^).
Коэффициенты К1л2 иногда называют коэффициентами
поляризации.

При отсутствии поглощения

Яу1,2 1С А — п\>2 _
Л1,2—' "~

-*1,2 В—П\>г &

--=-» 2У7A-Р)со8а A126)
и 81П2 а =Р Vй2 яш* а + 4к A — г»J сов2 а

Как ясно из A1,25) и A1,26), в общем случае волны обоих
типов эллиптически поляризованы, причем при отсутствии
поглощения оси эллипсов, описываемых концом проекции вектора Е
на плоскость ху, параллельны осям хну (напомним, что оси
выбраны так, что магнитное поле лежит в плоскости у г). Далее
легко видеть, что

ВД5=1, A1,27)

причем | К^2 | есть отношение полуосей эллипса.
При а = 0 имеем Кх = — Ь, К2 = + I, т. е. обе волны по-

ляризованы по кругу. При а = -~- значения К2 — — 1<х> и

Кх — 0, т. е. Ех2 — 0 и Еу1 —¦ 0, что соответствует линейной
поляризации проекции вектора Е на плоскость ху. Сказанное
находится, конечно, в соответствии с результатом, полученным ранее
при непосредственном рассмотрении продольного и поперечного
распространения.

Поле Ег в волнах определяется формулой A0,20) или при
отсутствии поглощения формулой A0,26):

р ~Уйуата р , иу сов а 8ш а „ ,.. „„ч
г~ и-A-у)-иусо8*а^х~* и-A -и) — гш сов2 а С»' \11'*°)

Отсюда ясно, что при отсутствии поглощения компонента Ег
находится в фазе с Еу и сдвинута по фазе на -у относительно Ех.
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Таким образом, вектор Е описывает эллипс в плоскости,
параллельной оси х (напомним еще раз, что вектор к направлен по оси г,
а поле Н@) лежит в плоскости уг;см. рис. 11,1). Вектор I) лежит
при этом в плоскости ху, поскольку Ъ г = 0. Поэтому вектор Л
и в непоглощаю щей магнитоактивной плазме является поперечным,
но о векторе Е этого, вообще говоря, сказать нельзя. (При

наличии поглощения поперечным является вектор 1>' = 2)—г—,/.)

\
1

/.

^ 1

^
(*чТ X

в}

Рис. 11,9. Отношение полуосей эллипса поляризации 1К1,
1

(пупктир) и гК2 (сплошные линии): а) и = -г , а = 45°:

б) и=1,08, а=20°; в) и=4, а = 20°.

Что касается зависимости поляризации волн обоих типов

от параметра V, то в случаях а = 0ио =у такой зависимости
нет, если речь идет о компонентах Ех,у. Компонента Ег при а = 0
и для волны 2 при а = -^- равна нулю при всех V, компонента

Е г для волны 1 при а = -^- зависит от V (в этом случае вектор Е
описывает эллипс в плоскости хг, причем отношение полуосей
зависит от V). При других значениях а поляризация зависит¦
от V, причем волна типа 2 при V — 1 всегда линейно
поляризована (при V = 1 имеем | АГ21 ->- оо, Ех2= 0, вектор Е линейно
поляризован в плоскости у г). В волне 1 при V = 1 вектор Е, вообще
говоря, эллиптически поляризован в плоскости хг (при у = 1
\ Кг \-*- оо, Еу1 = 0). Зависимость величины 1К1}2, т. е.
отношения полуосей эллипсов в плоскости ху, от V при некоторых
значениях и и а ясна из рис. 11,9. Помимо точки V = 1
поляризация весьма специфичным образом ведет себя также в точке
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VI, 2оо, где показатели преломления волн 1 или 2 обращаются
в бесконечность (см. A1,18) и A1,22)). Из формулы A1,28) ясно,
что при V -*¦ У1,2оо значение | Ег \ -*¦ оо при конечных значениях
Ех и Еу. Другими словами, при V -*¦ V^л<x> волны линейно
поляризованы в направлении вектора распространения к, т. е.
являются продольными.

О нормальных волнах. Случай малых углов а. Формулы A1,5),
A1.25) и A0,20) или при отсутствии поглощения формулы A1,6),
A1.26) и A1,28) полностью определяют характер волн,
распространяющихся при неучете пространственной дисперсии в
однородном ионизированном газе, находящемся в постоянном
магнитном поле. В этом случае, как и в других анизотропных, двояко-
преломляющих средах, в каждом направлении, характеризуемом
углом а между Н<°> и волновым вектором к, могут
распространяться плоские волны двух типов. Эти, как иногда говорят,
«нормальные волны», в нашем случае «обыкновенная» волна 2
и «необыкновенная» волна 1, отличаются скоростью

распространения ( фазовая скорость у* = — ), показателем поглощения
V п\лу

и поляризацией.

В изотропной же среде, как мы видели, существуют три
высокочастотные волны, одна из которых является продольной
плазменной волной. Возникает поэтому вопрос о возможности
существования плазменных волн при наличии магнитного поля

и о характере предельного перехода от магнитоактивной плазмы
к изотропной. Эти вопросы будут рассмотрены в следующем § 12
в связи с обсуждением роли пространственной дисперсии. Сейчас
же остановимся на несколько другом вопросе о предельном
переходе от распространения под углом а Ф 0 к продольному
распространению, когда а = 0 (в § 12 мы увидим, что этот вопрос
фактически оказывается тесно связанным с предыдущим).
Проблема предельного перехода к углу а = 0 возникает потому, что
при а = 0 для обыкновенной волны п2 = п,- = 0 при V = и\о =
= 1 + У и, а для необыкновенной волны щ = дц_ = 0 при
V = у^' = 1 — У и (см. A1,9)). Между тем при а Ф 0, как
указано, п\ = 0 в точке у2о — 1 и   = 0 пРи ^о* = 1 ± У и.
Характер особенности, имеющей место при а -*¦ 0, становится ясным,
если рассмотреть кривые п\л (и) при малых углах а. Из рис. 11,10,
на котором представлен случай а = 10°, и = -т и и = 4, а также

из более детального анализа явствует, что при а->-О кривые
«1,2 (у) переходят в прямые A1,9) и прямую у = 1 (см. также
рис. 11,11). Этим объясняется и тот факт, что при а = 0
выражения A1,9) для «1,2 в бесконечность не обращаются, в то время



Рис. 11,10. Квадрат показателя преломления (функции п\г2(и)) для а = 10е (сплошные линии), а = 0
1

(пунктир) при и =-т- (слева) и и = 4 (справа).
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как согласно общей формуле A1,18) при а = 0 параметр у10О = 1
(т. е. имеется точка, где величина «1 при отсутствии поглощения
равна бесконечности). Дело, очевидно, в том, что формула A1,18)
получена из формулы A1,6), переходящей при а -у О в A1,9)

я*

10,0

5.0

-5.0

-10,0

/

и1

1,0 /
/
/
/

/*

го УМ 4М ш/ь>>

Рис. 11,11. Функции п\,г ( —— ) при
и а = 10°.

со0 = 1

и прямую V = 1, на которой щ принимает, в частности,
бесконечные значения. В случае неоднородной среды такой
нетривиальный характер предельного перехода к продольному
распространению приводит к интересным следствиям (см. § 28).

Предельный переход а ->- 0 специфичен также с точки
зрения зависимости поляризации от параметра V. При малых а
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поляризация волн близка к круговой, причем при переходе через
точку V = 1 знак вращения изменяется на обратный (рис. 11,12).
Поэтому при г;«1 волна типа 2 из области V > 1 может
«перейти» в волну типа 1 из области V <. 1, как это и должно быть
согласно рис. 11,10 (другими словами, при а ->- 0, V ->- 1

поляризация волны 2 при К1и поляризация
волны 1 при V > 1 совпадают) *).

Заметим также, что обе волны
эллиптически поляризованы и в пределе при у->0:
V , г\\ 2 Л/и соз аКь 2 (V — 0) — — I : У

и зш2 а -+- "У  8'п4 а + 4и соз2 а

A1,29)

4яе27У
Вместе с тем ясно, что при V = том2 = 0,

1К
3,0

2,0

-/,/?

-4^

-ДО

—>

1,

1Кг У

0 2,

/>&

0 о

т,и>*

Рис. 11,12. Отношение
полуосей ЬК1Л при

1
а=10° и и = -^-.

т. е. при отсутствии электронов (другими
словами, в вакууме или практически в
воздухе), никакого двойного лучепреломления
быть не может; в согласии с этим по формуле
A1,6) при у = Означениеге^,2 = 1. Разумеется,
здесь нет противоречия, так как в вакууме

в качестве «нормальных волн» можно выбрать
волны любой поляризации, и в частности
эллиптической. Однако в случае

неоднородной среды в начале слоя (при V -*- 0) возникает вопрос о
характере изменения с расстоянием поляризации падающей из вакуума
волны, которая может иметь произвольную поляризацию; на этом
вопросе мы остановимся в § 26.

Учет поглощения. Особенности кривых щ,2 (у, и, а) и
и К^^г (V, и, а) продискутированы выше лишь при отсутствии
поглощения. Учет поглощения сильно усложняет картину, и
разбирать этот вопрос во всей полноте мы не будем (см. [98—106],
а также [5, 19, 32, 43, 72, 77, 97])**), ограничившись рассмотре-

*) Прослеживая предельный переход а ->¦ 0, мы называем волны волнами
типа 1 или 2 в соответствии со случаем а ф 0. Кривые "л2 для волн 1 и 2
(или ;Ы при а = 0 составлены, как яспо из рис. 11,10, из частей кривых п\,ъ
для этих волн при а ф 0. Таким образом, при а ->- 0 происходит также
известное переименование волн.

**) В ряде работ исследование кривых тгь2 (V, и, «, а), п1<2 (у, и, «, а)
и К1Л (», и, *, а) приводилось с учетом лоренцовой поляризационной
поправки, т. е. принимая для действующего поля выражение C,14). Как
указано в § 3, в плазме учитывать эту «поправку» не нужно. Поэтому в
настоящей главе, как и во всей книге, принято соотношение C,12): 23эфф = Е.
Кривые п, у. и К с учетом лоренцовой поправки в ряде случаев (главным
образом при и > 1) довольно сильно отличаются от получающихся без ее
учета.
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нием важнейших частных случаев, а также конкретными

примерами.

При продольном распространении (а = 0) формулы для
(п — ЫI,2 уже были приведены и при наличии поглощения
(см. A1,8), A1,12)). Приведем здесь отдельно вещественную
и мнимую части:

¦х\„~п% 1 ^A ±Уи)
A ± УТГJ+.^

,@ ± сон со*
1-

0)

4яаь
2га1,2х1,2 = 2/гтхт

(со + сояJ+уэФФ

A±УиJ + *2

«о'Уэфф

(со± 0)ЯJ|^|( эфф

A1,30)

где волне 2 или (—) отвечает верхний знак плюс, а волне 1 или
(+) отвечает нижний знак минус перед соя-

Величины е1J и ои2 введены здесь по аналогии с
формулами G,11) для изотропного случая, где е и о суть диэлектрическая
проницаемость и проводимость. В анизотропной среде роль е и о

.4яа^
играют тензоры гц и а^ или гц = ег^ — I , а величины е1?2

и а1]2 являются лишь обозначениями соответственно для п\^ — к^2
или 2^1,2*1,2- Введение этих обозначений удобно потому, что
ге1,г и к1,г выражаются через е,,2 и а1J, так же как п и х через
е и 0, т. е. по формулам G,12).

При поперечном распространении ¦ а — -^-
ной» волны 2 имеем:

V
для «обыкновен-

(п~ЫI= 1-

V

¦х!=1-

• = 2и25<2

1+ х2

ХУ

1 — г'х

= 1- <в2 + ^ФФ
«^эфф

1 + х2 со(со2-1-г|фф)-

A1,31)

В этом случае, как и при отсутствии поглощения, обыкновенная
волна, (волна 2) ведет себя совершенно так же, как при Нф) = 0
<см. C,7)).
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Для необыкновенной волны 1 получаем:
V A — 13— у)

(п—»с)?=1

= п*-х[--=1

• = 2ге1х1 =

A — гх) A — г'я— у)— и '

V [A — у)* — и A — у) + з*]
A- ¦,?2J + 6.2B_ уJ '

я>[A — г;J-|-ц + Да]
A— у — и — я2J .|-«2B-

A1,32)

Громоздкость этой формулы A1,32) для простого частного
я

случая а позволяет составить представление о сложности

соответствующих выражений при произвольном угле а
(получение выражений для еиг и а1>2 в общем случае из формулы A1,5),
конечно, не составляет труда). Заметим, кроме того, что при учете
поглощения (формула A1,5)) использована только элементарная
теория. Если же исходить из точных выражений A0,32) для
&и и <зц, формулы существенно усложняются. К счастью,
использование кинетической теории (формулы A0,32)) в большинстве
случаев не нужно, так как обычно приходится рассматривать
различные предельные случаи. Так, дело сводится к формулам
элементарной теории с соответствующим выбором величины у9фф,
если

(со ± ©„)• > ^фф, A1,33)
или

(со ± со„J < г*фф, A1,34)

где неравенства должны выполняться при обоих знаках перед
сон (разумеется, если (со — сонJ > у§фф, то и (со + сонJ > у\щ).
В радиодиапазоне случай A1,33) имеет наибольшее значение, так
как он обычно осуществляется и в ионосферном /"-слое, и в
солнечной короне.

При условии A1,33) формулы для п^г и иь2, вообще говоря,
существенно упрощаются. Так, в A1,31) можно при этом
зачеркнуть Т5фф в знаменателе; формулы A1,32) при условии A1,33)
принимают вид:

1 у(\—у)
1 — V — и

1

щ
со2 (со2 -со?)

4л ах _ 2п1х1 - м>[A — уJ + и)A—у —иJ

СО2 — СОо — "н

-ш2но>2]

со (со2

A1,35)

Нужно иметь в виду, что для применимости формул A1,35) одного
условия A1,33) недостаточно, так как при отсутствии поглощения
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знаменатель в A1,35) обращается в бесконечность при у1оо =

¦— 1 — и ( см. A1,18) для а = -х-Л . Поэтому ясно, что в
окрестности точки Уц» поглощение всегда существенно и пренебрегать
величиной 52 в знаменателе формул A1,32) нельзя, даже если
условие A1,33) выполнено. Вдали от точки у1оо для перехода
от A1,32) к A1,35) достаточно соблюдения неравенства A1,33).

Квазииродольное и квазшюперечное распространение.
Сложность выражений для пи2 и х1>2 при произвольном угле а делает
практически важной возможность приближенной замены точных
значений ге^г и х^2 формулами типа A1,30) и A1,35). Так, если

и>'н 81 п* а
4и/, 4 сое2 а 4со2 соз2 а

11 —]/и |сона

« {{ — Р^^З*,

» A -\-и) и 81П2а
2ТA —")гт-*г]

иГ = и81гга, и.1, —и соз* а,

(Н,36>

то, как можно показать, исходя из A1,5) (см. также [107]),
приближенно получим:

(и-1х);,.,= 1-
V

1 ± У и С08 а | — 15

:<¦>!.)

(со ± со^J-|-у'; эфф

^ = 2п,.,х,..=

где

0)

соь = а>я соз а =

(Ш + (О/.,J -V эфф

A1,37)

У исо сова: : Уиф. A1,38а)

Формулы A1,37) отличаются от формул A1,30) для
продольного распространения лишь заменой сон на со^. Поэтому случай
A1,36), A1,37) называется «квазипродольным».

При соблюдении неравенств

и 8Ш4 а

'шь > A-уJ !--$< 4со82 а
1#2а > 1 {-V,

и 81п2 а > [(I — уJ + я2] с1§2 а

A1,39)

имеет место «квазипоперечное» распространение: в этом случае-
приближенно справедливы формулы A1,31) и A1,32) или A1,35) для
поперечного распространения, но с заменой и на ит или со«
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на о)т, где

ит = ивт2а, (от = ш1181аа~]/гита). A1,386)
Второе из условий A1,39) относится только к обыкновенной

волне, а третье условие только к необыкновенной волне. Следует
подчеркнуть, что условия <<квазипродольности» или «квазипопе-
речности» A1,36) и A1,39) накладывают известное ограничение
не только на угол а, но и на параметры V, и и в. Неравенства
A1,36) и A1,39) являются при этом достаточными, но не
необходимыми условиями для справедливости квазипродольного и

квазипоперечного приближений. Необходимые условия
применимости этих приближений громоздки, и при несоблюдении указанных
достаточных условий лучше обращаться непосредственно к
формуле A1,5).

Остановимся еще на одном предельном случае [108, 109],
а именно распространении обыкновенной волны при отсутствии
поглощения, но соблюдении неравенств

и 81П4 а > 4 A — уJ соз2 а, A1,39а)
усоз2а>1. A1,396)

При условии A1,39а), согласно A1,6), "'=! _ „"^з* а ' а при
соблюдении обеих неравенств A1,39а), A1,396)

л; =—^=-. A1,39в)2 соз2 а у '

Легко видеть, что из A1,39а), A1,396) следует неравенство сод >
> со2, > ш2, имеющее особенно ясный смысл.

Предельный случай A1,39а) —A1,39в) интересен потому, что
при этом п2 не зависит от частоты; фазовая скорость этих волн
со с аа Д"<0)

^Ф,2 = х = ^" = сс08а и гРУпповая скорость г,гр2 = _ = с-^
( использованное выражение 1>гр = -ттг получено в § 24;
конкретный результат для 1>гр 2 сразу же получается из формулы B4,14)

1 1 \
при подстановке значения п2 = = — ) . Такое выражение

для ггр,2 аналогично формуле A4,9), определяющей групповую
скорость магнитогидродинамических волн (аналогия касается
направления ьтр и постоянства величины 1>гр; в обсуждаемом
случае угр , = с, в то время как для магнитогидродинамических волн

Распространение двух когерентных нормальных волн.
Вращение плоскости поляризации (эффект Фарадея). При
распространении волн в плазме довольно часто приходится сталкиваться
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с присутствием не одной нормальной волны, а сразу двух волн.
Именно так обстоит дело, когда на плазменный слой падает волна
с произвольной поляризацией — в плазме при этом
распространяются и обыкновенная и необыкновенная волны, амплитуда

и фаза которых определяются параметрами падающей волны
и ¦ свойствами среды. В обсуждаемом линейном приближении
нормальные волны распространяются совершенно независимо
друг от друга, поскольку под нормальными волнами мы в данном
случае понимаем строгие решения волнового уравнения (в
неоднородной среде иногда удобно говорить о взаимодействии
нормальных волн, но при этом в качестве этих нормальных волн
рассматриваются некоторые приближенные решения волнового
уравнения; см., например, конец § 20). Таким образом, в
обсуждаемом случае поле в среде имеет вид Е — Е\-\-Е2, где Е1 и Е2 —
соответственно поля в необыкновенной и обыкновенной волнах.
Будем считать, далее, что речь идет о распространении плоских
волн вдоль оси 2 при отсутствии поглощения, и рассмотрим лишь

проекцию поля Е па плоскость ху (магнитное поле //<°> лежит
в плоскости уъ).

Тогда в некоторой точке ъ можно положить (см. A1,26) с
переходом к вещественным полям; ниже следуем [77])

Е1х = азта>1, Е1у = ар соз Ы, |
Е2х=~ Ьрз'т (а>1 — ср), Е2у= — Ьсоз (а>1 — ср), |

где а и Ъ — амплитуды волн 1 и 2 (необыкновенной и обыкно-

венной), р=-—1Кх, — 1<р<0 и учтено, что К2=-^- (см. A1,27)).
Для поля Е имеем:

Ех = Е1Х + Е2х - Л 81п (сог — Фж), Еу = Е1У + Е2У-=В зш (со/ — Ф„),

А2=-^ а2-] Ъ2р2-\-2аЪрсозц, В2 — а2р2^ Ъ2 — 2аЪрсоз у,

° х а \-Ьр СОЗ ф и Ъ 8111 ф

Поле Е эллиптически поляризовано, причем большая ось эллипса
составляет угол 1Р с осью х и имеет отношение полуосей 1§ о:

1еBЧ0=,±21-^-2.Т1 /;пф , A1/Юб)
ч> *Ат™У + 4с08ф

Ь2 — а2-|-а6 I р ) соз ф
81П Bа) - ± 2 ЧР У -

12 в. Л. Гинзбург



178 ВОЛНЫ В ОДНОРОДНОЙ МАГНИТОАКТИВНОЙ ПЛАЗМЕ [ГЛ. III

При прохождении волной пути Ь разность фаз ф изменяется
от значения <р0 Д° Фо + Дф. причем

Аф = -^(п2-В1)^ (Н,40в)

Если положение эллипса в начале пути (приЬ=0) определяется
углом Ч'о. то по прохождении пути Ь угол Ч^Ч'о + ДЧ''.
Нахождение угла ДЧ? обычно и представляет интерес. Отсчитывая при
этом угол Ч1" от Т'о, будем ниже полагать А11Г = ЧГ.

При продольном распространении К1 = —1,р = —-1, и, согласно
A1,406), степень эллиптичности (отношение полуосей 1ц а)
неизменна, а 1%2УР— 1§ф, т. е.

Ч = ^- = ^{п2-щ)Ь. A1,40г)-
Разумеется, такой результат для продольного распространения
легче всего получить непосредственно (см. A1,10), A1,12)).
При квазипродольном распространении, когда р » —1,
приближенно справедливо сказанное в отношении продольного
распространения и, согласно A1,37) с уэфф = 0 и A1,40г),

1ТР о . ., 1 ш^идсоэа 4,7-104 ЛГЯ<о>соз а г .,,.-.^«^По-п^а!—: т, ь=-!—р> : Ь. A1,40д)

Эта формула будет использована в § 37. Если а = Ь, т. е.
амплитуды необыкновенной и обыкновенной волн равны, то
результирующее поле Е при квазипродольном распространении линейно
поляризовано, причем вектор Е при прохождении пути Ь
поворачивается на угол A1,40д). При афЪ этот угол определяет
поворот осей эллипса поляризации. Вращение плоскости
поляризации при распространении волн в магнитном поле называют

эффектом Фарадея.
При неквазипродольном распространении р Ф — 1

нормальные волны 1 и 2 поляризованы эллиптически и угол Ч1" нужно
определять по формуле A1,406). Ее анализ показывает, что при
р == — гКу ф —I ж

а Ъ

Ь а

1
<4 A1,40е)

фарадеевское вращение, хотя и неравномерно, но при изменении

Дф на угол, много больший 2я, среднее изменение Чг=-^-.
Однако при соблюдении неравенства, обратного неравенству
A1,40е), эллипс поляризации по мере распространения волны
лишь колеблется, но систематически не поворачивается. При
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¦|- > 2 ._ 8 колебания эллипса поляризации малы и угол Ч*
1ТГ 1 + Р2 8Ш ф

практически постоянен и равен Ч^= —._ 2-: -^т-—- или отли-

чается от этого значения на угол, кратный л/2.

Критическое число соударений и существенный кратный корень
дисперсионного уравнения. Анализ выражения A1,5) при
произвольных V, и, з и а достигается построением соответствующих
графиков. Единственное замечание общего характера, которое
мы здесь сделаем, относится к введению «критического числа

соударений» Vдфф,,(, или критического параметра:

уэфф,к _ ЮГ _ шн81П2« _ ~[/иат2а иТ ... ,.
5к~ о ~ 2шьи> 2шсо8а 2сова ~ 2"]/^ \11'41)

(если допустить выбор углов, для которых соз а ¦< 0, то в A1,41)
нужно заменить соз а на | соз а |). Смысл критического параметра
5К состоит в том, что при 5 = 5„ и V — 1 подкоренное
выражение в A1,5) и A1,25) обращается в нуль, в результате чего

(П — IX), = (П — 1ХJ = . „ . ' , '—«-.к /1 \ /<= 8Ш2а —г«кA4-со82а)
и

К± = К 2 = — 1>

Иными словами, при

,,-ш§_1 - - Ъфф - — Уафф'" _ /" 81п2 а о)Я вш2 а ,,,,,.
"^Ж-1, 8 = —-8"- <о ~ 2|со8а| -2а>|сояа| (И'41а)

дисперсионное уравнение A1,4) имеет кратный корень.
На первый взгляд это обстоятельство представляется довольно

обычным ибо, например, при переходе от анизотропной среды к
изотропной (в результате соответствующего изменения параметров)
всегда появляется кратный корень (ге — 1%I = (п — ЫJ = п — Ы.
Фактически, однако, кратный корень типа A1,41а) и кратный
корень, отвечающий вырождению при переходе к изотропной среде,
имеют совершенно различный характер. Действительно, при
вырождении дисперсионное уравнение (в данном случае
уравнение A1,4)) имеет кратный корень, но исходная система уравнений,
как и при отсутствии вырождения, обладает двумя линейно
независимыми решениями типа .Е1J = Е0, 1,2е* (-а"~кг'>). Эти два
разных решения отличаются своей поляризацией, и, например,
их можно выбрать так: ^о,1,* = 1> ^о,1,у = 0; Е0,2,х = О,
¦^о,2,у = 1- Напротив, в случае кратного корня A1,41а)
система A1,2а) имеет только одно решение рассмотренного типа Е =
= Е0е*<~и>1-'сг'>.

12*
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Последнее утверждение сразу ясно уже из того факта, что
в случае A1,41а) поляризация К1 = К2 = —1, т. е. решения
сливаются. Такой кратный корень будем называть
существенным. При отсутствии пространственной дисперсии возможность
появления существенных кратных корней помимо магнито-
активной плазмы имеется (см. [10], § 2.3) для поглощающих
кристаллов низших сингоний (ромбической, моноклинной и три-
клинной).

Как из физических, так и из математических соображений
ясно, что появление существенного кратного корня не может
приводить к уменьшению числа линейно независимых решений.
Дело, однако, в том, что второе решение имеет вид Е2 =

= Е0>2 Гу»*) е11-ш~кг\ в то время как Е1'—-Е0,хе*(ы1 •-*'•>. В
существовании второго решения легко убедиться как непосредственно,
так и совершая предельный переход к существенному кратному
корню, исходя из решения

Е-^-. т-^—. ^{Е0,2е-{к2Г — ЕоЛе-^г}, к1 г=,~(п — ЫI 2;

вблизи существенного кратного корня

Е0, и 2 =- Е0 -\- ЬЕи 2, (п — г'х),, 2 = (п — Ы) -| б (п — Ы)и 2,

где ЬЕ^2 и б (п — й*I72 — малые величины, равные нулю для
самого корня. В пределе (при стремлении к значениям
параметров, отвечающих корню) получаем решение, содержащее

член типа ( -г- г ) е1 (<»'-*»•).
Итак, существенному кратному корню отвечает появление

решений нового типа и ограничиться рассмотрением обычных
решений вида Е = Е0е1 <-ы1 ~кг'> в этом случае нельзя. Отметим,
что при отсутствии пространственной дисперсии существенный
кратный корень может появиться лишь в поглощающей среде *).

СО . @
иг —г—пг

Поэтому появление множителя г перед е ""' —е с е с
(распространение волпы по оси г) не приводит к нарастающим реше-

*) Со своеобразным типом кратного корня приходится столкнуться
и для недоглощающей среды. Так, при е' = е = 0 волновое уравнение B,25)
имеет кратный корень ге2 = 0. Общее решение уравнения B,25) при этом
таково:

*-х,у -а0,х,у-Гл0,х,уг-

Здесь, однако, сливаются (при га2 == е -»- 0) "корпи щл — 4; 1/е для волн,
распространяющихся в различпых направлепиях; кроме того, при учете

поглощения ужо е' — 8 — г —а = (п — г'яJ -ф 0.
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ниям (подробнее см. [10], § 2.3). Возможность появления
существенного кратного корня A1,41а) играет большую роль при
распространении волн в неоднородной магнитоактивнои плазме
(см. § 28). При соответствующем анализе, а также при
получении дисперсионных соотношений [110] приходится рассматривать
не только вещественные, но и комплексные значения частоты со'.
Как ясно из A1,5), кратный корень дисперсионного уравнения
появляется, если и зт4 а + 4 A — г$ — уJ соз2 а = 0, откуда
соответствующие частоты равны

("Ьфф — ^эфф.к) . ,/ „ ("^'эфф —Vэфф,кJ
2 ± У Шо 4©к, 1, 2 = I о ±

. СЬфф4^эфф,к) , •,/ „ ^эфф-^эфф,к)а
С0К, 3,4 = 1 ^ ' ^ V ^о 4

_ Шя 81п2 а
Vэ**•к ' ¦   коза! •

A1,416)

Разумеется, при Vэфф = VЭфф) К некоторые из корней ы'к
вещественны, а именно а>'к> 1,2 = ^L,1,2 = ± ш<ъ что и отвечает значению

V^—^— = 1 (см. A1,41а)).
< 1,2

Графики функций пи2 (г) и хи2(г). При Уэфф < гэфф, к
характер кривых п^2 (г>) и ки2 (*>) близок к имеющему место
при отсутствии поглощения. Если же уэфф > Vэфф,,{, то
изменение вида функций «1J и х112 весьма существенно. В условиях
земной ионосферы случай VЭфф > VЭффIк может иметь значение,
если не говорить о высоких широтах, лишь в области нижних
ионосферных слоев й и Е.

Для иллюстрации поведения кривых п^^2 и х1;2 приведем
несколько графиков, рассчитанных в [100] для ряда конкретных
случаев (см. рис. 11,13—11,15). Во всех примерах #<°) соз а =
-0,447 и #«» зт а = 0,218, т. е. Я<°> = 0,497 эрст, сон = 8,8-10|!
и а = 25°50'. Значение VЭфф1ф|К при этом равно 9,5-105.

На рис. 11,13 —11,15, а ж б приведены значения п^2 и х1J
при ^Эфф==0 для волн с длиной Я0 —80 м (со —2,36-107), Я0 = 225 м
(со=0,838-107) и Я0=490.м (ш = 0,386-10'). Отличие этих графиков
от приведенных, например, на рис. 11,6, помимо другого значения

со я
и = —2", состоит в том, что указаны величины ге1J и Х1J, а не

«^ 2 и в согласии с формулой A1,5) всегда пи 2>0, х112>0.
Таким образом, значения и*, 2 на рис. 11,13 —11,15 отвечают
величине— п2ъ 2 на рис. 11,6 и аналогичных рисунках. На рис. 11,13 —
11,15, виг приведены значения га1J и х1J для тех же волн,



182 ВОЛНЫ В ОДНОРОДНОЙ МАГНИТОАКТИВНОЙ ПЛАЗМЕ [ГЛ. III

что и на рис. 11,13—11,15, а и б, но при гэфф = 4,7*105 (\афф =
= 0,50у9фф,к) для Х0 = 80м; при ^ = 4,2-10* КФФ=--0,44уэфф) к)

у3фф~

, 1

1 '/
1

1 1 1 \

г

1,0

б)

п

1,0
,

^<
\ \
V
\
*-

Узфф

|1

О* \\ <\ч

'VЧОЧЛV, '3/рр.н

для Х0 = 225 м и при гэфф —
=3,9-105(уэфф=0,41гэфф,к)
для Я0 = 490 м.

На рис. 11,13-11,15,5
и е приведены

аналогичные кривые при гЭфф =

— 2,0у8фф1К для Я0 = 80 и
490 м и при Vэфф = 1,8уэфф, „
для Я0 = 225 м. Кроме того,
на рис. 11,13 ж и з
приведены кривые 74,2 (у) и
Х1,2(у) Для Я0 = 80 М И
^эфф ==^эфф, к-

Отметим, что даже при
УЭфф« 0,5 VЭфф) к, не говоря
уже о больших значениях
Удфф, поглощение волн
велико. Действительно, в

однородной среде амплитуда
поля затухает по закону
_ (л 2Я
е с "ыг = й я0 к1-*г и
при х1,2 = 0,1 на
расстоянии в 105ц, поле
ослабляется в е2я=540 раз. Вместе
с тем на рис. 11,13 — 11,15
встречаются значения

и1J~ 0,1 (важно, что
показатель у.и 2 велик в
области, где при отсутствии

поглощения к^ 2 = 0).
В ионосферном /'-слое,

где уЭфф~ 103-:-104, для
разобранного выше
примера (речь идет о значе-'
ниях #<0) и а)уэфф~
~A0-2^10-3)уэфф,„. Ясно,
что в этом случае кривые

Щ,2 и ки2 весьма близки к изображенным на рис. 11,13, а и б.
Поглощение влияет также на поляризацию обеих волн, и, в
частности, при учете поглощения оси эллипсов, описываемых
проекцией вектора Е на плоскость ху, не совпадают с осями х и у.
При малых поглощениях поляризация, разумеется, близка

Рис. 11,13. Показатели преломления и
поглощения для Я,0 = 80 м и различных
значений ^эфф (значения а и а>я
указаны в тексте; пупктир относится к
волнам типа 1, сплошные линии—к волнам

типа 2).
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к имеющей место при отсутствии поглощения; наибольшие
отклонения наблюдаются вблизи точки V = у2о — 1. где поляризация
сильно изменяется с изменением и (см. рис. 11,9 и 11,12 и
формулу A1,25)).

Громоздкость общих выражений A1,5) для (п — т)\2 и A1,25)
Р

для К1г— -^— делает иногда целесообразным использование

для определенияп,%жКномограмм, которые можно найти в [101 ].
Влияние ионов на

распространение высокочастотпых волн. В

нижних ионосферных слоях, в
особенности в 1)-слое, на распространение

п

2,0

у^гв

1.0

/\

\/

г,о

1,0

\ 1
1 '

1 .
1,0 2,0 "и 0 1,0 2,0 V
а] б)

х

2,0

п

гл

ко /.о

1 .

п

2,0

1,0

\

/ V
и \

^Ьч
1 1 Ы_.

1,0 -

1,0 2,0 3,0 V 0 1,0 2Л 3,0 V

а) , б)
Уфф'ЗВЮЧЩрм

2 %
2,0-

I? =С-*_
1,0 2Л V 0 1,0 2Л' V
В) г)

п

2,0

1,0

1

Ь-"'
|— | 

1,0 2,0 V

В1

п

2,0

1,0

1,0 2,0 3,0

УпрдГФ/ОЧОУф^
1-— %\

1,0

о

1

1,0 г,0 3,0 V 0 1,0 20 3,0 ~Ъ
•>) е)

Рис. 11,15. Показатели преломления
ния и поглощения для %а = 225 м и поглощения для Х0 = 490 м и раз-
и различных значений VЭфф (зна- личных значений VЭфф (значения а
чения а и а>я указаны в тексте). и а>ц указаны в тексте).

Рис. 11,14. Показатели проломле-

радиоволн могут оказывать влияние не только электроны,
но и ионы. При отсутствии земного магнитного поля влияние
ионов учтено в § 3, где показано, что при пренебрежении
поглощением ионы с концентрацией -/V*, массой М и единичным
зарядом вносят в выражение для 8 такой же вклад, как электроны

с концентрацией ЛгЭфф = -р -/V; (см. C,4)).] При учете поглощения
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положение несколько усложняется, так как эффективные числа
соударений для электронов и ионов различны. Электроны и
ионы неэквивалентны также при учете влияния земного

магнитного поля, так как влияние магнитного поля на электроны и ионы

определяется соответственно значениями гироскопических частот

@Д = е 1 Л"»
тс

Ни = е#«»

0,5 эрст йя

Мс

150 и Хл =

т

~М
2кс
-Г7(йя(для ионов 0± при Я@).

^ н 10 000 км ). Поэтому в
высокочастотном случае, когда циклическая частота радиоволн со >
> Йн (см. A0,5)), влиянием магнитного поля на ионы можно
обычно пренебречь (подробнее см. § 14). Это обстоятельство,
на которое уже не раз указывалось, обеспечивает возможность
вообще пренебречь ролью ионов только, если их концентрация
N1 сравнима с концентрацией электронов. Обычно именно такой
случай и предполагался имеющим место, что не всегда вновь
оговаривалось. Если же ./У; > И, то ионы могут оказывать
заметное влияние и в случае высокочастотных волн. При этом
выражение для тензора г'ц имеет вид:

гя = е;м + (е^-1).6У7, A1,42)
где е{'(е> — тензор г'ц при отсутствии ионов (см., например,
выражение A0,12)) и в рамках «элементарной теории»:

. 4я0D) . АпеШ, .

VI — АяеЩь
„(О ЛГт(<а-^$ф)

1 — Щ

Мш2

A1,43)

„(О
где Vэфф — эффективное число соударений ионов с массой М
(для простоты считаем, что все ионы однократные и масса их
одинакова) со всеми частицами, присутствующими в среде
(электронами, ионами, молекулами). Выражение A1,43) есть,
очевидно, просто комплексная диэлектрическая постоянная
изотропной плазмы при учете движения одних только ионов.

Исходя из A1,43), можно так же, как это сделано при
пренебрежении движением ионов, найти значение величины (п — г'х)*J.
При этом вместо A1,5) получаем:

(* -  1,1 =

= е (О
2-2-

^)

2A-1$I1—"—й]-«8га!а± У и2зт4а+4и{1—"—V 6(г) / Г \ еA) 1в| соз2а
A1,44)
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где V, и и в имеют такой же смысл, как и при отсутствии
"Три сравнении A1,44) с A1,5) ясно, что учет ионов сводится4ЯеШ __ ч>Ъ
к замене в A1,5) величины у = —^~- -•> на

• нию всего выражения на е^-
е@

и к умноже-

Рис 14 46 Квадрат показателя преломления в случае смеси электронов
„ионов. Параметр 1 = ^, где *.- ^ - концентрации электрон»
и ионов' а « и К-их массы: ,) Я0 = 80 *: б) Я„ = 225 *. Жирная ли-и ионов, тци_ ^^ тоикая линпя; | = с0) „уяктир: Е = *-

В частных случаях: при Н<°> = 0, при продольном и при
поперечном распространении-имеем:

Яс0) = 0: (п - мI, = (л - гХ>о = 8('« - Т=17 =

= 1- 4 — г« 1 — 1*г '

а _= 0: (п - 1'х)?. , - %) - 7^7^77 ' A1,45)

а- {п — 1У.)\-~-г'{г)— A_и/!____» -и
¦(*)

(„ _ гх)^ = (л. — г'хH2.

Подробный анализ формулы A1,44) проведен в [100].
Ограничимся здесь тем, что приведем на рис. 11,16 кривые ^ -
= (я - йОЬ ИРИ отсутствии поглощения для того же случая.
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что и на рис. 11,13—11,14 (К0 = 80 и 225 м, сон = 8,8-10е, а =

= 25°50') при I = %¦=%%¦ = 0, 1 и с» (| = 0 - одни
электроны, | = оо — одни ионы, 1 = 1— вклад электронов и ионов
в значение е при отсутствии магнитного поля одинаков).

О поглощении и излучении электромагнитных воли магнито-
активной плазмой. В заключение остановимся на одном моменте,
¦существенном для понимания вопроса о поглощении и излучении
электромагнитных волн магнитоактивнои плазмой. Из общего
выражения A1,5) для (п — 1у)\л можно видеть, что при я2 =

= -^р<1 поглощение является наибольшим вблизи резонанса,

т. е. в области, где при отсутствии поглощения п\^ неограниченно
возрастает (это особенно ясно из относящихся к частным случаям
¦формул A1,30) и A1,32)). Другими словами, при достаточно

о эфф
малом з' = —\- «холодная» плазма заметно поглощает лишь

вблизи точек и12 °° (см. A1,18) и A1,22)).

При а = 0 точке у1оо = —^- отвечает частота 0^ оо^созо = соя-

•Однако при всех других значениях а я ифО имеем со,» ф соя и,
зх /—~~~—¦

например, при о, = -^- получим со» = К^о + ^н (см. также ниже
¦формулу A2,3)). Как известно, если система поглощает волны
на какой-то частоте, то она и излучает волны той же частоты;
в частном случае термодинамического равновесия этот вывод
непосредственно следует из теоремы Кирхгофа. Таким образом,
магнитоактивная плазма должна излучать волны
преимущественно вблизи частоты юх. С другой стороны, нерелятивистский

I е1Я<0)
электрон в магнитном поле вращается с частотой соя = —!

и в вакууме излучает волны только этой частоты. При переходе
к разреженной плазме, когда соя > ^8фф, электроны большую
часть времени, так же как в вакууме, вращаются с частотой
соя и должны, казалось бы, по-прежнему излучать только частоту
«я и весьма близкие к ней.

Получающийся парадокс разрешается [111], если учесть, что'
среда влияет на излучение движущейся в ней частицы, причем
в некоторых случаях это влияние меняет весь характер
излучения. Простейшим таким примером является гармонический
осциллятор частоты со, помещенный в изотропную плазму с 8 =

= Я2 = 1 — -^§- < 0. Поскольку поле в таких условиях затухает,
излучение при со < со0 вообще невозможно. В случае электрона,
вращающегося в магнитоактивнои плазме, положение не так
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просто. Однако из относящихся сюда общих формул (см. [112])
можно показать, что в нерелятивистском пределе электрон в
рассматриваемых условиях при отсутствии соударений вообще
не излучает. При учете соударений электрон излучает, конечно,
и в магнитном поле, но это излучение является тормозным.
Именно такое тормозное излучение и испускается
нерелятивистской плазмой; оно особенно сильно вблизи частоты со,», так как
интенсивность тормозного излучения (как и дипольного
излучения вообще) увеличивается с ростом показателя преломления *).

Может возникнуть также такой вопрос. Из уравнений
движения A0,8) и их решения A0,9) как будто следует, что резонанс
в плазме имеет место на частоте соЯ| фактически же он смещается
к частоте Юс*,. За счет чего же происходит это смещение? Ответ,
разумеется, дается всем проведенным в §§ 10, 11 рассмотрением,
но кратко можно сказать, что сдвиг резонансной частоты связан
с учетом коллективного движения электронов в плазме,
приводящим к изменению поляризации нормальных волн в среде
по сравнению с их поляризацией в вакууме. В качестве пояснения
рассмотрим поведение одного из электронов плазмы под

действием необыкновенной волны в случае а = -^ (поле Ш0'
направлено по оси у, соударений не учитываем). Компоненты скорости
вынужденных колебаний электрона при этом равны (подробнее
см. [111]):

_ ге Ех—1~\/ИЕх _ хе (у — 1) Ех 1
Уу = 0, ты и —1 тпшA — V — и)

ге Ег-\-1~\/и.Ех геЕг
A1,46)

)

где учтено, что для необыкновенной волны при а = -^~ имеем:

Еу~ 0 и ЕxVУи = ^Ег(и-\-V—^).

Резонансный знаменатель и — 1 = —5 1 заменяется здесь насе2

ОJ ^Н
1 — V — и=1 1 2" потому, что в волне, распространяющейся

*) Нужно заметить, что при учете пространственной дисперсии и

конкретно членов порядка ( — ) и более высоких (уг = 1/ ——скорость
электрона) появляется, разумеется, излучение и на частоте со^ и на ее
обертонах (см. § 12, а также [74, 77, 113—115]). Этот эффект приводит к замет-

/"°'т У.Т
ному поглощению уже при Т ~ 10е °К ( -—- = —;- ~ 10 , солнечная коро-

\ с* тс*

на ). Учету влияния теплового движения на распространение волн в маг-

«итоактивной плазме посвящен следующий § 12.
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в магнитоактивной плазме по оси 2, компонента ЕгфО, а роль

действующего поля играет выражение Ех — 1\гиЕг (в
изотропной среде, если действующее поле не равно среднему,
собственная частота поглощения осциллятора также смещается).

Отмеченное обстоятельство — смещение резонанса, связанное
с изменением поляризации нормальных волн для среды (по
сравнению с вакуумом), полезно проиллюстрировать также несколько
иным способом (см. [72], стр. 34).

Как ясно из A0,10), в системе координат с осью г',
направленной по полю Д@\

°* ± ">* = С1- со (со^ со»)) &* ± 1ЕЛ (И'47>
где для простоты пренебрегается поглощением, а оси х и г/'пер-
пендикулярны к оси г' (обозначения х, у, г сохраняем для системы
координат, в которой поле/2(°> направлено под углом а к оси г).
Далее, согласно A1,2а) в тех же условиях

Ъ--^гР{Е-я{8Щ}, в = у, 5-1, А = -^-в. A1,48)

Если угол а между в—-т- и полем 1/<°> не равен нулю, то при

со = соя показатель п конечен (см. выше). Отсюда и из A1,48)
очевидно, что при со = соя и а Ф 0, при конечном поле Е индукция
Б также копечна. В силу A1,47) это означает вместе с тем, что
при а Ф 0, со = соя

Ех>=—1Еу, афО, со = --соя. A1,49)

С другой стороны, как мы видели выше (см. A1,10) — A1,12)
и последующее рассмотрение), при строго продольном
распространении (при а^=0) в волне (+), для которой п\ (со ->- сон) =
= п\ (со ->- сон) -*- оо:

ЕхГ=1Еу, а=0. A1,50)

Легко видеть, что в этой волне (+) поле вращается в том же
направлении, в каком вращается электрон; этим и объясняется
появление резонанса при со = соя и а = 0. Но из
сопоставления A1,50) с A1,49) ясно, что при со = соя и а Ф 0 поле в
необыкновенной нормальной волне вращается уже в сторону,
противоположную направлению вращения электрона. В обыкновенной
волне проекция поля Е на плоскость, перпендикулярную к
внешнему магнитному полю Шй\ меняется по величине
(эллиптическая поляризация) и резонансное влияние поля на движение
электрона при со = соя также не имеет места.
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§ 12. Пространственная дисперсия и плазменные волны
при наличии магнитного поля (учет теплового движения)

Предельный переход к изотропной плазме. При переходе от
магнитоактивной к изотропной плазме (т. е. при стремлении
к нулю внешнего магнитного поля #<°>) в высокочастотном
случае должны быть получены три нормальные волны: две поперечные

пг

гл

1,0

- 0

-1.0

-АО

.

\^1

1М\ го

б)

3.0 V

Рис. 12,1. Функции 7Г|,2 [р)\ а) а = 45°, и =^=0,01; б) и —> 0 (переход
к изотропной плазме).

и одна продольная (плазменная). Между тем в магнитоактивной
плазме существуют только две волны: обыкновенная и
необыкновенная. Ответить на вопрос о характере предельного перехода
к изотропной плазме наиболее просто, рассмотрев кривые п\^

при малых значениях ц = ~ и при и -> 0 (рис. 12,1) *). Мы
видим, что при и ->- 0 кривые п21>2 переходят не просто в прямую
п1 — 1 — V, но также в вертикальную прямую V — 1. При неучете
пространственной дисперсии прямая V — —-^а- = ~г = -1 на
рис. 12,1, б как раз и отвечает плазменной волне в изотропном
случае (см. (8,1)). Характер того же предельпого перехода легко

*) Ниже, если не оговорено противное, поглощения но учитываем.
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проследить и на графиках функции п\^ в зависимости от
аргумента (О/Сйо-

Впрочем, указанная особенность хода кривых п\^ ясна и без
построения графиков, если учесть, что при и -*• 0 получаем

У1>2°° = 1_ц~Г52а ~*" 1 и всегДа при а ^= 0 будет у20 = 1 и у10 =
= 1 ± ]/"« ->¦ 1. Если иметь в виду не только ход кривых п\^ (у)г
но также и поляризацию нормальных волн, то требования,
связанные с предельным переходом, тоже соблюдаются (напомним,
что при V ->¦ г;1Jоо волны 1 или 2 линейно поляризованы в
направлении распространения; см. § 11).

Точно с таким же в качественном отношении предельным
переходом мы имели дело в § 11 при любом и и угле а ->• 0 (см.
рис. 11,10). Это совпадение не случайно, так как при а = 0
обыкновенная и необыкновенная волны являются чисто поперечными
(Ег = 0, Ех = ± гЕу) и при пренебрежении тепловым
движением (т. е. без учета пространственной дисперсии) магнитное поле
заведомо не влияет на упорядоченное движение частиц по полю.

По последней причине в любом поле при а = 0 должна
существовать продольная волна, бегущая вдоль поля, т. е. должна
существовать плазменная волна у = 1. Это обстоятельство видно-
не только на рис. 11,10, но и из исходных уравнений (при а = О
условие Бг = 0 имеет вид Иг = гггЕг = гЕг = 0, что и
приводит к «дисперсионному уравнению» для плазменной волны
V = ауа2 = 1; см. § 8).

Заметим также, что отмеченные особенности предельных
переходов при и -> 0 (или сод- -> 0) и а -*¦ 0 отнюдь не являются
типичными только дЛя магнитоактивной плазмы. Напротив, они
характерны для любой анизотропной среды (переход и -> 0
соответствует исчезновению анизотропии, а переход а -*- 0 отвечает
приближению к одной из главных осей; см. [10]).

Может возникнуть все же некоторое недоумение, связанное
с тем, что в изотропном случае при пренебрежении
пространственной дисперсией в точке V = 1 существуют три волны,,
а в анизотропной среде в любой точке (при любом V) только две
волны. Поскольку предельный переход, как показано,
осуществляется нужным образом, здесь вряд ли есть основания для'
беспокойства. Ситуация становится, однако, значительно более
прозрачной, если вспомнить, что при пренебрежении
пространственной дисперсией о плазменных волнах можно говорить лишь
в довольно условном смысле. При учете же пространственной
дисперсии кривая п3{и) для плазмы имеет вид (см. (8,32)):

^<") = -щ1рда-1рГ' №=¦&• A2,1>
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Поэтому три волны (три значения п2) имеются не только в точке-
и — 1, но в целой области в окрестности этой точки (границы
этой области определяются условием малости затухания; см.
(8,19), (8,39)) *).

Об учете пространственной дисперсии в анизотропной среде.
.Учет пространственной дисперсии в анизотропной среде и, в
частности, в магнитоактивной плазме приводит к такому же
результату. Этот вывод можно понять без всяких расчетов (см. [13,32]).
Действительно, в начале § 11 указывалось, что дисперсионное
уравнение для п2 должно было бы быть уравнением 3-й степени для п2,
но фактически является уравнением 2-й степени. Таким образом,
имеет место некоторое вырождение: коэффициент при пе равен
нулю, и третий корень п\ уходит на бесконечность. Естественно,,
что при учете нового эффекта — пространственной дисперсии —
вырождение снимается и появляется конечный третий корень п\.
В изотропной плазме этот третий корень определяется выражением'
A2,1). При Т-ь0 корень п\ (у)->-оо, за исключением одной точки
V = 1. Появление этой точки связано с другим вырождением —
изотропией, причем и в изотропной среде при Т = О уравнение-
для п2 2-й степени и условие существования продольного поля
е (у) = 1 — у = 0 не определяет какого-то значения Я|.

Приведенные соображения позволяют также, заключить, что
третья волна (третий корень) п\ должна быть существенна в
районе, где п\ или п\ стремится к бесконечности. В самом деле, если
в уравнении ап6 + 6Л* -\- сп2 -\- в, = 0 коэффициент а очень
мал, то корень п\ очень велик (т. е. п\ -*- оо при а->0); при
этом корень й| минимален, если при данном а стремится к нулю
коэффициент Ъ, т. е. уходит на бесконечность еще один корень
уравнения. Таким образом, в плазме можно ожидать, что
значения и, будут не слишком велики только вблизи точки V^^ао,.
т. е. при условии **)

].-и-V^иVСо&2а = \ %-- -Щ- + -^ соз2 а - 0, A2,2)
*) Как было указано в §8 , в силу требования малости затухания плаз-

менпых волн в выражепии для п\ можно заменить 1 \ на 2 ' 1 1 .

Здесь и в дальнейшем удобнее, тем не менее, не всегда пользоваться
упрощениями такого типа.

**) Уравнение A1,4) при отсутствии поглощения имеет вид:

A — и — V + иу сое2 а) ге* -\ [и B — и — V соз2 а) — 2 A — VJ] п2 +
+ A —1>)[A —1>J —и] = 0. A2,3>

Корни этого уравнения определяются выражением A1,6) и обращаются

в бесконечность в точке V, 2оо = -; «— (см. A1.18) и A1,22)). Этовыра-
1 —и соз^ а

жение для У1>2оо получается проще всего из условия равенства нулю
коэффициента при й'4 в уравнении A2,3), т. е. из условия A2,2).



192 ВОЛНЫ В ОДНОРОДНОЙ МАГНИТОАКТИВНОЙ ПЛАЗМЕ ИЧ1. III

или со4 — со2 (а»н + <»о) + а1ан сов2 а = 0. Частоты со»,
удовлетворяющие этому условию, таковы:

«& = -^-^ ± ]/ 4 "' ©;ШЬ соз2 а. A2,2а)
Учет пространственной дисперсии в анизотропной среде можно

¦осуществить в общем виде феноменологически [10,13], подобно тому
как это было сделано в начале § 8 в отношении продольных воли
в изотропной среде. Имея в виду только случай магнитоактивной
плазмы, поступим иначе, сразу же рассматривая
пространственную дисперсию, обусловленную тепловым движением электронов.
При строгом анализе проблемы распространения
электромагнитных волн в плазме с учетом теплового движения
(пространственной дисперсии) нужно использовать метод кинетического
уравнения или метод коэффициентов Эйнштейна (в случае
равновесной плазмы этот последний метод сводится к использованию
закона Кирхгофа). При наличии магнитного поля
соответствующие расчеты довольно громоздки, особенно в случае применения
кинетического уравнения [3—8, 62—68, 91—95, 116—122].
Поэтому, прежде чем остановиться на некоторых результатах
кинетической теории, рассмотрим задачу в квазигидродинамичо-
<жом приближении, уже использованном в конце' § 8 (см. также
[2-4, 77, 121-124] и § 13).

Квазигидродинамическое приближение. В квазигидродинамк-
ческом приближении исходим из уравнений (здесь учитывается
только движение электронов):

= е('л? + ±[|,в1Г@)])--^—1»уЭфф»в> 1т е с11 " \~ ' с '"<•'" V

81

л п л *¦ -п 1 д*Е Ал дЭ' 4, лг
ЬЖ—ът&&&1уЕ—0Г-шг = -2Г-ш-, 3 =еНье

A2,4)

Если пренебречь членом с давлением, из этих уравнений,
получаются, конечно, результаты § 11.

Учитывая давление, производя липеаризацию (скорость V*
мала, изменение концентрации АТ' < М) и пренебрегая
затуханием, для плоских монохроматических волн из A2,4) получаем

дисперсионное уравнение для пг ——^- :

р*2 A —исо82а) /г6 — [1 — и — и-\-ии сов2а-г2|32A — V — и соз2 а)] и4 -)-

••) - [2 A — г;J — и B — V — V соз2 а) +|32 A — 2и + V2 — и сов2 а)]7г2 +
-ЬA-г;)[ц-A-1;J]-0, A2,5)
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где Р у \е -^§- — V \е Рт — величина порядка отношения
средней тепловой скорости электрона к скорости света. В отсутствие
теплового движения (при р —»0) уравнение A2,5) переходит
п A2,3). В интересующей нас нерелятивистской плазме

Р2 - Не-5-<1. A2,6)
Например, в солнечной короне (при Те~ 106ОК)

Рт--^- Ю-4.г тс1

В силу условия A2,6) ясно, что во всей той области
значений параметра и, где корни п\ и п\, вычисленные при Р2 = 0,
не слишком велики, тепловые поправки малы. Третий корень
уравнения A2,5) при этом велик, т. е. определяется первыми
двумя членами и поэтому равен

A2,7)

~2 \—и — г;-(-ыус052а
"з^ A-й сов* а) 02

К|«К|, К1«Кз

Корень A2,7) может быть не очень велик только вблизи точки иж,
определяемой условием A2,2).

Таким образом, принятая квазигидродинамическая модель,
как этого и следовало ожидать, приводит к следствиям,
находящимся в соответствии с изложенными ранее соображениями
общего характера. При а — 0 (продольное распространение)
уравнение A2,5) приводит для поперечных волн к
выражениям A1,9) для пги% = п±, а для продольной волны к
выражению A2,1) для п\. Уже здесь подчеркнем, что полная
независимость выражений пг± от Р2 является лишь следствием
использованного приближения и не имеет места при кинетическом
расчете (см. ниже).

При а—-*- (поперечное распространение) получаем старое

решение п\ — 1 — V для обыкновенной волны и уравнение

р2/г4-1-[(г;-1)A-!-р2) + и]и2 + [A;~1J—и] = 0, A2,8)

которому отвечают решения й\ и п\.
В соответствии со сказанным ранее корень й\ очень велик

везде, кроме окрестности точки

и1°° - 1-исо8*а "- 1 "*

1" В. Л. Гинзбург
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корень п\ вне окрестности этой точки практически определяется
старым выражением (см. A1,14) с 5 = 0).

Вблизи точки V^оа ход кривых п2из (и) при и < 1 ясен из
рис. 12,2 и 12,3, где пунктир относится к решению й*.
Напомним, что в области отрицательных значений пг
соответствующие волны сильно затухают (затухание происходит по закону
-4|п|г

х2 при п2 < 0).поскольку п'=
Особенно важно подчеркнуть, что решение п\ не образует

какой-то независимой ветви функции Я2. Появление третьего
решения связано с
другим — с исчезновением

разрыва функции п\ и
такой деформацией кривых,
что данному значению

V отвечают уже два

значения й2 (об
обыкновенной волне речь сейчас не
идет). Если при Р -> 0
полюс имеет обыкновенная

волна, т. е. п\ (у2оо)->°о
(это имеет место в области
и > 1, иь-~ и соз2а > 1),
то плазменная волна

является продолжением

ветви п\ (у); сказанное ясно
из рис. 12,4.

О плазменных волнах
в магнитоактивной

плазме. В силу такого хода

кривых ясно, что
деление волн на

необыкновенную и плазменную (при
и<Ц) или
обыкновенную и плазменную (при
и>1, и соз2а>1)
является весьма условным.

Собственно, в магнитоактивной плазме никаких особых

плазменных волн нет и лишь по соображениям удобства и с точки зрения
характера предельного перехода к изотропной плазме
соответствующая часть кривых п\ или п\ будет называться кривой для
плазменных волн. Припятое определение соответствует, очевидно,
тому, что плазменными волнами называются волны, для которых
при Р2 ->¦ 0 не сушествует конечных значений п\ (см. рис. 12,2—
12,4).
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Рис. 12,2. Функции п\ (сплошная линия)
п п\ (пунктир) при и =0,1, а = 90° и (З2 =- Ю-5
(квазигндродинамическое приближение).
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При квазигидродинамическом подходе в пренебрежении
соударениями волны не затухают, даже если их фазовая скорость
сравнима со скоростью теплового движения электронов. Между тем
кинетическое рассмотрение приводит (как и в случае продольных
волн в изотропной плазме) к возможности появления затухания,

п
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Рис. 12,3. Функции п\ (сплошная Рис. 12,4. Функции п\ и п\ при
линия) и п\ (пунктир) при к = 0,5,
а — 10° и Р2 — 10-4
(квазигидродинамическое приближение). Пунктиром
из точек показаны кривые п\ при
тех же значениях и и а, но р2 = 0.

и = 2, а = 10° и р2 = 10-'* (квазигид-
родинамическоо приближение).

не связанного с соударениями. Кроме того, нужно подчеркнуть,
что и для вычисления Л2 в области, где затухание мало,
квазигидродинамический подход в случае магнитоактивной плазмы
значительно более ограничен, чем в изотропном случае. Дело
в том, что для продольной волны в изотропной среде просто
по соображениям симметрии в дисперсионное уравнение может
входить лишь один неизвестный коэффициент (см. § 8). Именно
поэтому, выбирая в (8,16) значение |е равным 3, мы могли

13*
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получить полное совпадение квазигидродинамического и
кинетического результатов. В случае же анизотропной среды учет
пространственной дисперсии приводит к появлению более сложных
выражений с несколькими коэффициентами. Между тем в
уравнениях A2,4) мы считали тензор напряжений сводящимся к
давлению, т. е. по-прежнему вводили только одну неизвестную

постоянную \е- Сказанное приводит к тому,что ни при каких значениях \е
дисперсионное уравнение A2,5) не совпадает с приводимым ниже
уравнением A2,52), получаемым в кинетической теории.
Практически отличие сводится к разнице в коэффициентах у Я6,
которые в обоих случаях порядка $\, но по-разному зависят от и, V
и а. В частности, при квазигидродинамическом подходе как

при и <С 1, так и при и соз2а > 1 (и всегда используемом условии
Р2 < 1) все три корня п\^3 уравнения A2,5) всегда вещественны.
В кинетической же теории, как мы увидим ниже, это не так.

Для однородной среды, поскольку кинетическое рассмотрение
проведено, квазигидродинамический расчет в силу сказанного,
по меньшей мере, излишен. Ценность такого расчета состоит в его
наглядности, а также возможности провести его без особого труда
и в тех случаях, когда кинетическая теория сталкивается с
большими математическими трудностями (многокомпонентная плазма,
содержащая ионы разных сортов или молекулы; неоднородная
плазма и т. д.).

Кинетическая теория. Перейдем к кинетической теории
высокочастотных волн в однородной магнитоактивной плазме.

Исходными являются уравнения (см. D,2) и (8,25)):

. „ ¦ т -г, 1 ^2-Е 4я дЗ' л, С , | A2,9)

здесь соударениями пренебрегается и кинетическое уравнение

уже линеаризировано Г функция распределения /=/0-т-ф.
|ф|<|/о|; магнитное поле волны |#|<Я@); если
невозмущенное распределение является максвелловским, как это будет ниже

тт2
т

предполагаться, то /„ ¦-:¦ /00 ¦¦=¦ N I 2^Т ] " е 2кГ
Система A2,9) отличается от использованной в § 8 только

членом, содержащим внешнее магнитное поле Н<°). Этот член
приводит к очень сильному усложнению всех вычислений даже
при решении задачи методом Фурье, т. е. путем подстановки
Ф = Фо (г>) е'<<0('Лг'. Вместе с тем, в принципиальном отношении
расчет ведется так же, как в изотропном случае (см. § 8). В резуль-
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тате получается дисперсионное уравнение, определяющее связь

между со и к, причем в знаменателях подынтегральных

выражений типа (8,41) вместо со — кг фигурируют величины

со—ясоя— &угсо8а; 5 = 0, +1, +2, ±3,...,

где гг — проекция скорости электрона плазмы на направление
магнитного поля //<°>, выбранного за ось г, и а — угол между
Н<°> и к.

Если эти знаменатели обращаются в нуль, т. е.

ш = 8соя-{- кгг соза, A2,10)

то решение уравнений методом Фурье незаконно, и нужно,
например, решать задачу с начальными условиями. В результате для
нахождения комплексной частоты со' — со + гу в зависимости
от к оказывается пригодным дисперсионное уравнение,
получаемое методом Фурье, но с интегрированием по VI по контуру,

обходящему сверху резонансные точки иг — -—^ .
а СОВ О,

Природа поглощения, не связанного с соударениями. Прежде
чем привести получающиеся таким образом выражения для со (к)
и у (к), остановимся на физическом смысле условия A2,10) и тем
самым на природе поглощения, не связанного с соударениями.

В магнитном поле электрон вращается вокруг линий поля
I е I Нт тс%

с частотой соя — -—! =- , равной в нерелятивистском пределе
I е I #<°>

частоте сон ~ ¦—! ; кроме того, электрон может иметь

произвольную скорость иг < с вдоль линий ноля. Движущийся таким
образом электрон (или другая заряженная частица) излучает
электромагнитные волны как вследствие наличия ускорения
(магнитотормозное или синхротронное излучение), так и при
выполнении соответствующего условия в силу эффекта
Вавилова — Черенкова *).

При вычислении спектра и интенсивности излучения в
произвольной среде наиболее простым и эффективным методом
является использование разложения поля на нормальные
плоские волны, могущие распространяться в данной среде [125 —
129]. Векторный потенциал поля представляется при этом в виде

Л—^- «Я;?я.; (О ^^ -г комплексно сопряженный,

*) При наличии соударений к магнитотормозному и черепковскому
излучению прибавляется тормозное излучение, возникающее в результате
ускорения электрона во время соударения.
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где а%) — комплексные векторы поляризации, отвечающие
нормальным волнам / = 1 и / = 2 (разумеется, в негиротропной
среде векторы а%] вещественны, если не говорить о случае
вакуума, когда их можно выбрать и вещественными и комплексными).
Подставляя А (в виде ряда) в уравнение поля для А, после

умножения на ——- а1}ё~1ккг и интегрирования по пространству полу-
чаем уравнения для д^:

'ях3 + в>1}Чи =У^-^~ №}) е-"*г' - / (*), A2,11)
с2к\ йг

где е>Ъ~—— 1 ге и г>е = —т-^-—радиус-вектор и скорость излу-

чающего электрона.
Если не говорить о численном множителе, то вид «силы» / (I)

в A2,11) ясен сразу же — достаточно вспомнить, что плотность
тока, связанного с движущимся электроном, равна

^е=еVе(^)8(^ — ^е), \ вб (Г— Ге) Лг — в,
4я а

а в уравнениях поля в правой части стоит выражение — «/<,;

следовательно,
-гк.г

) Эеа1)е-1кг йг = е {ьеа1^) е~
что и отвечает правой части в A2,11).

Частоты, излучаемые движущейся частицей, могут быть сразу
же определены, если учесть, что излучению отвечают

нарастающие во времени решения для дц (при излучении энергия поля
все время возрастает, что возможно лишь в случае возрастания
д^з). В свою очередь нарастание д^ во времени может иметь
место только при резонансе, когда в спектре «силы» / (I) в A2,11)
присутствуют частоты, равные каким-либо возможным

значениям частоты и>х] = — . Рассмотрим, например, равномерное

движение электрона, когда ге — VI. Тогда в спектре силы / (I)
присутствует лишь частота кг, и условие излучения (им = со =
= 7ег есть как раз условие появления черепковских волн
(подобный способ [130] получения условия черенковского излучения
представляется нам одним из простейших). Для электрона в
магнитном поле получаем:

Ге = {г0со5A>н1, г08'та)н1, иг1},
Vе={ — V_^8тш*1^, У^СОЗСОн*, Уг}, V^_ = Г0й>я,

1A) — сопз1 (— а*г;^ 81П йя^ 4 о*^л. сое а»я^ + а*^г) X
* 1

Хе—1{кг0 з1п а б!п е>д1+к соз а- »г<}
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где оси координат для простоты выбраны так, что кх = 0.
Используя разложение плоской волны по бесселевым функциям

+°° . *
ехр { — 1кхг0 81п а зш ©нО - ^ А (^я/о 8*п а) е~а8С°н',

8= —оо

без труда убеждаемся в том, что условие резонанса имеет вид:

со — 8а>н -Ь киг соз а; 8=0, ± 1, ±2, A2,10а)

и в нерелятивистском случае переходит в A2,10).
Условие A2,10а) при 5 = 0 есть условие черенковского

излучения для частицы, движущейся со скоростью у2. При 8 Ф 0

вместо A2,10а) можно написать (к ——п(со, сова) } :

б->0: со = ^ ; 5<0: © = — , A2,106)
1 — га соз а ——га соз а— 1
с с

причем частота со, как и в формулах A2,10), A2,10а) и всех
других, всегда положительна *).

Если скорость и± <С у2) то электрон в магнитном поле излучает
подобно двум соответствующим образом выбранным диполям,
движущимся вдоль поля со скоростью уг » V, этому случаю
отвечают значения 8 = ±1 (точнее, более высокие обертоны не играют

роли, если кг0 зш. а = — п — зт а < 1). В подобных условиях

формулы A2,106) являются частным случаем формулы для
эффекта Доплера в среде [131, 132]

«Л^Р = "* , A2Д2)|1 —ргссоза| 11 — ри соз а | ' ч ' /

*) Излучение, отвечающее значению « = 0, называют обычно черенков-
ским, а излучение при * Ф 0 — магнитотормозным или синхротронным;
нужно, однако, иметь в виду, что такое разделение носит несколько
условный характер (см. [74]). Например, при и2 = 0 (движение по окружности)
излучение при * — 0 отсутствует. В то же время из физических
соображений очевидно, что при достаточно большом радиусе кривизны излучение
при р2 - 0 и Рв > 1 будет по своему характеру весьма близко к черенков-
скому. В случае же использования упомянутой терминологии излучение
при их = 0 является чисто магнитотормозным, и формально такое название

л оправдано, поскольку спектр при неучете эффекта Доплера или при а=-н-
дискретен (со = «(он), а интенсивность излучения не стремится к нулю
при переходе к вакууму. Таким образом, пользуясь термином «магнитотор-
мозное излучение», не нужно забывать, что при движении заряда в среде
такое излучение по своему характеру может радикально отличаться от
излучения в вакууме.
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где со,- — собственная частота излучателя в системе отсчета,
в которой он покоится, а со} — его частота в лабораторной системе
(в случае движения в магнитном поле со] = со*?); далее, в A2,12)

Р — — , а — угол между волновым вектором А; и г» и в общем

' к, \
случае п —п1 со, -г- ) .

Область углов внутри черенковского конуса (область, где
ргесоза>-1), на котором $п соз а = 1, отвечает аномальному
эффекту Доплера, а область фп соз а < 1 отвечает нормальному
эффекту. Появление аномального эффекта Доплера, как и
черенковского излучения, возможно, разумеется, только при

сверхсветовой скорости, т. е. когда р*п -= — га>1. В случае движения

в магнитном поле аномальному эффекту отвечают значения * < 0
в A2,10) и A2,10а, б).

Если частица испускает излучение с какой-то частотой со, то
и поглощать она будет излучение такой же частоты, как это
хорошо известно и из классической, и из квантовой теории.

Таким образом, становится совершенно ясной природа не
связанного с соударениями поглощения волн в магнитоактивной
плазме на частотах, удовлетворяющих условию A2,10). К тому
же результату можно прийти, рассматривая при движении
электрона в магнитном поле частотный спектр силы, действующей
на этот электрон в поле волны (частота силы не равна частоте
поля Е, так как электрон перемещается и в разные моменты
находится в поле разной напряженности; см. § 1 и [133]).
Поскольку появление частот а'соя, кроме частоты соя, связано
с присутствием множителя еЧкг, ясно, что мы имеем дело с
учетом пространственной дисперсии, т. е. зависимости поля от
координат. В нерелятивистском случае и при пренебрежении
множителем кг по сравнению с единицей условие излучения имеет вид
со -- соя, что соответствует теории, рассмотренной в предыдущих
разделах.

При отсутствии соударений задача о поглощении и рефракции
(вычислении показателя преломления) в магнитоактивной плазме
в силу изложенного может быть тесно связана с задачей об
излучении; производя необходимое усреднение по скоростям на таком
пути, можно получить многие результаты и без использования
кинетического уравнения (см. следующий раздел настоящего
параграфа и § 37). В тех случаях, когда пригоден подобный
метод, связанный с использованием закона (теоремы) Кирхгофа
для теплового излучения [70, 75, 77, 134] или коэффициентов
Эйнштейна 173, 70, 77, ИЗ, 135—138], его безусловно желательно
использовать в связи с большой прозрачностью и относительной
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простотой вычислений (см. ниже). Метод кинетического
уравнения является, однако, более общим, ибо не только удобен для
проведения усреднения по скоростям, но и, главное, позволяет

без дополнительных затруднений учесть и влияние теплового
движения на показатель преломления, и влияние соударений.
¦ В этом последнем случае в получающемся из A2,9)

дисперсионном уравнении в знаменателе вместо со — .усод — киг сов а стоит
выражение

со — 5сон — кигсо8а— ^(у), A2,13)

как это сразу же ясно из A2,9) при добавлении к уравнению
для ф члена V (у) ср.

Пренебрежение влиянием теплового движения отвечает
в A2,10) и A2,13) пренебрежению членом с VI, а также
использованию только значений $ -- ± 1. Последнее ясно из того, что
при V -*¦ 0 в спектре силы / (I) в A2,11) остается лишь частота
соя, которая и может излучаться и поглощаться *); при этом
для волны с электрическим полем, вращающимся в направлении,

противоположном направлению вращения электрона, поглощение
при отсутствии соударений невозможно, но наличие магнитного

поля влияет на показатель преломления; этому случаю и

соответствует значение *• = — 1 в A2,13). Сказанное, разумеется,
автоматически получается при расчетах. Итак, при
пренебрежении тепловым движением вместо A2,13) в дисперсионном
уравнении фигурируют знаменатели вида со ± сон — 1\ (и) и
получаются результаты, приведенные в §§ 10, 11.

Вдали от частот со — аын ($ > 0) влияние теплового
движения мало, если со2 > {кигJ соз2а, т. е.

-^-со82а<1, A2,14)
причем в качестве у2 можно обычно подставить среднее значе-

-1-; таким образом, условие A2,14) будет выглядеть
так:

Рт-га2 сов2 а <С 1, $т-~ у —Ц-. п — п1у 2 (со, соз а). A2,14а)

При а —»- -р- это условие всегда выполнено и тепловое движение
приводит лишь к появлению резонансного поглощения на
частотах 8®н, 8 >¦ 0. Физически это вполне понятно, поскольку при

*) Здесь мы отвлекаемся от моментов, обсуждавшихся в конце § 11
и связанных с влиянием на излучение данного электрона окружающей его
среды. Вместе с тем, конечно, учет такого влияния является важным
моментом.
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а = у и конечных значениях п черенковское условие §п соз а =
= 1 никогда не может выполняться *). Нужно также заметить,
что неравенство A2,14а) является необходимым, но не
достаточным условием слабости затухания при отсутствии соударений
и вдали от резонансов (см. ниже).

Даже в солнечной короне (при Т ~ 106) рг ~ 10~2 и тепловое
движение сильно сказывается на распространении волн только

вблизи частот Шоо (см. A2,2а)), где возрастает показатель
преломления, а также вблизи частот 8ши. При более высоких
температурах (во внутренних областях некоторых звезд, в
соответствующих лабораторных установках) положение, разумеется,
изменяется и картина, имеющая место при $т -> 0, не может служить
даже для ориентировки. Здесь эта интересная область очень
высоких температур не рассматривается **), и поэтому при

*) В особом рассмотрении нуждается случай достаточно слабого
магнитного поля, когда осуществляется переход к изотропной плазме. В то же
время результат предельного перехода а>н -*¦ 0 известен: в изотропной плазме
при отсутствии соударений существует только черенковское поглощение
плазменных волн.

**) Излучение и распространение волн в плазме при рг ~ 0,1 -е- 1
{т. е. в релятивистской плазме) рассмотрено в ряде работ (см., например,
[3, 70, 71, 115, 136—148]). Используя нерелятивистское кинетическое
уравнение, как это здесь делается, разумеется, нельзя учитывать членов порядка
фт и более высоких в тех случаях, когда эти члены действительно являются
поправками (т. е., например, когда Рт меньше аналогичных членов,
присутствующих в тех же условиях). Вместе с тем подобное нерелятивистское
рассмотрение при Рг <С 1 достаточно для вычисления не связанного с
соударениями затухания или значений п\, которые ни в коей мере не являются
«поправками» к каким-то величинам, определяемым уже при Рт=0.'Известная
-оговорка в этом отношепии нужна в случае значений п|, 2, з. близких к пулю
{длинные волны). При отсутствии магнитного поля об этом уже была речь
в § 8, где приведены формулы для п\, 2, з с точностью до членов порядка

Рт = -—2"<С1- ^Ри паличии магнитного поля и продольном

распространении (а = 0) формула (8,33) для гё§, конечно, сохраняется. Для поперечных
же волн 1 и 2 имеем (предполагается, что | 1 — Уй~| 3* Рг; см. [69]):

5 В2 1-гУй
1-У» V 2 т !_у:

1- Р! A-У"K
1+Уи V, 2 кг 1+Уи

и— ,-
A+У«K
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произвольном а ограничимся условиями, в которых

и2 > 1, A2,15)

а также областью частот со « (он, со « 2и>н и со да Зсон (в этих
областях требование A2,15) не используется).
• О вычислении коэффициента поглощения с помощью закона
Кирхгофа и методом, коэффициентов Эйнштейна. В среде,
находящейся в состоянии термодинамического равновесия, излучатель-
ная способность щ и коэффициент поглощения щ для нормальной
волны типа I связаны между собой соотношением

ге?со2кГ

а<=^ /("= 8^,003 6,1 • <12'16)
Здесь, по определению, излучательная способность аг есть
энергия, излучаемая' в виде волн типа I единичным объемом среды
и отнесенная к единичным интервалам времени, частоты и
телесного угла. Далее, и.г есть коэффициент поглощения волны типа /
(например, обыкновенной волны 2 или необыкновенной волны 1)
в рассматриваемом направлении (напомним, что для однородных

т со , . ч . 2ш
плоских волн Аг = — (п — щ 8, 5 = 1, ц = — х и поле в волне

И;*»' г (ш( п.аг)
типа I меняется по закону е с е с ). Весьма важно,что

все величины аг, (хг и Т4/" нужно брать для одного и того же
направления, ибо в анизотропной среде яг, щ, цг и фигурирующий
в A2,16) угол 0; между волновым вектором к и групповой ско-

ростью #гр = -т=- зависят от направления распространения волн

(см. § 24). Наконец, 1\0) в A2,16) представляет собой
интенсивность теплового (равновесного) излучения в классической области
Йсо < кТ (по определению Ысо с№, есть поток энергии в
интервале частоты е?со и интервале телесного угла еШ; часто / называют
удельной интенсивностью). Отметим, что формула A2,16), которая
называется законом, уравнением или теоремой Кирхгофа,
относится только к слабопоглощающей среде, когда интенсивность

/10> можно считать зависящей лишь от щ (но не от щ = — хг)
и имеет смысл понятие о лучах и групповой скорости.

Закон Кирхгофа непосредственно применим в случае полного
термодинамического равновесия, когда равновесными являются

и вещество и излучение. Соотношение A2,16) применимо, однако,
в довольно широких пределах и в условиях, когда среда является
равновесной, но излучение неравновесно. Объясняется это тем,
что излучение и вещество связаны, вообще говоря, довольно
слабо (имеется малый параметр — постоянная тонкой структуры
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е2 \
а = т- « т^;)- В силу такой слабой связи значения а, и и/пс ' ЦТ

определяются обычно только состоянием среды (конкретно они
зависят от распределения частиц плазмы по скоростям), но
не от интенсивности излучения, которое может, таким образом,
быть неравновесным. Разумеется, при больших интенсивностях
(сильные поля) нужно учитывать нелинейность и тогда уже и.?
зависит от интенсивности 1.

Итак, в равновесной плазме (при максвелловском
распределении частиц по скоростям) в линейном приближении
коэффициент поглощения

где й1, ц.;, щ и 0; зависят от со0, о)я и а, а в более сложных
случаях (например, когда существенна роль ионов) и от других
величин. Для равновесной слабопоглощающей нерелятивистской
плазмы показатель преломления Л[ и угол 0г между к и гП)
можно обычно считать такими же, как для «холодной» плазмы; далее,
излучательная способность а? равна в этом случае сумме излу-
чательной способности отдельных частиц плазмы, движущихся
в среде с известными свойствами (с известной функцией
щ (шо* о)я, а)). Таким образом, в определенных случаях, которые
как раз представляют большой интерес, вычисление коэффициента
Ц1 сводится к нахождению спектральной мощности излучения
одной частицы, движущейся в «холодной» плазме, и
последующему усреднению по скоростям.

Связь между поглощением и излучением, которая нашла свое
отражение в законе Кирхгофа A2,16) — A2,16а), имеет место
и на более элементарном уровне — в отношении самих актов
поглощения и излучения. Этот факт очевиден и общеизвестен
в рамках квантовой теории излучения (речь идет о равенстве
модулей матричных элементов энергии взаимодействия излучения
с веществом для переходов с поглощением и испусканием фотонов;
см., например, 122]). Для интересующих нас задач, однако,
нет необходимости использовать квантовомеханический аппарат,
поскольку проще и вполне достаточно опираться на метод коэф'
фициентов Эйнштейна [142].

Рассмотрим связанные с излучением или поглощением
переходы для «системы» (например, электрона в магнитном поле или
в атоме) с уровнями тип (энергии Ет и Еп). Тогда вероятность
перехода (в единицу времени) системы с уровня т на уровень п
с испусканием фотона в интервале частот с?со в телесном угле сШ
равна Л™, Aа) сШ, где Ат — один из коэффициентов Эйнштейна,
определяющий вероятность рассматриваемого спонтанного излу-
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чения. Разумеется, Ат Ф 0 только, если переход возможен.
Далее, вероятность индуцированного испускания фотона под
действием таких же падающих фотонов и с переходом системы
с уровня т на уровень п равна В„ рг/сосШ, где р —
спектральная плотность энергии излучения для частоты перехода.
Вероятность поглощения (переход п -*- т) равна 5™рс?сосШ. В
состоянии равновесия все эти три процесса (спонтанное и
индуцированное излучение, поглощение) не должны изменять ни числа
фотонов в различных состояниях, ни числа частиц N„1 и Nп на
уровнях т и п. Кроме того, в равновесии плотность
излучения р известна. Отсюда, в случае излучения в вакууме,
получаются установленные Эйнштейном 1142] связи между коэффи-

Лп пп тут
т, Вт И Вп .

Обобщение этих связей для излучения в слабопоглощающей
среде не составляет труда [73, 77], поскольку нужно лишь учесть
изменение выражения для плотности энергии равновесного
излучения.

Именно, в среде (в классической области Ъш < хТ)
равновесная плотность энергии в волнах типа / равна

рГ й?ш ЛИ - п\а>Ъу.ТBл:еK
д (ыщ)
дш

A<ас1а. A2,17)

Отметим, что существует такая связь между удельной плотностью
энергии р( и интенсивностью излучения /г:

/г = Р^гР, 1 = 91 С?ШЛкг
Рг

I С08 6/ д (а>щ)
9A)

A2,18)

Здесь 1>гр — йа> групповая скорость, 8г угол между к и г>гр
в волне типа / и учтено соотношение г;гр = йшAк | сов 0 | д(ЮИ;)

дсо

(см. B4,15)). Поскольку /гйсойО есть поток энергии, рго?ю<Ш —
плотпость энергии и ь>гр— скорость распространения
импульсов, соотношение A2,18) довольно очевидно; оно, кроме того,
будет доказано в § 24. В состоянии равновесия N т (Ат-\-Втр\0)) —
- лг„ВД>, ¦ = е-П(л/кТ ^ I . %@—Ет—Еп. Поскольку

баланс должен иметь место при любом сколь угодно большом р}0'
(формально при Т~-><х>), получаем соотношения

5й Вт,
В1 Bяс)8

д (ыщ)
ды A2,19)
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В вакууме (при щ — \) отсюда, конечно, следуют обычные
соотношения Эйнштейна

В™ = В1, §- = ^. A2,19а>
Подчеркнем, что статистические веса состояний тип выше
считались равными единице, а коэффициент А^ есть вероятность,
излучения в единицу телесного угла и только для волн с одной
поляризацией.

Соотношения A2,19) получены с использованием равновесных
значений рг = р|0) и кт№п. Совершенно очевидно, однако, что-
сами эти соотношения ни в какой мере не ограничены условиями
равновесия (поэтому, естественно, температура Т (в 12,19)
не входит).

Коэффициент поглощения системы цг определяется разностью-
процессов индуцированного испускания и «истинного»
поглощения. Отсюда, в силу A2,19),

_ А[[ _ ЬиМгрг-ЛиОг) лП лт { УУП А \ 8яЗе2 | соз 0г | _

— "^Чтё-О- <12-20>
где Д/г — изменение интенсивности на единице длины, а Йю =
— (Ет — Еп) — энергия «фотона в среде» (импульс «фотона в среде»-

равен Ъкг— Щ8, « = -тг (см- [74])). При переходе к последнему

выражению A2,20) учтено, что излучательная способность аг
в направлении Й5г, по определению, равна аг — А^ЫшТиа.

В состоянии равновесия для частиц ~- = е'кТ «I-1

и выражение A2,20) переходит в закон Кирхгофа A2,16а).
В общем случае произвольной функции распределения частиц

по уровням и любого числа уровней в A2,20) нужно заменить

АшМт (^ — 1^) на 2 АЦУгп Сщ — 1\ где суммирование прот
гги^п

изводится по всем переходам т~^п, приводящим к излучению
рассматриваемой частоты со. Существенно при этом, что величина

2 Ат№т ( -—- — 1 ) может быть не только положительной (это-
отвечает поглощению), но и отрицательной. В последнем случае
система неустойчива (происходит усиление волн). Нужно
подчеркнуть, что для неустойчивой и вообще неравновесной системы
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метод коэффициентов Эйнштейна можно применять лишь с
дополнительными ограничениями по сравнению с теми, которые уже
упоминались выше (имеем в виду слабое поглощение или
усиление волн; кроме того, практическое использование метода
ограничено условиями, в которых выражения для щ и 0г достаточно
просты и, например, относятся к «холодной» плазме). Конкретно,
метод коэффициентов Эйнштейна пригоден только* для
некогерентного начального состояния, когда излучатсльная способность
системы равна сумме излучательной способности отдельных
частиц.

Несмотря на отмеченные ограничения, использование закона
Кирхгофа и метода коэффициентов Эйнштейна для вычисления
коэффициента поглощения или усиления волн в плазме
оказалось, как уже подчеркивалось, весьма плодотворным и удобным
в силу своей относительной простоты и наглядности (см. [70
73—77, ИЗ, 134—138]). Тем не менее вычисление и. (или у),
например, в области резонансов ю да сон (при а Ф 0), со да 2сон
и ш « Зсон для не очень горячей магнитоактивной плазмы даже
на основе использования закона Кирхгофа связано с довольно
громоздкими выкладками. Приводить такие расчеты в настоящей
книге представляется нам неуместным. Поэтому ниже в
отношении значений и. и у, вычисленных при учете теплового движения
(пространственной дисперсии), мы ограничимся указанием
результатов, а также их обсуждением. С примером детального расчета
коэффициента поглощения с использованием коэффициентов
Эйнштейна мы еще столкнемся в § 37 в применении к плазме
с очень низкой плотностью (точнее, речь идет о вычислении
коэффициента поглощения ц в области частот со > ш0).

Результаты кинетической теории для продольного
распространения (угол а = 0). Важным частным случаем распространения
волн в плазме является распространение строго вдоль поля (угол
а = 0). В таких условиях, казалось бы, распространение волн
и при учете теплового движения должно отличаться особой
простотой. Но это не так, если речь идет об области резонанса со да
да сон (как мы сейчас увидим, только такой резонанс и существует
при а = 0). Дело в том, что при а = 0 и со ->- соя уже в
«холодной» плазме для необыкновенной волны Я? = й2 = 1 -— =

= 1 ~ со (со—юн)^* °°- Поэтому влияние теплового движения
весьма существенно и вычисление коэффициента поглощения ц,
с помощью закона Кирхгофа (с использованием выражения п2
для «холодной» плазмы) оказывается невозможным (см. [134];
случай со да Юн. о да 0 является в этом отношении
исключительным). Метод же кинетического уравнения вполне пригоден и при
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а = 0, ш т сон. В этом случае дисперсионное уравнение
распадается на уравнение (8,42) для продольной плазменной волны
и следующее уравнение для поперечных волн:

ОрЦ' 1 Г /оо (») ^ л Н9 91\

где знак — отвечает необыкновенной волне, знак + соответствует
тк,

обыкновенной волне, /00 (у2) •-- N 1/ „ е 2хТ , и -- иг и

интегрирование ведется по контуру С, обходящему сверху полюсы
знаменателя.

Подчеркнем, что уравнение A2,21) является точным в том
смысле, что следует из уравнений A2,9) без пренебрежений. Таким
образом, при а - - 0 в дисперсионном уравнении фактически
отсутствуют все значения .у, кроме &¦ — ± 1. Это вполне понятно,
поскольку при а = 0 в спектре «силы» / =- сопз1 A>а^-) е_шУ
присутствуют лишь частоты тн + киг. Отсутствие черенковского
излучения формально связано с тем, что при а = 0 имеем а* —0
и, следовательно, а*иг = 0; физически же этот результат связан
с тем, что условие со — киг или сов а = 1 отвечает порогу
эффекта, когда интенсивность излучения равна нулю.

При пренебрежении тепловым движением (формально положив
в A2,21) в знаменателе ки — 0) получаем *):

A2,21а)

что совпадает с формулами A1,9).
Для обыкновенной волны 2 в нерелятивистской теории

тепловыми поправками можно пренебречь (и в известном отношении
даже нужно пренебречь, чтобы не превысить точности самого
расчета). Для необыкновенной волны 1, которой отвечает знак
минус в A2,21а), достаточно далеко от резонанса, когда

*) В этом случае при о Ф Шн интегрирование ведется по вещественной
-)-00 -|"°°

оси в пределах от — со до -р оо и \ /Оо (и) Ли = N. так как V е~и2 йи~
— ОО —ОО

== УК.
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получаем [117, 120]:

1 V 1 2*
2_ 1—"|/ц со (со —сод)

1+Р5 A-УиK 4Д
хГ [A2,216)

(со —сояK

Очевидно, тепловые поправки малы при условии (сразу полагаем
также со ~ соя)

|со-мн|з ^_со|_ 2^
ШЯ тс ШЯ И '

которое при |?г2|>1 эквивалентно условию A2,22):

(ш_й)нJ » РК, «;»1. A2,226)
со я

со2
При —|—" 1 Для земной ионосферы это условие дает

соя
со —соя >5-10~3' и для солнечной короны ——^^>5-10 
соя ^ <ан

(соответствующие значения п\ < 200 и п\ < 20, но в то же время
п\ > 1).

При учете соударений роль их невелика, если

(со-со„J>^2эМ,. A2,23)

Для ионосферного .Р-слоя (г0фф ~ 103, соя ~ 10') это значит, что

— — > 10~4; для короны условие A2,23) принимает вид

! со—соя I > Ю-6 уже при V8фф ~ Ю и % ~ 107. Таким образом,
даже в земной ионосфере влияние теплового движения на ход
п\ (со) может быть сильнее влияния соударений *).

В той же области A2,22а) для показателя затухания уь = 1т со'
имеем [143]:

V = 1 /"К-А— (с0н~юJ ехи I - (@~МяJ] A2 24)

*) Во избежание недоразумений необходимо указать, что в /'-слое
с распространением волн с частотой со « соя практически почти не
приходится иметь дело (в нижних же ионосферных слоях V ~ 105 Ч- 106 и условие

A2,23) дает — > Ю-1 Ч- Ю-2); кроме того, даже в Р-слое при со « соя
соя

тепловое движение существенно лишь в относительно весьма узкой полосе
частот | со — соя | ~ Ю-2 соя ~ М5.

14 В. Л. Гинзбург
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Сравним затухание у1, связанное в данном случае с магнито-
тормозным излучением на частоте (йн-\-кг>г, с затуханием из-за
соударений Уеоуд- Для этого напомним формулу 'A1,8)
для (п— Ы)\:

(п-ЫI=^.= 1 -. <—. ,, A2,25)4 п со2 ш (оо —(он—^эфф) ' ^ '

и заметим, что она пригодна и при вещественном к, но
комплексном со' — со-Иу (см. § 7). Тогда при условии A2,23) и у < со

учтено, что в этом приближении ^ 2 = п\ ----

= 1
Ш@) —00д)

@§@Уяфф
?1.соуд=- 2(о((о-шнJг0)§соя

<йЩ
/гр>

и,—
Щ^эфф

2ш(оо — сояJ п1 '

_ 2ссо (со — сояJ п1

Отметим, что

"¦Тр

связь

ц =

й(щы) 2со (со
йсо

2соч
С

2у _
Угр СОЗ 0

— С0ЯJ + <»§С0я

21
с

й (со л1]2)
(/@

A2,26)

A2,27)

является, независимо от природы затухания, общей для всех волн
и с учетом анизотропии (в силу анизотропии вектор групповой

йсо ,.
скорости 1>гр = -гг в общем случае направлен иначе, чем

волновой вектор А;). К выражению A2,27) приходим так же, как к G,23),
поскольку учет анизотропии на этом выводе не сказывается

( анизотропия приводит к тому, что п и к зависят помимо со также

от-т-]; кроме того, в A2,27) учтено, что -г-. г = угрсо5Э, где
йсо

и 0 — угол между к и гтр (см. § 24). Связь A2,27) яснаУгр =
AA)
ж

также непосредственно, поскольку пакет волн, затухающих во

времени по закону е~^, будет двигаться в пространстве в направ-

лении т! вдоль 1?гр, затухая по закону е "гр (рис. 12,5); в направ-

лении 2 вдоль к это отвечает затуханию вида е с =е сгрс08 ,



§ 12] • ПРОСТРАНСТВЕННАЯ ДИСПЕРСИЯ И ПЛАЗМЕННЫЕ ВОЛНЫ 211

так как 2= г'сов 6. При а = 0, разумеется, со8 0=^1, и из A2,27)

получаем связь у = ^Гр (см. A2,26))*). Из A2,26) при
(со — сояJ « со* и со* > ^фф

получаем:
У1,соуд « VЭф4.

В то же время магнитотормозное затухание у! при

|со — соя[

A2,28)

сон
¦Рг»1< 1.

(.ЗгУ*-!/8. Г

10Б 107 и рг ~ Ю-

когда формулой A2,24) можно еще пользоваться для грубой
ориентировки, составляет:

у, ~ рт1*1<»я ~ (-^- рг) * юн, »
В солнечной короне, полагая со0 ~ ®н

имеем: ух ~ 5-Ю  сон > У4, соуд ~ Ю. При — -— — 10н
и соя = «о в области со < сон получаем п\ = 10 и уг = 3-10-3 сон;
для @~(°я-1 = 0,2 в тех же условиях

10-17сон € 71,соуд-

I со—сон I = ^,Рг=Ю-

г ¦•

соя

уже п\ «5иу,
Таким образом, в рассматривав

I СО—С0н I ^ г л г
мом примере при; — >0,15

нужно учитывать только поглощение,
связанное с соударениями, а в об-

'«-сон1<ОД5ласти только маг-

Рис. 12,5. Движение
волнового пакета.

соя

нитотормозное поглощение,

которое при дальнейшем приближении
к соя становится очень большим.

Для того чтобы картина
распространения волн при а = 0, со да соя
стала более ясной, остановимся на зависимости п1 (со) и к1 (со)
от частоты в широкой области частот. Для этой цели
напомним раньше всего, что при пренебрежении соударениями

*) Для применимости выражения A2,27) нужно, чтобы имело смысл

понятие групповой скорости и соблюдались неравенства у < со и <?=— =тг< к.
Конкретно в случае магнитоактивной плазмы формула A2,27) непригодна
в области резонансов (со да соя, со « 2 со я), когда нарушается условие

< РтЛ 305 У та соз а (см. [144]).
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и тепловым движением для рассматриваемой необыкновенной

^—. и, следовательно, п\ = ге^О при 0)(С0-

-Н-1 |/Ш^со <сон и при со > со10 = -у-+ К ~4~ + юо- В интервале сон < со •<
'< со10, напротив, Я* = — х2 < О (см. также рис. 11,5, а или
12,6, а). Область, где п\<сО, обычно не представляет интереса
с точки зрения учета влияния теплового движения, ибо в этой
области затухание волны имеет место уже и без такого учета.

¦~-\-(а\ показатель «х<1

(в этом легко убедиться из выражения для п\; см. также
рис. 11,5, а и 12,6, а). Естественно, что в таких условиях бес-
столкновительное поглощение весьма мало, что и подтверждается
расчетом [70]. Таким образом, учет теплового движения важен
В ОСНОВНОМ ТОЛЬКО При СО < (Оя-

В этой области со < ын, пока поглощение мало (у4 <С со » сон)
и в то же время п\ > 1, справедлива формула A2,24) для у4.

Воспользовавшись соотношением —х =— и выражением A2,26)

для г;гр, из A2,24) получаем:
(Ш-ШНJ

^ = ^1~У1г-&кте ' A2,24а)
где уже учтено, что (со — (онJ < со* в силу условия п\ ж

« —.—"_ > 1; формула A2,24а) совпадает с выражением,
приведенным для этого же случая в [70]. Применяя формулу A2,24а) для

<а% <Д§Р г
оценок при | со — сон | ~ М^я, получаем щ ~ - (зд _ щJ .

Более общий анализ формул для п, и х, в области резонанса
может быть произведен на основе численного, решения
дисперсионного уравнения A2,21). Соответствующие графики функций
пх и и4, любезно предоставленные нам А. А. Андроновым и В. 10.
Трахтенгерцем, приведены на рис. 12,6. В первом случае (рис.
12,6, а) решение имеет две ветви, причем для одной из них
п[2)—0, х<2>=^=0и для другой ветви п^^фО, х^'^О. Во втором случае
(рис. 12,6, б), когда плотность плазмы мала, характер функций
п1 (со) и х4 (со) типичен для области вблизи резонанса (области
линий поглощения) в газообразной среде при учете доплеровского
уширения линии. При учете и доплеровского уширения и
уширения из-за соударений (или из-за естественного затухания)
л центре линии основную роль играет доплеровское уширение,



Рпс. 12,6. Распространение необыкновенной волны вдоль магнитного поля
2 ^ л,

' —2~ — 1 ) при отсутствии столкновений (а = 0) в области резонанса ( и

уэфф = 0 ) . Характер решения определяется значением параметра
_ 8:ьУх7' 2 _ у.Т

' А' — [//@)]2 > Рт ~~ гпг%в = у/з

а) Случай В>1 (плотная плазма). По оси абсцисс отложена величина

1— Л/и __^1 = Ъ.
х = —-|— . Па оси ординат указаны значения р~ в и ? # (здесь

п1 = П1~-гх1, причем индекс 1 отвечает необыкновенной волне). Пунктир
отвечает плазме без учета теплового движения (соответствующие
значения обозначены через р<о> и ^{0)). При Т =}- 0 имеются две ветви: ветвь
р'1', 9A> и ветвь р<2> = 0, </<2).

б) Случай Я < 1 (разреженная плазма). На оси абсцисс отложено

1—Л/й
значение у = ,- . На оси ординат приведены: кривая ^—функция

К2рг
1 1 1 1

¦^р" («1—1) = -^з" Не («! — !); кривая 2 —функция -^р- х4 = — 2|р тП1-
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экспоненциально спадающее на «крыльях» линии. Уширение из-за
соударений спадает с удалением от центра линии значительно
медленнее (по степенному закону) и поэтому играет основную
роль в «крыльях» линии — в области частот, достаточно далеких
от резонансной.

Если магнитоактивная плазма является плотной, особенно
при со2 > й)?/Рг (см. рис. 12,6, а), зависимость п1 и х4 от частоты со
отличается от типичного «газового» поведения (рис. 12,6, б).
Объясняется это сильным ростом % и Х[, в то время как в
разреженных газах п1 ~ 1. Иными словами, достаточно плотная плазма
не является «газом» в том смысле, который обычно имеется в виду
в оптике, где влияние газа на распространение света часто
является сравнительно небольшим.

Резонансное поглощение при произвольном угле а. Вблизи
первого резонанса со = соя, но при любом угле а имеем [138, 143]:

Уиг = ^-. A2,29)-
где

А = _^|*_[2(„_ 1)ге4 2 + 2(у2_4у + 2)п2 2_Зг,2+ §„_2],
в_ /1Г ад-У^р г A-У»J П

V 2 ртгц, 2 сов а Р I. 'Щп^ 2 соз2 а ] '

С = (V соз 2а — 1) в1,2 + ^2 — 2у соз2 а — V2 зт2 а — ~-1§2 а) л*,, +
+ (г;-1)Г1-^-)+^B-УIё2а,4 У ' 4

Я ^ {(у _ 1) п«, 2 + [2 A - VJ И- у (соз2 а - 3)] п\ш 2 +

+ (»-2)** +A-г») BР-1)};
со2 мн-

здесь у=—5-, 11 = —%- и для волн 1 и 2 нужно взять соответ-

ствующие значения /г4 и ге2. Для волны 3 вблизи первого
резонанса при больших значениях п3, как показано ниже (см. A2,56)),
п1 < 0. Разумеется, при п2 < 0 учитывать затухание у
бессмысленно.

Вблизи второго резонанса со — 2соя получаем:

*=**^в(.=4:ы-$рШ <12'зо)
и вблизи третьего резонанса со •= Зсон

243 „з , зт^а,, / П„ Г A-31ДJ 1 Н9Ч1\
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где -

лен ^ТТ" {^+К1-±^+тШ-
-^¦ + 1)]в. + (.-1)(г^-1)}.<12.И)

причем

{ } = {(V + и-2)п* + [2(^-V)* +
-|-иу A + соз2 а) — 4а + 4 A — у)]/г2+

+ A>_2)[A-0)«-и] + A-у)(ц + 2у-2)}.

В A2,30) — A2,32) соударения не учтены и в зависимости от типа
волны нужно подставить значение щ или п2. При а —» 0
формула A2,29) переходит в сумму выражений A2,24) и A2,28), как
это и должно быть (см. также ниже условие A2,34) при 5=1).

Из A2,29) — A2,31) можно.видеть, что при Vэфф = 0

У(«)~ ехР{-2р^со82а}' <**8Ы>н. A2,33)
Эта оценка, если не говорить о численном множителе,
справедлива и при 5 > 3; при 8=1 нужно также иметь в виду, что
появляется также малый множитель A—У"иJ (см. A2,29)).

Формула A2,31) пригодна и вблизи резонанса (в «крыльях»
линии) и в области самого резонанса. Формулы же A2,29)
и A2,30) пригодны лишь вблизи резонансов, но не в самом
резонансе. Точнее, предполагаются выполненными
неравенства (в=1, 2)

1 со — «он I ., _. /хГ A—хТ/иJ ^ . ,.„ ,,.
к >1/^С05а ИЛИ р^соз'а »*' A2-34)

а также условия

зт2а = < 1,
ГП О)

-^- к2 соз2 а > у1фф, о2 > — к2 соз2 а, со* > \1ФФ. ]
A2,35)

Первые два условия A2,35) нужны и для применимости
формулы A2,31); формулы A2,29) — A2,31) непригодны также при
а ->¦ я/2.

При распространении волн в плазме обычно нужно знать
2ш „ .

не у, а |д, = — и при вещественной частоте со (при этом поле
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волны изменяется по закону е2 е ). В случае слабого
поглощения у и \1 связаны соотношением A2,27), но при сильном
поглощении и, одновременно, заметной дисперсии неприменимо
понятие о групповой скорости, а следовательно, и соотношение
A2,27). Поэтому при сильном поглощении нужно решать задачу
непосредственно с граничным условием (см. § 8); при слабом
затухании это хотя и не обязательно, но также бывает более
целесообразным, чем вычислять сначала у и затем переходить к и.

В «крыльях» линии поглощения со « соя, при условиях A2,34)—¦
A2,35), имеем (здесь к = к0):

-^^-{2 Ь—{)п1-\-2(и*-Аи-\-2)пЪ — №<-&-2\
\1 X О) ' ,
2~к=~~п Г 4A—Т/л) 1

2^2 2-^8т2а-2у-2п23т2 а + — *-—!- A— и) л2

| A-У^J * х
2+ 51П2 а —2у —2ге2 зт2 а + -^—У-^ A —4 A-У") „ , Л

К 2 схр [ ^-У")' ] A2 36)
¦ л соз а *Л 2в1п2со82а / ' 'Рг л сов а ~~*' \ 2р;

где

IV = [(у соз 2а— 1) /г4 + (^2—2у соз2 а—г;2 зт2 а—^-1§2 сЛ п2 +
+(У-1)A-4)+4-B-г;)^2а)}-

Затухание при этом считается слабым, т. е. -~- < 1.

При <х = 0 из A2,36) получаем:

уэфф

2А 2A^

причем предполагается выполненным неравенство

2 » V V ,
га? = 1 т^ ~^= > 1-
1 1-УИ уи-1

Волна 2 при а = 0 затухает только в силу соударений.
Как мы видели в § И (см. рис. 11,2, б и 11,10 6), при и > 1,

малых углах а Ф 0 и п2 > 1 место необыкновенной волны (при
а — 0) занимает обыкновенная волна. В соответствии с этим при
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II —г; I »-т ^—^-тыгра, —^—>1 формула A2,37) при до-
\1— V" I уи — 1

статочно малых углах а=^=0 относится уже к обыкновенной волне
в области «2> 1.

Для оценок формулы A2,36) и A2,37) годятся и при

1—У«| \<о — ын\

(Зп сое а ^ у к? ¦ к соз а
тV-

1;

при а = 0 в этой области п\ > 1 и -^ 1, но при а > []/"« —1|
и ге~ 2 ~ 1 уже, грубо говоря, '' 2—рт <С 1. Для
рассматриваемого первого резонанса со — сон углы а —> 0 выделены в том
отношении, что здесь имеется резонанс уже при отсутствии
теплового движения—при рг = О (см. [111] и конец § 11).

Если

] Ь~2- < у — соз а, со » V8фф, у — к сое а » уэфф, р. < Аг,
A2,38)

то в центральной части линии содасод получаем:

/1^{[.-('Ч^0-1--[2+<44^°;+
2/с Bу —2 —8Ш2а + 2 51п2ап2) ~">

+ -^-Bсоз2а-18«а)] в«-Ь [ 1-у у + -^- A-18« а) + -^- 18*а ] }
~~* Bу — 2 —81п2а + 2 81п2аге2) *

A2,39)

При ге1>2~1 отсюда -р ~ 6Г в согласии со сделанной выше-

оценкой для области —~————~1. Для угла а--0 форму-
I/ к -соз а
г /те

ла A2,39) непригодна, так как здесь ц,— к и одно из
условий A2,38) не выполнено. Случай а = 0 для центра линии
рассмотрен в [70] (см. также рис. 12,6). Следует указать, что
в центре линий со да ясоя (я—1, 2, 3, ...), не говоря уже об их

— А: соз а поглощение

определяется соударениями и можно пользоваться формулами,
приведенными в § И.
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Для второго и третьего резонансов (линий поглощения) для
волн 1 и 2 имеем:

и
2к

+ -П-

Ил Ч 1 °1Л пд 1 С0;-5' Яг) °гу 1 й^ п* ! 1 V 1 й/- 1 и ЧМ

1 2гс2{2A — и — у + ш;с052а)ге2 —[2A—г;J + A+сов2а)ш; — 2м]} '
(и —1) 6тге81п2а
-—5~^ —

_. ,„.. "\ . " ...... . . .., х
2соза{2 A— и — и-\- иусоз2 а) п2 —[2 A —1»J-т-A+соз2 а) му —2м]}

у Г8'п2а„4 ! Г,У1-!-соз2а вш'а N вш2а 1   „2 ,

+ ^---р{_<^}]; A2,40,
здесь при со « 2сон нужно подставить значение и = -т- и можно

отбросить член с ехр \ — ^ ~2 2 г ' а ПРИ м да Зсон нужно под-
1

ставить и = -„- и можно оторосить первый эксцоненциальныи член

в экспонентах, разумеется, величина 1 —«][и сохраняется
1 1 \

•без замены на и^-^или и~-^\ . Формула A2,40) пригодна

для обеих волн и на краях и в центре линии ( условия б С 1,
/¦кТ

— к соза > гЭфф и со > Vэфф предполагаются выполненными;

¦см. A2,35)*) I. Кроме того, исключается область углов а—^у*)-

При п—1 в центре линии(при у0фф = 0)

V " Усо=шн '" V ' /со=2шн п V ' уш=3ия

п~1, а=^0, а^-|-, & = -^гс. A2,41)
Область углов а ->¦ 0 для первого резонанса со = сон здесь

исключена по уже указанной причине — в силу появления погло-

*) Нужно иметь в виду, что для волны, распространяющейся иод углом
л

л — а к полю, значения п и у (илп р.) такие же, как для волн с углом а <; -^-.
Поэтому, например, в A2,40) под соз а следует подразумевать | сое а |.
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щения и при рг -> 0 (см. [111] и конец § 11). Для резонансов
со = 8(лн (я > 1) область углов а —>- 0 исключается, поскольку
при а = 0 резонансное поглощение имеется только для первого

резонанса со = сон- Наконец, для угла а = у ( и углов а, очень
близких к тг )*) в резонансе нельзя считать, что п ~ 1. Дело

2 ;

в том, что при а = у доплеровское уширение резонансных линий
и черенковское поглощение отсутствуют ( см., например,

выражение A2,10), которое при <х = у имеет вид со == $сон ) **). Поэтому
эти линии поглощения уширены только за счет соударений и при
отсутствии или достаточной малости последних являются весьма
резкими. В подобных условиях резко изменяется и показатель
преломления п аналогично тому, как это имеет место (и хорошо
известно) в области аномальной дисперсии в оптике. В частности,
вблизи резонансов со = $сон появляются «щели»— области с п2 <
<С 0, где волны затухают (подробнее см. [68, 93, 119, 143]).

Если же угол а не слишком близок к у, доплеровское
уширение линий их сильно размывает, так что п ~ 1. Точнее, при
а Ф ~ ив области резонанса (но при $сон ф Юоо) можно с
точностью до членов порядка Рг пользоваться обычными
формулами A1,6) для «1,2- Поглощение при этом нужно вычислять по
формулам A2,36) — A2,40). Эти формулы и приводят к оценке

*) Формула A2,40) при ш я; 2шн непригодна, грубо говоря, при
условии соз а ^ 6, а при ю ж Зо)н она непригодна, если соз а ^ |33.

**) Под доплеровским уширением здесь понимается уширение из-за
аффекта Доплера первого порядка. При учете членов порядка В2 уширение
будет иметь, конечно, место и при а = я/2 за счет эффекта Доплера второго
порядка. Последний автоматически учитывается при использовании реля-

* I е I И тс2 тс2 , ¦Б-
тивистского выражения для частоты о>н =^—! =- = со я ~в~ = шяУ* — Р •

я * $В2
Очевидно, при а = -=- и В2 <С 1 излучаются частоты хсон = »% тг «я

„2 / У.Т \ „
и ширина линии определяется параметром «ргсон = * ( —г ) мн- В

результате для волн 1 и 2 уже при $ = 3 (но не при « = 1,2) область углов а -*¦
-»- я/2 фактически ничем особенно не выделяется. Для обыкновенной волны
существенных особенностей не возникает и при «в = 2шн (для <й = шн
особенность при а ->- я/2 имеется); для необыкновенной волны и а -*- я/2
имеется особенность при со = 2а>я, но ее пет при со = и>н. В случае
плазменной волны 3 специфических особенностей не возникает и при а -»- я/2,
если х > 4 (см. [113, 145]).
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A2,41), где множитель V оставлен потому, что при V -> 0
поглощение должно исчезать.

Поскольку к =. к0 ---- — п, ц = х, согласно A2,41) получим:

A2,42)

я>2, а~1, га~1. A2,43)

Эти формулы, дающие лишь порядок величины, формально говоря,
относятся и к волне 1 и к волне 2. Фактически, однако, при учете
численных множителей оказывается, что формулы A2,41) —A2,43)
справедливы для необыкнбвенной волны, а для обыкновенной
волны дают значения, завышенные на один-два порядка (см. ниже).

При учете одних лишь соударений (т. е. при рг ->~ 0)

Иооуд = — и~ V —— , га~1, а~1 A2,44)

. (см. A1,5) при условии ш2 > VЭфф). Сравнивая A2,42) и A2,44),
видим, что для центра линий

Е*соуд уэфф Исоуд узфф Н9ЛП

Для ионосферного /'-слоя (при рт~3-10 , уэфф~ 103, в>/Г — 8-Ю6)

-1^ 0,3; -^р^-^10в, A2,46)
^(й=С0гт, @==2С0д ^@=3@^

т. е. резонансное поглощение на частотах а»н и 2сон больше
поглощения из-за соударений, но при ш = Зан резонансное поглощение
ничтожно. По ряду причин, однако, ионосферное поглощение
в Р-слое при о) = шн и о = 2сон трудно наблюдать (с
распространением таких волн в Р-слое при радиосвязи иметь дело вообще
не приходится). В солнечной короне (при V9фф ~ 10, рг ~ 10~2,
со ~ 6-Ю8) уже

^соуд Ю-6; ^°УД ^Ю-2 и ^соуд _1(J_
„@) п ' „@) *" " @)

Таким образом, в короне при ш = зан ($ = 1, 2, 3) резонансное
поглощение, вообще говоря, должно учитываться (см. § 36).
Приведенные формулы A2,41) — A2,46) позволяют, конечно,,
только выяснить, является ли более точное вычисление не свя-
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занного с соударениями поглощения необходимым или же этим
поглощением заведомо можно пренебречь. Для самого же
определения величины (х4, а тем более величины \л2 формулы A2,41) —

27, Рг

Волна /

Волна 2

ь&0.5

6*2

0,01

0,002

1

/
/
/

/
/

/ / / / / /
/ /

у

/ 1\ 1
/ 1 1

1 1
1 |

\ \

\ \
1 ^

ц, *-7 УягШ

&#

1,0

0,2

1.5

Рис. 12,7. Величины -кг1—Вт в зависимости от 1> = —§-
Й[,2 ' СО''

2 .

пр" " = _^2"=Т (т" е" ш = 2мя). а = 45° и \'Эфф = 0

A2,46) непригодны, и, например, при к» г» 2сон и со ж Зсон
нужно пользоваться громоздким выражением A2,40). Значения

-^.рг'Офи со = 2соя) и ~^-$т3 (при со = 3сон),
к1, 2  , 2

вычисленные [146] по формуле A2,40) для угла а = 45°,
приведены на рис. 12,7 и 12,8. При этом VЭфф = 0, а отложенный на оси

абсцисс параметр V — -| определяет зависимость поглощения
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4ле2Лг
только от (Оо = — , поскольку частота со фиксирована

(напомним также, что для волны 1 в области р^' < V < р10с значение
п\ < 0 и вычислять здесь поглощение имело бы смысл только
в задаче с граничными условиями). Для нахождения величин

„ волна 1

2ЕРт3 Волна г ^'

0,002

1Ц 2 —3 ^0
Рис. 12,8. Величины -таг— Рт в зависимости от » = —2-

соя 1
2Л. 1,2

при " =-р- = "9" (т- е. со = За>я), а = 45° и VЭфф = 0.

A], 2 =— ><1, г приведенные на рис. 12,7 и 12,8 значения нужно-

умножить соответственно на 2ки 2|3Г = 2 — п^ 2Рг и 2&1, 2Рт =

= 2— п^2Р'г- Из графиков ясно, что в рассматриваемых условиях,
вообще говоря, ц2 на два порядка меньше и.!.

Область черенковского поглощения (район резонансной
частоты сооо). Перейдем к результатам вычислений для области частот,
примыкающих к резонансной частоте со,», когда основным (при
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л'эфф —*" 0) является черенковское поглощение. Если это
поглощение является сильным, его вычисление представляет уже обычно
небольшой интерес; практически важно определить поглощение,
лишь пока оно невелико, а также оценить значения параметров,
при которых поглощение начинает резко возрастать. Имея это-
ввиду, примем условие A2,14а). Физический смысл этого условия
уже был, по существу, выяснен раньше: он состоит в том, что
черенковское поглощение (и излучение) возможно только для
относительно небольшого числа электронов, находящихся в
«хвосте» максвелловского распределения по скоростям. Тем не менее,
ввиду большой важности этого вопроса поясним здесь условия
малости поглощения также на другом языке, с помощью других

представлений (см. [147]).
Возникающее в плазме возмущение, отвечающее одной из нор-

мальных волн, затухнет за время I -^ —, если при этом

электроны плазмы в силу их теплового движения сместятся по нормали

к волне (вдоль к) на расстояние порядка Х = у—. Действительног
при таком перемещении электроны за период колебаний
«переносят» также свою упорядоченную скорость, приобретенную под
действием поля волны, в область пространства, где фаза волны
отличается на величину Аф ^1 от ее фазы в начальный момент.
Ясно, что в таких условиях нельзя уже говорить о существовании
слабо затухающего упорядоченного движения в волне. Итак,
сильное затухание имеет место, если

где ик — средняя скорость, с которой плазменные электроны

движутся в направлении к. Другими словами, если за время I,

меньшее периода колебаний —, электрон в силу своего теплового

движения пройдет вдоль к путь порядка или больший к, то он
не сможет приобрести заметную упорядоченную скорость (причина
состоит в резком ослаблении среднего действующего на электрон
поля в связи с усреднением его вдоль траектории). Невозможность
создания упорядоченной скорости и означает как раз, что
соответствующие волны, в которых эта скорость отлична от нуля, сильно
затухают.

В изотропной плазме гъ~ит— 1/ , и условие A2,47)

принимает вид (индекс 1 — 1,2,3 указывает на тип волны):

-т- = Уф<^т. или $\п\^.\.
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Если же говорить об условии слабого затухания, то оно таково*):

Р*п! С 1. A2,48)
Это условие в нерелятивистской изотропной плазме может
нарушаться только для плазменной волны; критерий A2,48) совпадает
при этом с полученным в § 8 условием (8,39) слабого затухания
плазменной волны.

В магнитоактивной плазме условие A2,48) также сохраняется,
если только магнитное поле не препятствует перемещению
электронов на расстояние порядка к вдоль к. Последнее имеет место
{поле не препятствует перемещению), если проекция радиуса

вращения электрона на к будет гн вш а л; —^ > X (а — угол
между к и Н<0)), т. е.

б = ^Ц_ {.^{-^зт а) >\. A2,49)
В условиях A2,48) и A2,49) поглощение волн в
магнитоактивной плазме мало. Напротив, если

Щп\ зш2 а) /¦ „ к . ч 2
^8тоJ<1, A2,50)

электрон может сместиться на X по нормали к волне только
за счет движения вдоль поля Н@\ когда уй-^ уг соа а. Отсюда
следует, что при б < 1 критерий сильного поглощения A2,47)
имеет вид:

р^тг?со82а^1, A2,51)

т. е. в качестве условия слабого поглощения приходим к
неравенству A2,14а), которое слабее неравенства A2,48). Таким
образом, условие A2,14а) является не только необходимым, но и
достаточным условием слабости затухания только в области A2,50).
В не слишком слабых магнитных полях условия A2,14а) и A2,50)
обычно соблюдаются одновременно. На этом важнейшем случае
сейчас и остановимся**).

*) Здесь, как и в ряде аналогичных случаев, неравенство типа х < 1
мы записываем также в виде х2 <^ 1 (в данном случае сделан переход от
неравенства — = $тщ < 1 к неравенству |3г/и <§; 1). Такая замена связана
с тем, что при количественных расчетах оказывается достаточным
соблюдение условия х2 <С 1, которому легче удовлетворить.

**) Если поле Я@) ->- 0, то распространение волн мало отличается
от имеющего место при изотропии. Заметим, что условие A2,50) можно запи-

сать также в виде т-д "С 1> гдегн ~ —: радиус кривизны траектории
%* а>н

частицы в магнитном поле (точнее, речь идет о проекции этой траектории
на плоскость, перпендикулярную к Нт).
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При пренебрежении затуханием для п2 имеем уравнение

р2ту/?/г6 — [1 — и — V -{- ии сов2 а] и4 -;- [2 A — г;J +

- ио соз2 а— и B — г;)] п2 + A — и) [и~ A — VJ] = О,

^'=Т1=^Г+A -:- (/~ЦЦJ ) 31п2асоз2а + 3A —м)со84а,
A2,52)

где в коэффициентах при га4 и п2 опущены выражения 01 фгт)
и 02фт), пропорциональные Р'г и содержащие члены, в
знаменателе которых стоят величины A^~иK и A — 4м). Выражения О,
и 02 заведомо незначительны, если

A-4«)=1—<^>р*.B.яJ . й|_ ] ^12'53>
Условия A2,53), которые будут считаться выполненными,
означают, что рассматриваются области частот, достаточно удаленные
от резонансов со = сон и со = 2а>н. Более высокие резонансы
(со = Зшн и т- Д-) не появляются здесь только потому, что их
рассмотрение отвечало бы учету членов порядка Рг, $т и т. д., что
в A2,52) не сделано. Разумеется, при достаточно малых
значениях рт это законно.

В области, где тг^, 2 -—' 1» поправки к п\% 2 порядка Рг считаются
пренебрежимо малыми, поскольку используется
нерелятивистская теория. Поэтому тепловые поправки имеют реальное значение
только при п2 > 1. Ниже об этой области и пойдет речь.

Если не говорить о малых в обсуждаемых условиях членах
01 (Р1) и02 (Рг), то уравнение A2,52) отличается от
получающегося в квазигидродинамическом приближении дисперсионного
уравнения A2,5) функциональной зависимостью коэффициента при «'
от и, у и а. Например, для уравнения A2,52) этот коэффициент

я зргТ" „ .1 М .
при а = -^ равен ._, и имеет разный знак при и > -г ии<т;

в то же время в A2,5) упомянутый коэффициент равен

Рг A — и соз2 а); при а = -^ он не зависит от и и всегда
положителен при и < 1.

В области, где третий корень уравнения A2,52) велик по
сравнению с корнями п\ и п\, значение этого корня п\ определяется
двумя первыми членами уравнения A2,52) и равно
~, 1 — и — у + иг>с082а

""~в«Н 8Я' а 1 (\ 1 5
Рч'Ч 1-4и ' V. ' A-

15 в. Л. Гинзбург

— и-иJ ) сов2 а 81па а+3 A — и) соз * а A2,54)
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Если не обращать для простоты внимания на множители типа и, у,
соз2 а и т. п., то решение A2,54) справедливо при условии *)

1 — и— у-|-1"; соз2а > Рг- A2,55)

При а = 0, согласно A2,54), п\ «—^— , т. е. получается
ЗРуу

выражение A2,1) для плазменной волны в изотропной плазме.
Так это и должно быть, поскольку при а — 0 волны 1 и 2 являются
поперечными, а продольная волна не должна отличаться от

плазменной волны в изотропной среде.

При 0 < а <С -^ и приближении к резонансам и ->- 1 или
1

и ->• -г (насколько это позволяют условия A2,53) и A2,55)) из

A2,54) получаем:

п|(и->1)
(I-"J

Щ соз2 а

и _^ 1Л _ [3-1; D-соз» а)] A-4и)
4 У 12р?г V зш* а

A2,56)

Отсюда ясно, что в области первого гирорезонанса и « 1 (т. е. при
со = шн) плазменная волна распространяться не может (ге|<;0).

Для частного случая а = я/2 дисперсионное уравнение с самого
начала расщепляется на два сомножителя. Условие обращения
в нуль одного из них определяет п? для обыкновенной волны.

При 6 = < 1 получаем:

1
Чр- A2'57)

1-

Вдалеке от резонанса и — 1 тепловые поправки малы и не имеют
реального значения, но с приближением к резонансу они
представляют интерес.

Дисперсионное уравнение для других волн при а = я/2 и б < 1
таково:

^^_ [!_„_„+ _^_A + 2и_1,)]Я'« + A-1;)»-М=0.
A2,58)

*) Это условие получается из требования, чтобы при подстановке A2,54)
в A2,52) в этом последнем уравнении члены с и2 и Я0 были малы по
сравнению с членами й6 и л4. Упрощающее предположение, сделанное при выводе,
состоит в том, что коэффициенты у г? и йо считаются по порядку величины
равными единице.
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Вдали от резонанса и=1/4(т. е. резонанса а>=^2и>н), и при
условии

A-й —у)»Рт A2,59)

корни уравнения A2,58) приближенно равны:
И1-") ~г ,. A-и-^)A-4и)1
1- зр5*

A2,60)

Этот результат для п\ совпадает с имеющим место при отсутствии
поглощения, а для п\ получается также из A2,54) при а = я/2.
Уравнение A2,58) и условие A2,59) также следуют из A2,52)
и A2,55) при а — т-
(при этом в A2,58)
сохранен отброшенный в
A2,52) член порядка О
фт) в коэффициенте при
Я2). При несоблюдении
условия A2,59) для п\
и п\ получаются более
сложные выражения;

для примера укажем,

что при 1 — и — V — 0
(Т. е. При V — 1>1оо ИЛИ
@= СОоо = V ®1 + (Он)
корни уравнения A2,58)
таковы:

п' ¦± V'(\—Аи)иЗра A2,61)
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Рис. 12,9. Функции п\ п п% при и — 0,1,
а = 90° и Р:г = 10-5. По оси ординат на рис.
12,9 —12,13 используется логарифмический

масштаб.

(индексы 1 и 3 в данном
случае не ставим,
поскольку в точке V^<x,
деление на волны типов

1 и 3 совсем уже не
имеет смысла; см. выше).

Ход кривых п2, согласно формулам A2,58)'и A2,52), ясен из
рис. 12,9—12,13. На всех этих графиках показана (в
логарифмическом масштабе по оси ординат) лишь область вблизи точек и^ 2<х.
Кривая п\ при и < 1 или п\ при и соз2 а > 1 на графиках не
приведена. Поглощение не учитывается. Из сравнения рис. 12,9
с 12,2, рис. 12,12 с 12,3 и рис. 12,13 с 12,4 можно видеть
разницу между результатами квазигидродинамического и кинетического
расчетов. Для этих примеров различие носит количественный
характер. Но иногда оно является уже качественным. Например,
в квазигидродинамическом приближении, как уже отмечалось,

15*
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к

г0,420,44 ом ом 6
-^-1 Л I I Й2.

X

% 0,52 0,54 0^6 0,58 0,60 Ь
п.

кривые всегда имеют вид, изображенный на рис. 12,2 и 12,3.
В кинетической же теории в зависимости от значений а и а ход
кривых п\ может выглядеть или так, как на рис. 12,9, 12,11, а
и 12,12, или так, как на рис. 12,10 и 12,11, б. Оба эти типа кривых
отвечают разному знаку знаменателя в формуле A2,54). Для
случаев, изображенных на рис. 12,10 и 12,11, б, имеется область
значений V (т. е. область частот или область концентраций), где
нет вещественных значений Я2 (эта область на рис. 12,10
заштрихована). В этих областях решения для Я2 комплексны, т. е.

волны затухают уже при

предполагаемом
отсутствии поглощения. То
же имеет место при
вещественных, но
отрицательных значениях Я2.

Разница состоит,однако,

в том, что при Я2<0
волна при углублении
в среду затухает моно-

тонно (Е ~ е с • ),
а при Я2 комплексном
она затухает,

осциллируя. Указанное
свойство — появление

комплексных Я2 даже при
отсутствии поглощения—

имеет место вблизи ре-
зонансов в любой среде
при учете

пространственной дисперсии и отрицательном знаке коэффициента при
старшей степени Я в дисперсионном уравнении (см. [10, 13]).

Необходимо подчеркнуть, что все обсуждаемые графики
физически отвечают распространению волн с заданной частотой в среде
с переменной концентрацией, находящейся в однородном поле

и = ^2" = сопз1, V = -^ изменяется ) . Возможны, конечно,
и другие постановки задачи, когда и и V изменяются при со =

= сопзЬ (см. § 36 и [77, 147, 148]) или со изменяется при со# =
= сопз1 и со0 = сопз1. На соответствующих кривых Я2 также
могут появляться «щели», отвечающие отсутствию вещественных

значений Я2. Например, при а = -5-, о>„ = сопз1 и соя = сопзЬ

для частоты со = ^ (л\ + соя значения Я| 3 комплексны, если
со < 2со„ (см. A2,61)).
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Рис. 12,10.
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Функции п\ и п\ при и = 0,5,
а = 90° и рт = 10-5.
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Вычисление групповой скорости плазменных волн по формуле

угр = тт приводит к заключению [149], что эта скорость может
составлять как острый, так и тупой угол с к. Направления гтр и к

совпадают при и = — -> 0, а также при V ->¦ V, а -»- I) и а ->-т>- .
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Рис. 12,11. Функции п\ и п% при а = 90° и рт = 10~4: а) и = 0,2; б) и =^0,5.

При других значениях а и не слишком малой величине параметра
и вектор гтр составляет с к угол, близкий к я/2. Этот результат
является частным случаем общей теоремы, о которой еще пойдет
речь в § 24 (см. также [10], § 3.3).

Перейдем к вопросу о поглощении плазменных волн.

Как уже указывалось, при а = у черенковское поглощение
отсутствует и, таким образом, затухание волн в районе точки
VIк, = 1 —и обусловлено только соударениями (предполагается,
что резонанс и = 1 лежит достаточно далеко от у1оо, т. е. параметр
V^оа = —%- не слишком мал; кроме того, мы не касаемся сейчас

(Ооо
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предельного перехода и ->¦ 0). При углах а Ф -^ черенковское
затухание существует, но вблизи точки и^ будет заметно только
при больших значениях п\, в частности для плазменной волны 3.

/Г
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Рис. 12,12. Функции п\ и п%
при и = 0,5, а =-10° и $\^ [()-;.
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Рис. 12,13. Функции п\ и 7г§
при и = 2, а = 10° и Рг = 10-*.

Интересуясь, кроме того, только относительно слабым затуханием
у < (о, примем также условия A2,14а) и A2,50) *). Тогда при

*) Помимо условий A2,14а), A2,50) и т > 1 удаленность от резонансов

и = 1 и и = -т- отражается в использовании неравенств Ртге2 ——ггт=— <1
соз2а

A-У«J

и Рг«2 7=- ^ *• ^Ри м < 1 плазменная волна 3 примыкает (является
A—2 /ыJ

продолжением) к ветви необыкновенных волн, а при и сов2а > 1 примыкает
к ветви обыкновенных волн (в области и > 1, и соз2а < 1
слабозатухающая нлазменная волна не существует). Отметим также, что в A2,62) нельзя
переходить в область V ^> 1 (см. ниже).
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учете также затухания из-за соударений (здесь и ниже
предполагается, что со2 > Vэфф) [119, 143] получим:

/, , иУзт2а\-1 Г ^'эфф г. , 2иУ8т2а~| ,
Уз = A +-A=3*0 {"Г- 11 + ТГ=й)г\ +

+ V Т Ш |. Р|.п| сов а 6Хр (, "~ 2Р2Т„| с032 а ) +

+ 2иРг«8^ а [6ХР (~ 2Р'тв»со  а )+еХР(~ 2^ со  а) ] ] }' <12'52>
Показатель преломления плазменной волны, затухание

которой здесь приведено, определяется выражением A2,54). При
предполагаемой малой роли соударений и слабом затухании
использование уравнения A2,52) и формулы A2,54), конечно, оправдано.
Если же затухание сильное (у 5= со), то выражения A2,52) и A2,54)
уже несправедливы. Учет соударений также изменяет ход кривых
(п — ЫJ, причем такое изменение особенно существенно вблизи
резонанса. Легко видеть, что влияние теплового движения на
показатель преломления значительно больше влияния
соударений, если

^ « 1 A2,63)
(подробнее см. [150]).

В силу сказанного результаты, получаемые на основе
использования уравнения A2,52), должны контролироваться с помощью

критериев у < со, Уэфф < 1.

При а = 0 из A2,62) получаем:

7 = Уо-Исоуд,

_ гэфф
¦Усоуд — 2 *

л/~ — -

A2,64)

что совпадает с выражением (8,44), определяющим у0 для
плазменной волны в изотропной плазме (в (8,44) уже учтено, что со2 =

= со„ -}- 3 ( ¦— ) Р; то же сделано и при переходе к последнему

выражению A2,64)). Этого, конечно, и следовало ожидать,
поскольку Уоо (а = 0) = 1 и происходит уже обсуждавшийся переход
волны 3 в плазменную волну для изотропной среды. Такой же
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результат (переход к изотропной плазме) должен, очевидно,

иметь место и при и == —" -> 0. Из A2,62) это не следует просто

потому, что сама формула A2,62) пригодна только при условии

б = Рг/гз8№ а ^ 1^ которое не позволяет совершить переход
и->0.

При условии $\п\ соз2 а < 1 (см. A2,14а)) затухание слабо
в том смысле, что у < со. Последнее и предполагалось при выводе
формулы A2,62). Однако для грубых оценок эта формула пригодна
и при Рггез сов а ~ 1, когда затухание уже может быть сильным.
Тем самым с помощью формулы A2,62) удается не только
вычислить слабое затухание плазменных волн, но и указать условия,
при которых это затухание становится сильным. В области
применимости формулы A2,62) для у с помощью соотношения A2,27)
можно найти ц для плазменной волны:

= ^Х 2уп3B-у~и) _2уп3{ ~и>1 ^ A-цJ 1
  с 3 с A— и — V -<- ии соз2 а) ~ с A—и — у + иусоз2а) ' ^ ' 1'

1-й
так как V

1-й соз2 а

Заметим, что при некоторых значениях параметров ц3= —х3<0,
т. е. поле волны с вектором к, направленным по оси 2, про-

—г — (п3 -г 'I хз1 ) г
порционально выражению е с ; в таких случаях

проекция групповой скорости на волновой вектор к отрицательна и

I—(ПЗ-1 Х31)- поле волны, затухающей вдоль оси ^.пропорциональное с
Случай обыкновенной волны при невысоких частотах.

Показатель преломления может быть очень велик помимо области резо-
нансов со .« 5сон и окрестности точки ^оо также для обыкновенной
волны при малых частотах. Именно при условиях

1>»1, мсоз2а>1, у>к, со>Он^ ]е^ A2,66)
для обыкновенной волны

п\ъ—^- , A2,67)
у и соз а

в то время как п\ < 0 (см. A1,24); распространение является при
этом квазипродольным).

Формула A2,62) к этому случаю неприменима, поскольку при
ее выводе ,не предполагалось, что V > 1 (см. соответствующее
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A2,68>

примечание). Вместе с тем, согласно A2,66) и A2,67), п\ > 1
и учет теплового движения может оказаться существенным.
Расчеты показывают [143, 146], что в области A2,66) тепловые
поправки к значению п\ невелики, а для у2 и |х2 получаются выражения:

уэфф , ,/~я_ 51П2 а ( 1 ~(
^ '"" Уйсоза + У 8 %ЪРИ со54 а6ХР I 2р$.„1 соз* а Г '

_ 20) _ 2^2 С? (И2@) _ П2 2 _ 1>
с с ош с -уи С08 а

Определяемое второй частью этой формулы для у2 черенковское-
затухание при некоторых условиях может играть роль, например
при распространении свистящих атмосфериков в верхних слоях
ионосферы.

Резюме. Резюмируем приведенные результаты, касающиеся
влияния теплового движения на распространение
высокочастотных волн в нерелятивистской магнитоактивной плазме.

Тепловое движение дает пренебрежимо малые поправки

порядка 6Г = —з < 1 везде, кроме областей «плазменного резонанса^тс'

( здесь V, 2*> ^т"— " 2 и "¦! или "а стремятся к бесконечности

при рт ->- 0 и У0фф-»-(Н и областей гирорезонансов со ж5сон,
5 = 1, 2, 3, ... Вблизи плазменного резонанса учет теплового-
движения приводит к появлению третьего корня квадрата
показателя преломления п\ (волны с п — п3 условно называем
плазменными). Ход кривых П\,2, з (у) и их взаимосвязь
(например, то, что п1 и д3или  и ^з отвечают тем же ветвям
дисперсионных кривых) ясны из приведенных графиков. Тепловые
поправки для п\ или п\ в области резонанса существенны при Аг =
= | 1>1. 2°о — V I ^ Рт! в т0 же время соударения изменяют ход.
кривых п2в области Лу~ -2**. Не связанное с соударениями

поглощение плазменных волн заведомо слабо, пока $Тп3 соз а < 1.
При а^О коэффициенты поглощения в области

гирорезонансов «о - (он и со = 2а»н порядка — 1>6Г, а в области со = Зсон —

порядка — ь?Р1- (см. A2,42)). При а ->- 0 поглощение на частотах,

кратных шн, исчезает, а на частоте сон сильно возрастаег

(\1 = — х ~ — у) . Вне окрестности точки у^ 2оо показатели
преломления при со = соя, со = 2а>н, со = Зан и т. д.
особенностей не имеют и могут вычисляться по формулам A1,6), т. е. бе*

учета теплового движения ( исключение составляют углы а —»- 0°
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для резонанса со --= сон и углы а ->- у для одного-двух первых

резонансов ) . При а - 0 и а « % в области частот со < сон
показатель п1 сильно возрастает и достигает значения п1

ш?, у/з

§ 13. Некоторые замечания о динамике плазмы

Магнитогидродинамическое приближение. Прежде чем перейти
тс исследованию распространения в плазме низкочастотных волн,
когда нужно учитывать движение ионов, сделаем несколько
замечаний о динамике плазмы.

При строгом анализе произвольных движений в плазме
исходными являются, помимо уравнений поля, кинетические
уравнения для электронов, ионов и молекул. Подобная полная система
уравнений чрезвычайно сложна; кинетическое уравнение, как
известно, далеко не всегда может быть практически использовано
даже в значительно более простом случае газа частиц одного
сорта (например, одноатомного газа). Поэтому большое значение
имеют различные приближенные методы решения динамических
задач в плазме.

Одним из важнейших таких приближений является описание
газа с помощью уравнений гидродинамики или, если речь идет
0 плазме, магнитной гидродинамики. Это приближение
справедливо, если длина свободного пробега частиц I мала по сравнению
с характерной длиной Ь, встречающейся в задаче (длиной волны,
размерами твердых тел или сосудов). Кроме того, время

свободного пробега Тэфф = — — и период обращения ионов в маг-
2л 2пМс -.

нитном поле ^г- =:—т-п должны быть малы по сравнению с харак-
ин | е|и

2л
терным временем I ~ — , в течение которого заметно изменяется

гидродинамическое движение (роль этого времени играет,
например, период колебаний). Последние условия при использовании
употреблявшихся ранее обозначений сводятся к требованию, чтобы
выполнялись неравенства *) со < VЭфф, со < &н. Выполнение
условия со < ^Эфф заведомо обеспечивает соблюдение неравенства
1 < Ь, если скорость макроскопического движения V существенно

*) Если со < VЭфф и ын -С VЭфф, то условие со <^ Ин становится
излишним, так как среда оказывается практически изотропной и магнитное поле
не играет роли. Таким образом, с точки зрения возможности
гидродинамического описания условие со <^ йн достаточно, но не необходимо

(необходимым является требование а> <^у &н + ^эфф).
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-тт-. Далее, для

того чтобы среду в системе отсчета, где ее скорость равна нулю,
можно было считать изотропной и при наличии магнитного поля Н,

.нужно считать выполненным также условие шя = ;—!— < уэфф

(см. ниже уравнение A3.24)). Наконец, для рассматриваемого
низкочастотного случая можно обычно пренебречь током смеще-

ния по сравнению с током проводимости ( условие > е

а также считать проводимость не зависящей от частоты, что будет
предполагаться ниже (см., однако, замечания, сделанные в конце
настоящего раздела).

Не имея в виду излагать здесь основы магнитной
гидродинамики подробнее (см. 112], гл. VIII и [151—159]), приведем
исходную систему уравнений:

тоШ=^-э, А1\Н--=0, гоЦВ--=—^"^г. A3Д)

3~о[е+±-{ьН]}, A3,2)
Рм^-=-^р-г^иН\=-\р—^1Н.то1Н], A3,3)

, . ^М + сИурм|^0, A3,4)

где рм — плотность среды, вязкостью пренебрегается *) и учтено,
что при принятых предположениях для рассматриваемого
нерелятивистского случая плотность свободных зарядов и плотность

конвективного тока могут считаться равными нулю (см. [152]).
Для получения полной системы уравнений к A3,1) — A3,4)

нужно добавить уравнение состояния р = р (рм, Т) и уравнение
переноса тепла. Если ограничиться для простоты изотермическим
случаем (Т — сопз1), то последнее уравнение писать не нужно.
Выражение A3,2) представляет собой закон Ома для движущейся

среды ( Е -\ 1гН] — электрическое поле в системе отсчета,

движущейся вместе со средой

Из A3,1) и A3,2) для однородной среды (о — сопз1) получаем:

дН ..хо\.[ьЩ+-2-Ы1. A3,5)д( III 4ла

*) При учете вязкости в правой части уравнения A3,3) нужно добавить

фициенты вязкости.
члены г\Аг -г ( $ -'-.- -3- ) ёга<1 Й1У V, где г\ и I, — первый и второй коэф-
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В изотермическом случае уравнения A3,3) — A3,5) и уравнение
состояния образуют полную систему.

Если проводимость достаточно велика (формально при о ->• оо)г
из условия конечности плотности тока $ и закона Ома A3,2)
вытекает соотношение

Е=-±[ьН]. A3,6)
Вопрос о распространении волн в магнитогидродинамическом
приближении будет рассмотрен в § 14.

Во избежание недоразумений необходимо отметить, что речь
выше шла о магнитогидродинамическом приближении, так
сказать, в подлинном смысле этого слова, когда среду можно считать

сплошной. Если же говорить об уравнениях магнитной
гидродинамики, то, как и уравнения обычной гидродинамики, они
иногда применимы и к несплошной (разреженной) среде, например
даже к бесстолкновительной плазме. Ниже мы еще остановимся
на этом важном вопросе. Сейчас достаточно заметить, что
успешное применение магнитогидродинамических уравнений (точнее,
обычно речь идет только об уравнениях магнитной
гидродинамики для идеально проводящей среды) для описания
процессов, не являющихся гидродинамическими в точном смысле

этого понятия, не может вызвать особого удивления.
Достаточно сказать, что в основе уравнений магнитной
гидродинамики лежат уравнения поля и уравнения классической
механики, применимость которых, конечно, не ограничена

упомянутыми выше неравенствами. Довольно естественно поэтому, что
решения таких общих уравнений могут в 'определенных условиях
аппроксимироваться решениями магнитогидродинамических

уравнений и при отсутствии или малой частоте соударений. Особенно
это относится к движениям поперек магнитного поля, которое
препятствует перемещению отдельных частиц в том же
направлении (т. е. тоже поперек поля).

Иными словами, магнитное поле в отношении
некоторых деформаций делает среду как бы сплошной,
причем роль длины свободного пробега / — рт/уЭфф играет

радиус ионной орбиты гн, г ~ еНЯ) =-' еНт , где *>г, г =•=
-тг , Т^= Г,. Точнее, такая среда подобна сплошной среде

для движений поперек поля с характерной длиной волны К
(характерным расстоянием, на котором изменяется макроскопическая

скорость движения), удовлетворяющей неравенству % > гЯ) ,.
Сказанное будет еще проиллюстрировано в § 14. Однако в целом
магнитогидродинамический подход непригоден или, во всяком
случае, совершенно недостаточен для анализа движений в плазме
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при нарушении уже упомянутых условии

ю € VЭфф, соя < уафф. A3,7)

Вместе с тем большинство актуальных проблем физики плазмы
относится именно к области, где неравенства A3,7)'не выполнены.
¦В частности, представляют большой интерес задачи, в которых
¦соударениями вообще можно пренебречь (бесстолкновительная
плазма).

Квазигидродинамическое приближение. Основной
приближенный метод, применяемый в динамике плазмы вне пределов
применимости магнитной гидродинамики, можно назвать
квазигидродинамическим *). Речь идет при этом об использовании
уравнений для средних величин (уравнений переноса), которые по своей
<рорме весьма близки к гидродинамическим уравнениям. Такой
подход уже использовался выше (см. §§ 10, 12, а также [2, 3, •
160, 161 ]). Однако для удобства и внесения несколько большей
ясности в этот вопрос остановимся- здесь На выводе
соответствующих соотношений.

Если мы имеем газ, состоящий из частиц п сортов, то нужно
в качестве исходных написать п кинетических уравнений для
функций распределения /(п> (I, г, ь) частиц каждого сорта:

з/<»>
ьЧгГ + V, (^ /<п>) + 5<"> = 0, A3,8)01

где 2^") (I, г, ь) —сила, действующая на частицы сорта п и 5(п> —
интеграл столкновений.

Кинетическое уравнение представляет собой не что иное, как
уравнение непрерывности (сохранения числа частиц) в фазовом
пространстве (пространстве переменных г и г). С этой точки зрения
сразу ясно, почему градиентные члены в A3,8) имеют вид V,- A>/(п))

в V, ( ~ы\^П) ) • Поскольку V не зависит от г, первый из этих
членов принимает вид 1>Уг/(п), но второй член имеет форму

—ттп" ^*/(п) > использованную в D,2), только при условии *_ -¦ 0.
т дуд

Сила Лоренца Р = е 1 Е -\—[ьН] \ удовлетворяет этому
условию, в силу чего обычное выражение D,2) для кинетического
уравнения в этом случае совершенно правильно.

Среднее по скоростям от произвольной скалярной или
векторной функции С(П) (I, г, V) имеет вид (/Vе"' — концентрация частиц

*) Этот метод иногда называют односкоростным приближением



238 ВОЛНЫ В ОДНОРОДНОЙ МАГНИТОАКТИВНОЙ ПЛАЗМЕ [ГЛ. III

сорта п)

" ('Г) ^ | A3,9)

Умножая кинетическое уравнение A3,8) на зависящую лишь от V
функцию С(П> (ь) и интегрируя по йг, получаем:

Д/(П) ^

-5(Пя)-4-^») + ^«»»е«»>1гг = о, A3до>
где подразумевается суммирование по к (к = 1, 2, 3) и при
получении третьего члена произведено интегрирование по частям
с учетом того обстоятельства, что /<П)—^0 при ик—> ± оо.

Полагая 6п = 1, получаем уравнение непрерывности:

^<П) ' • (Ну (Л^'О = 0. A3,11)ы

Здесь учтено, что \ <$(П> йь = 0, поскольку соударения не могуг
*>

изменить числа частиц (процессы ионизации, рекомбинации и т. п.
не рассматриваются). В A3,11), очевидно,

г,<П) = г,(П)==_1_^ „/<»>Й1>
(указывающая на усреднение черта будет, когда это возможно,
ниже опускаться).

Полагая теперь 0{П) — т{П)ь, имеем:

A3,12)

Вводя скорость беспорядочного движения го=ь — г(П) = 1> — г(П\
можем записать:

С/ОС Ь ОЗС^ {/&/%

дяА "й ¦' ' й дгд
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где тензор напряжений равен

И'*0 - т<п'Л^<П)й?^с. A3,13)
Учитывая далее, что в силу A3,11)
д < т1»г,т тп гт.тн д^(П) , гт б (т<п>#<п>)
-г- {т(П)Л <ПI)(")} — /п("'7У<П) —-г-—|- |){П>—5—^- *- =

можем переписать уравнение A3,12) в виде:

~ |-1><иТ1>(ПМ =

= е<">Л'(П> {^ + -1[»(П>1/]} -^-П^-ЬЯ"", A3,14)
где сила Р в A3,12) считается лоренцовой силой и «сила
трения» равна

Л{П)=- — \ т(П)г8<П) Л>- - ( т(П)«о$(П> и».
Уравнение A3,14) является, очевидно, законом сохранения
импульса (и аналогом уравнения движения в гидродинамике).

Выбирая в качестве функции 6?(П> выражение—^—> можно получить
уравнение, аналогичное гидродинамическому закону сохранения

энергии.

Все подобные уравнения становятся содержательными только
после конкретизации выражений для Щ и И, что при
последовательном подходе требует использования тех же кинетических
уравнений. Вместе с тем, если исходить из уравнений A3,14),
представляется более ясным характер тех или иных используемых
приближений, являющихся часто недостаточно обоснованными
и точными. Простейшим таким приближением является
предположение, что тензор напряжений П;й сводится к давлению,
т. е. 1\(ш = р(п)б,й. Несколько более общая аппроксимация
получается, если считать тензор ПгД диагональным, но «давления» Ихх,
Иуу и П * гно равными друг другу.Наконец, можно дополнить П^
вязкими членами. Ниже мы положим П^ =р(п)бгй, р(п~> —х!Л^п) Г(п). Что
касается «силы трения» Д<п), то она связана с соударениями частиц
разного сорта и обращается в нуль, если средние скорости всех
частиц одинаковы. Поэтому для Шп) используем аппроксимацию,
уже применявшуюся в § 10.

В результате для плазмы, содержащей электроны, однократные
положительные ионы и молекулы с концентрациями И, Иг и Л7™,
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имеем:

- V (х7'сДт) + тЛЧг (»« - »,) + /пЛЧет (»т — »е), A3,15)

-У(х7'{Лг«) + тЛГ,уе«(»в-|>,)Ч-^^»у,тA>т-»4), A3,16)

^Лгт(^+(»^I;т)-
-¦ -7(х7'тЛГт) -туегоЛГA;т—|;е)-Мг,тЛГ,(»т-1',), A3,17)

^-<Ну(ЛГге)--=0, ^ + а1у(ЛГ(»«)-0, ^ + олу(ЛГт1>т)^0;
A3,18)

здесь заряды и массы электронов (е), ионов (ь) и молекул (т)
соответственно равны е < 0, —е, 0 и иг, М и М. Силы трения
можно было бы записать также несколько в другом виде,
например, вводя приведенные массы. Мы не будем этого делать, так как

тМ

для соударении электронов с тяжелыми частицами —-—^ яип,
а для соударений между тяжелыми частицами при использовании
уравнений A3,15) — A3,18) речь идет лишь об аппроксимации,
носящей экстраполяционный характер.

Уравнения типа A3,15) — A3,18) уже неоднократно
использовались (см., например, [2, 123, 124, 155, 160, 162)); в.ряде работ
развиты также более строгие методы в динамике плазмы (см.,
например, [3, 161, 163, 164]).

Уравнения A3,15) — A3,18) нужно, разумеется, дополнить
уравнениями поля (см. (8,24)),

с д1
A3,19)

Кроме того, для получения полной системы уравнений нужно
использовать уравнения сохранения энергии или переноса тепла,

которые зависят от температуры электронов, ионов и молекул Те,
ТI и Тт. Ниже для простоты будем обычно ограничиваться
изотермическим случаем, причем положим Те = Г; = Тт = Т.

Распространение волн в плазме на основе уравнений A3,15) —
A3,19) будет рассмотрено в § 14. Здесь же приведем еще лишь
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некоторые результаты общего характера, а также соотношения,
справедливые при стационарном движении плазмы.

О движении чисто электронно-ионной плазмы и слабо
ионизированного газа. Введем обозначения:

ре=--тМ, р^^МN^, рт=МЛГт, рм - - ре }-р; -гр„„

Рр - РетРм Ър A3,20)РетР« Ре I Р; 1-Рт

Рр = Ре -)~ Рг, р =--¦ Ре ~\~ Рг -', Рт= *Т (ТУ -4 ¦ Л' г Т ^т)-

Складывая уравнения A3,15), A3,16) и A3,17), получаем:

Ре^-ЬР«Ф-гР™^^Мр'Я + 10'Я], A3,21)

где введено также обозначение —т— = —^--\ (*>(п) V) #(п) (см.,
кроме того, A3,19)).

Если скорости всех частиц приближенно равны, т. е. ге »
ж» г ~ я,п, то уравнение A3,21) переходит в основное уравнение
магнитной гидродинамики A3,3) (в A3,3) принято, что $' = $
и плотность заряда р' — 0, как это и имеет место в
соответствующем приближении с достаточной степенью точности); разумеется,
в выражении для )' нельзя полагать ге = »,-.

Такой результат (переход к уравнению магнитной
гидродинамики) физически вполне понятен, поскольку в условиях, когда
соударения между частицами происходят очень часто (см.
условия A3,7)), средние скорости различных компонент газа как раз
и должны быть практически одинаковы. Формально это также
ясно из уравнений A3,15) — A3,17), где при достаточно больших
значениях \е1, \ет и ч1т силы трения могут быть уравновешены
другими членами только в случае малости разностей скоростей
(VI — 1?е), (Гт — Ге) И (гт — !>;)•

При использовании обсуждаемых уравнений учтем, что

ТП < М, | Л' — ЛГ; | <С ЛГ, Чет ~ \/ ~ ^т > Угт, М\1т > ГП\ет-
Кроме того, пренебрежем всеми членами, содержащими
производные по координатам, и ограничимся предельными случаями
или чисто электронно-ионной плазмы (N„1 — 0, рт — 0) или
слабо ионизированного газа, когда

N»N^<Nт. A3,22)

При Л\„----0 и принятых упрощениях из A3,15) и A3,16) в ре-
€ €

зультате умножения уравнений соответственно на — и

16 в. Л. Гинзбург
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и их сложения, получаем

дЭ'
д1 т 'тс1'' ' ег ' тс 1 ' '

Из A3,20) ясно, что в данном случае г = гр

A3,23)

Ре«е + Рг«; ^
: /**;

Ре + Рг

¦VI VI, если только VI > -т-гие. Для достаточно низких

частот это последнее условие, как можно видеть, выполнено.

В этом случае ( осуществляющемся, например, при со <С йн =

= -Ц4—-1 №1Щ\~и;Н) выражение A3,23)-принимает вид:

' ,^ + /-Ь??[/4]-^{*^1-1}- <«•«>
При условиях A3,7) это выражение переходит в основное
соотношение магнитной гидродинамики A3,2) с а~^-^-. Если же

членом —[гН] можно пренебречь, то A3,24) для гармонического

движения эквивалентно выражениям A0,9), где поле Н = Нт
направлено по оси 2.

При наличии также молекул аналогичным образом получаем

Ж-^'Н^+^' =е^{Е + -7[Г111]} +е^ет(гт-ь1). A3,25)
В то же время суммирование уравнений A3,15) и A3,16) в
используемом приближении дает:

¦/ + РР^т(гт — г1). A3,26)

Для слабо ионизированного газа можно считать, что гт да V
(это справедливо при условиях A3,22) итЛгув;М7Угуг < ММтРт);

кроме того, при г;, 1>-^^^Vе можно положить г»г да гр. Уравнения
A3,25) и A3,26) для стационарного случая приводят в таких
условиях к соотношениям:

р2е

тсVе/-^-л/н]-ь•[нц'щ]-= к + %)/- 1 тМс'^1

V V;

<х>нан
(Од

1

Л/^VСV,•;

= \е\И_
тс

и'нн- т\ет

\е\Н
Мс

A3,27)

A3,28)
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Выражение A3,27) бывает удобно записать также в виде:

Г = о{{Е[г\-а±Е'± + ^[НЕ'], Я'--=Е + \[ьЩ, A3,29)
О,,: °±

а„ =
е27Уу!тпШя

т№+»^ая-|-^у'

A3,30)

где Щ\ и Е'±— параллельная и перпендикулярная к Н
составляющие Е'.

Если не пренебрегать малыми членами, содержащими

множители порядка I/ -гт- и еще меньшие, то получается

выражение A3,29), где

1 , 1

а 1 = е2./У \ . . . .. М {&

т^н + ч1) М(аЫ-ч\п)

A3,31)

Выражения A3,31) ввиду их компактности не менее удобны, чем
приближенные выражения A3,30), с которыми они совпадают при

пренебрежении членами порядка |/ ^ ^ тл •
Формулы A3,30), A3,31) для слабо ионизированного газа

были получены выше на основе упрощения более общих
выражений. Однако как эти формулы, так и несколько более точные
проще получить непосредственно, считая вначале, что молекулы
в среднем покоятся (ут л* V = 0). Тогда уравнения движения
в рассматриваемом стационарном случае имеют вид (см. A3,15) —
A3,19))

т\етге + т\е1 {ье — ьх) -=еЕ + — [ге11т],

Му1т»,-г-11»ув, (», — ».)= -еЕ~-\пНт\

Отсюда, пренебрегая членами порядка ет V
т

Ш

A3,31а)

получаем

16*
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такие связи:

"I,х-

'ьгг

[ йн-

Зн^ш

т

Ж

»е,х

V

+

Ш "^ет

12н +

[оя-

"е, х

2

т

-ж"

— ЙЯ^'т^е

гтУет "е,

V

V

ЙН + Ггт

A3,316)

Далее, в томже приближении коэффициенты о"ц, а_|_ и ая в
выражении для ,/' в форме A3,29) оказываются равными (см. также
[165, 173]) *)

о,, ¦

0„ :

еЩ

_ ^_ (УггоУет "I- Уе^гт - Г в>Я^н)

{^+^„.+^A-.-^+^-)} ' > A3,31.)
ЛУшн 1

{(уе Н-Уе;J *о 2теуег , Он
^У;т ¦ у|т

Эти формулы переходят в A3,30) при условии

2^Уе; „ а , йя
Мм. * 1 Т ! •
Л*Угпг Угт

)}

A3,31г)

Фактически, как это ясно уже из полученного результата,
условие A3,31г) было в неявном виде использовано при получении
формулы A3,27). В ионосферных условиях неравенство A3,31г)
обычно выполняется.

Стационарное движение слабо ионизированного газа в
магнитном поле. Случай земной ионосферы. Рассмотрим теперь
стационарное движение слабо ионизированной плазмы во внешнем
поле Нт, с чем приходится встречаться при исследовании
движений в земной ионосфере при учете влияния земного магнитного
поля (см., например, [166—168]). Из выражения A3,28) ясно%
что средняя макроскопическая скорость газа V (для
рассматриваемого случая практически совпадающая со средней скоростью

*) Выше мы положили » — 0 и поэтому получили выражение A3,29)
с Е' = Е. Однако переход к случаю V Ф 0 достигается без вычислений,
если учесть, что электрическое поле в системе координат, в которой газ

1
покоится, равно Е' — Е + — [*>Я], где Е и П—поля в рассматриваемой

системе отсчета (в этой системе скорость газа равна г>; см. [11, 12']).



§ 13] НЕКОТОРЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ О ДИНАМИКЕ ПЛАЗМЫ 245

молекул гт) равна скорости движения ионизированной компо-
л?ЛГг> -| МNV^

ненты г>р — — \м\к ~ г' только ПРИ отсутствии тока з ¦
В свою очередь, согласно A3,29),
ток равен нулю, только если

ГЖ--=ЖЛ ^[иН<0)]-0. A3,32)
Остановимся на связи между V, г>р
и Е несколько подробнее [166]
в предположении, что

%Аг > Vг¦тV<;, A3,33)

которое автоматически приводит

к условию соц > V? ( в рассматри- „ .„ , ,-.
^ п ^ е. \^ у г 2>ис 13,1. Координатная система,

ваемом случае V,, — Vе^ + ует да чет, используемая при записи соотно-
<-— ч шений A3,34), A3,37) и A3,38).

V;™ ~ у Ж \ет, &Н --= "^ ©н) ¦
Направляя поле Нт по оси ъ и выбирая ось у в

направлении, перпендикулярном к V (рис. 13,1), из A3,28) и A3,27)
или A3,29) после отбрасывания малых членов получаем:

еЕг Ус
'Р,г

'р,х

-Р. V

Мч1т \е + »2,

¦Е'х
еО.}

м (он-иVI™) х м(аЪ + х?т) Еу + Vx,
еИн

\ A3,34)
¦Е'

м{аЬ+у\т) к м (й;-уУ Еу,
Е'х-~-.Ех, Е'у=Еу-±ихНт, Е'г = Ег, Vв = 0,

(здесь е — заряд электрона, — е — заряд положительного иона).
В земной ионосфере условие A3,33) удовлетворяется для

высот, больших 90 -~- 100 км. На меньшей высоте среду можно
считать изотропной*). В области, где могут применяться
формулы A3,34), характер движения сильно изменяется в зависимости

от соотношения между ъ2н — !—I- и у!т (в земной ионосфере

*) Ясное из A3,29) и A3,30) условие изотропности сводится к
требованию практического равенства ироводимостей а,, и а , , а также малости
проводимости ан; это достигается, если

<он € V?; A3,35)
следствием неравенства A3,35) является также неравенство <ан&н -С ^гт-
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для ионов О* и ]\т± частота йя ~ 300 и Чт — 10 0Лгт 1/ щ^
(см. F,27)). Если у1т > &и, то при отсутствии поля Е, Vр^x я* их
и Vр у да -^- уж < Уа;. Другими словами, в этом случае (при Е--0)
ионизированная компонента увлекается нейтральной компонентой.

Если же

Он > V;™, _ A3,36)
что в земной ионосфере имеет место в Р-слое, то при Е -0
ионизированная компонента увлекается вдоль поля Ит, но
практически неподвижна в перпендикулярном направлении
2 -

;р, х ~ -^г ^ж! иР) у да — ^- уж ) . Поэтому «ионосферный ветер»
в ^-слое, т. е. появление там скорости гр *) возможно только
при наличии электрического поля. При этом в условиях A3,36),
независимо от значений их, приближенно получим:

»р,* = т>* у™=-1т- <13'37)

Более точные выражения, вытекающие из A3,34), для случая
A3,36) таковы:

еЕ, V,

М\,п
V,

сЕ„ Угт

A3,38)

Зная гр, т. е. измеряя скорость перемещения ионизации, согласно
A3,37), можно определить Е. Величина же V да гт, т. е. скорость
всего газа, приближенно совпадающая со скоростью молекул,
остается при этом неизвестной. Для того чтобы ее определить,
нужно знать также ток $' (см. A3,28)). При этом, если У = 0, то
имеет место связь A3,32) и при пренебрежении малыми членами.
гр = V (полное увлечение), поскольку выражения A3,37) можно

записать в виде Е -\—[ьрНт] = 0. С другой стороны, если
помимо гр как-то определить независимым образом скорость V,
то можно вычислить ток ,?".

*) При наблюдении радиометодами фиксируется именно
перемещение ионизации (нанример, движение ионосферных «облаков»), т. е.
определяется СКОрОСТЬ Vр.



§ 14] НИЗКОЧАСТОТНЫЕ И МАГНИТОГИДРОДИНАМИЧЕСКИЕ ВОЛНЫ 247

Следует подчеркнуть, что выше речь шла лишь о движениях
в однородной ионосфере. Если магнитоактивная плазма
неоднородна, то характер движения в ней может измениться. Скорость
движения неоднородных образований может сильно отличаться
от гидродинамических скоростей в однородной плазме,
рассматривавшихся выше. Объясняется это влиянием макроскопических
неоднородных электрических и магнитных полей, возникающих
в неоднородной плазме. Действительно, скорости дрейфа
электронов и ионов обычно существенно различаются. Поэтому электронная
и ионная компоненты в области неоднородности стремятся
разделиться, в силу чего образуется носкомпенсированный электрический
заряд, создающий электрическое поле, препятствующее разделению.
В результате неоднородность («облако») движется и расплывается
таким образом, что концентрации электронов и ионов в пей почти
одинаковы. При этом электрическое поле оказывает сильное
воздействие на движение неоднородности в целом. Кроме того,
в плазме появляются электрические токи, создающие

неоднородное магнитное поло, учет влияния которого в свою очередь может
оказаться существенным. В конечном итоге именно неоднородные
макроскопические поля в значительной мере определяют скорость
движения неоднородности, быстроту и характер ее расплывания
[169-173].

Более детальное обсуждение затронутого круга вопросов,
важных для физики ионосферы и теории вариаций земного
магнитного поля, выходит за рамки настоящей книги.

§ 14. Распространение низкочастотных
и магнитогидродинамических волн

Введение. Влиянием ионов на распространение волн, как уже

неоднократно указывалось, можно обычно пренебречь при условии

см. A0,5); предполагается, что N > -тг'-^г

°»Ъ = Щ^. A4.1)
Это неравенство не является, однако, достаточным — иногда
влияние ионов значительно и при частотах, существенно
превосходящих ионную гирочастоту Ин. Так, например, при а = л/2
(поперечное распространение) в отсутствие соударений и при
условии (о„ > сон влияние ионов несущественно только, если

о > ]^сояйн — у — Он (см. ниже условие A4,38г)). Волны,
которые можно рассматривать при пренебрежении влиянием
ионов, называются высокочастотными. О них только и шла речь
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в §§11, 12. Низкочастотными будем называть волны, частота

которых удовлетворяет неравенству

о.«Ии. A4,2)

Ниже рассматриваются низкочастотные волны, а также волны
«промежуточной» частоты. В последнем случае не удовлетворяется
ни одно из неравенств A4,1) или A4,2) и, следовательно,
движением ионов пренебречь нельзя, хотя их влияние и может быть
не столь радикально, как для низкочастотных волн.

Магнитогидродинамические волны. К числу низкочастотных
волн относятся, в частности, магнитогидродинамические волны,

частота которых удовлетворяет условиям A3,7), что позволяет
рассматривать их на основе уравнений магнитной гидродинамики
[12, 123, 151, 152, 155—159]. С этого случая мы и начнем,
ограничившись сначала незатухающими волнами (т. е. пренебрегаем
вязкостью и теплопроводностью и полагаем о -*¦ оо). Здесь же
заметим, что некоторые из получающихся таким образом
результатов имеют более широкое значение и справедливы даже при
отсутствии соударений, когда условия A3,7) заведомо не
выполнены.

Исходная система уравнений при принятых предположениях
такова (см. A3,1) — A3,5)):

?§¦-= то1 [гН], ЫуН-=0, )
А Я I A4'3>

Электрическое поле выражается через V и II с помощью A3,6).
Для однородной невозмущенной среды уравнение переноса тепла
при отсутствии диссипации сводится к требованию постоянства
энтропии 5 (адиабатическое приближение).

При рассмотрении волн малой амплитуды, аналогичных звуку
в обычной гидродинамике, положим Н -= И'0) -\- И', рм —
= Ро ~г Р'> Р -- РоЛ-р'¦> V == ь'¦• Е = Е', где величины со
штрихами малы. Тогда после линеаризации получаем уравнения
(Н@) ._, С0П8Ь):

~---го1[гНт], И\Н'-^0, Е--= -\[Шт], 1
а • ' \ A4-4)

где и\ — (¦— ) — квадрат скорости обычного звука в данной
среде.
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В условиях, когда распространение волн можно считать не
адиабатическим, а изотермическим, но также явно не вводятся
диссипативные члены, имеет место та же система уравнений

¦ Будем искать решения системы A4,4), пропорциональные
ег (ш-кг)^ прИЧем выберем к за ось г, а ось х направим
перпендикулярно к к и полю//'0' (таким образом, //<0) лежит в плоскости г/2,

г

К

.

.

_ог ^

н'0!

н'

а) Волна типа 2

г

К

-К /

нт

к»"ю]л н'

б) Волны типа /а!

Рис. 14,1. Волны типа 1, 2 и 3 в магнитной гидродинамике.

составляя угол а с к; рис. 11,1 и 14,1). После подстановки иско

мого решения в A4,4) и исключения р' получаем (уф = у
= #<0> 81П а, #«" -= #@) соз а):

#<0) =

УфН'х- ^ХН1?\ VфVx
т

4яр( Н'х, П'г=-:0, Я^-О;

,<0>

т

4яр0 Ну, )

ч- ч
V,---

н

4яр0

A4,5)

A4,6)

Из A4,5) и A4,6)- ясно, что могут существовать независимо
распространяющиеся возмущения (волны) двух типов: в волнах
одного типа отличны от нуля величины Н'х и ох, в волнах другого
типа это относится к Н'у, иу, V;. и р'. Из A4,5) следует, что для
волн соответствующего типа, которые можно назвать собственно
магнитогидродинамическими (часто эти волны называют альфе-
новскими), фазовая скорость равна

Уф2=-
т #<°> соз а

"|/4яр0 1/4яр0
A4,7)



> A4,8)
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Эти волны отмечаются индексом 2, так как они относятся
к обыкновенным нормальным волнам (см. ниже). В этом случае
в волнах (см. A4,5) и рис. 14,1, а)

»*2 ~ - Ъ нгхг - - г~=, н'х2фо, я;2 =. о, н'у2 - о
Нг У4лр0

ъуг =¦ 0, 1>22 -= 0, рг — 0, р2 -¦¦ 0,

Еу2 = ^ Н™, Ег2 =-- - ^ Я<0>, Ех2 --¦; 0.

Очевидно, скорость движения среды V в этой волне
направлена нерпендикулярно к & и Нт. Согласно A4,7) связь между
<о и к в этой волне можно записать в виде а> = -—==г Нтк,

У4яро
откуда для групповой скорости имеем (см. § 24):

Ло 7Г<о> ...

г^ = ^уЩ- A4,9)
Таким образом, групповая скорость в волне 2 всегда
направлена по внешнему полю Нт. При а -- 0 (продольное
распространение) Vф2 — VТр2~Иш/}/^^лр0^, при а-:я/2 (поперечное
распространение) Уф2-0, а групповая скорость перендикулярна к к и,
как и при всех других углах, равна (в рамках магнитогидроди-

намического приближения) тому же значению —;= .
У4яр0

Магнитогидродинамические волны, отвечающие соотношениям
A4,6), часто называют магнитозвуковыми. Дисперсионное урав-

нение для этих волн, очевидно, таково ( Уф^-— \ ;

г я@J\Т@JЧ 2 „@J

~4яр^"

откуда

VI ,—1С»* ' //@J>1 I 4 1,/„« I Д@>4 ? "О ,Ы0). „@Iх _"
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Для этих волн (см. рис. 14,1, б)
//(О) „@)

• A4,11)

где в качестве Vф нужно выбрать одно из значений Рф1 или Vф3
согласно A4,10).

Волной 1 или ( + ) будем называть волну, которой отвечает
знак плюс в A4,10), причем сам корень всегда считается
положительным; волне 3 или (—) отвечает в A4,10) знак минус.
Подчеркнем, что для высокочастотных волн 1 и 2, например в A1,5) и
далее, волне 1 отвечал знак — и волне 2 — знак +; поскольку
сейчас речь идет о совсем других волнах, отмеченное
обстоятельство не должно повести к путанице (см. также ниже). Зависимость
скоростей Уф1,2,з от угла а между к и Нт показана на
полярной диаграмме (рис. 14,2), где длина радиуса-вектора из начала

координат до кривой равна Рф ——-щ (направление магнит-

У4яр0
ного поля Л<0> совпадает с направлением оси абсцисс; кривые

"° , равных 0,2; 0,8; 1,0; 1,2 приведены для значений I, = „@)
У4яр0

и 2,0).

При I-

У4яр0

Уф1 =

1 и а--0 из A4,10) получаем:

^г;ф2(а=0), ифз=и0,

'г\

У4яр0

0, уг3=——-, »У1-
и VI

Ро ' " У4^р7' "й3"

Р; = о, Яу3=о, ехз-~=о,

= о, A4,12)

причем значения переменных для волны 3 находятся проще всего

непосредственно из A4,6) с Vф3 = и0. При^ =

наоборот, Vф^ = и0^з. Vф3--
#<о>

.ж<»

У4яр0

->1 и а=0,

У4яр0 . Целесообразность именно такого



Рис. 14,2. Фазовые скорости магнитогидро-

динамических волн 1, 2 и 3 (в единицах
#@> Л , уф 1,2,3

Уф 1, 2, 3: 7/@)
в зависимости

У4яр0
У4лр0

от угла а между Л/'0' (направленно осл
абсцисс) и волновым вектором к: а) I,—

= Д» =0,2; б) ^ = 0,8; в) С-1,0; г) ё-
У4лр0

= 1,2; 5) ^ = 2 (на этом графике масштаб
вдвое меньше, чем на остальных)
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выбора названий волн 1 и 3 ясна из рис. 14,2; заметим также,
что при ^ — >0 (т. е. и0— >0 или //0—>оо) волна 1
непосредственно примыкает к необыкновенным нормальным волнам (см. ниже),
что и оправдывает выбор для нее индекса 1. Волна, скорость
которой при а--О равна и0, представляет собой обычную
звуковую волну, распространяющуюся вдоль поля Н"<0>, не
оказывающего на нее поэтому никакого влияния.

При а = -

УФ1

'у\

, когда #20)

V Щ

¦ О, имеем:

/у@J
4^ ' У*3 " у*а = 0,

= 0, V,

»Ф1 '

/; //@J

4яр0
Я<о> Н'у1 — уф1#У1Я<»>

Ех1--=

A4,13)

Для слабого поля, т. е. при условии

//@J
4яр0

A4,14)

для волн 1 получаем:

Я 1/1
„@)

ло>

^21^ф1 ^ ^0>
Я^

УУ1 4яр0ц, #у1! ки! < 1ум|- A4,15)
При Нт—>0 эти волны совпадают со звуковыми.

Для волны 3 при условии A4,14) находим:

Vф3',
Я"

У4яр0
сов а =

т

нТнГ
'гг

У4яр0

з Щг < у!/з.

: уф2; ^уЗ ;
#уЗ

У4яр0

Е'х Ру3Нг A4,16)

Dяр0) и\

Эта волна близка, таким образом, к собственно магнитогидро-
динамической волне 2, с которой она, если не говорить о
поляризации, совпадает для несжимаемой жидкости (при и\—.> сю)
или при Ят-^-0 (в обоих случаях ^2-ч>оо)*). Итак, в пределе

*) Переход к полю Я<0) -*¦ 0 нужно здесь понимать несколько условно,
поскольку в случае плазмы в области магнитоги-дродинамических волн
должно также соблюдаться условие A4,2). Заметим также, что иногда
несжимаемой называют жидкость не при и0 ->- оо, а при пренебрежении членом
с давлением, т. е. при и0 -*¦ 0. Принятая в тексте терминология, конечно,
правильнее.
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^2-^ оо (или лучше при и\-^ оо) имеются две собственно магнито-

гидродинамические волны с фазовой скоростью Уф
#<°> соз а

Иг

У4яр0
причем

У4лр0

и двумя независимыми направлениями поляризации,

Н' 1

У4яр0

В сильных полях, когда

?2

кь---0 и Е=^ — -[гНт]

#@J

4яро

«1, A4,17)

получаем:

Уф,
Т/4яр0 '
81П а

уфз ж м0 со8 а,

V 4яр0
Я«»

4яр0ы0

^И1.
соз а

'г/1

с!#а Яуз, »уз

1/4яр0
Я*0»

~ 4яр0«о

У1!

Я г/з-

A4,18)

В этом предельном случае скорость г, в волне 1
перпендикулярна к 1/@).

В большей части книги вместо фазовых скоростей

используются показатели преломления п — —. Заметим поэтому, что

показатель преломления для магнитогидродинамических волн
обычно очень велик. Так, например, в чисто электронно-ионной
плазме для собственно магнитогидродинамической волны находим:

_с с УЫММ
"ф2 Я<°> соз а *

В солнечной короне при ./V ~ 108, #<0) ~ 10 имеем п2 > Ю2-
и г;ф2 С 3-Ю8 см/сек; в более низких слоях солнечной атмосферы
и в толще Солнца показатель п2, разумеется, может быть еще
несравненно больше. В межзвездной среде при N ~ 1 и #<°> ~
~ 10~5 показатель п2 > 104 и уф2 -С 3-Ю6.

Выше затухание магнитогидродинамических волн считалось
отсутствующим. При учете вязкости и конечной
электропроводности, но пренебрежении теплопроводностью, система
линеаризованных магнитогидродинамических уравнений, аналогичная
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14,4), имеет вид:

^ГО1[,,Я»Ч + ^ДН\

3 = ^ гоЬ Н = а {& + \ [гНт]} ,
--§-Ур' --^—[Нтто1Н'] +Ро 4лр01 ^

I М

Ро

ар;

^B + |)8гайЙ1УЮ,А»

-|-р0сНу г = О

A4,19)

^

Решение этой системы, в принципе, но составляет труда, но
получающиеся выражения в общем случае несколько громоздки.
Ограничимся поэтому рассмотрением предельных случаев. В
несжимаемой жидкости и\ —» оо, р' — 0, сНу# = 0 и для волн типа е1(-ш-кг'>
получаем дисперсионное соотношение:

нП " •" 4яс2л. А«---:, 0. A4,20)СО
4яс2 т), . / 4яс2

Ро со/с2- 4яр0 сой2 а • А2 -
Ро°

Отсюда, при а—>оо и т\ ^- 0, для фазовой скорости волп с любой

поляризацией получается выражение уф — ... , как это и должно
У4яр0

быть в несжимаемой жидкости. Полагая & = — (я— гх), причем

х < ге (слабое затухание), получаем

12,з- 1т к =
ша /4яс2 Т1

УФ2, з:

2уф2, з Ч а

#<о> соз а

Ро

У4яр0

A4,21)

В другом предельном случае положим и\ ••- 0. Тогда для волны 2
получаем результат A4,21), а для волны 1 (в волне 3 в этом
приближении Уфз=0; см. A4,17) и A4,18)):

#@J
СО ¦I кг-

а

соя'1 а

Ро

зт2а

3 Ро Ро
/с2

А»-О. A4,22)

Отсюда при слабом поглощении

Г4яе2 , _п_
 у|1 I- а 3Ро Ро

51П' а} . ^Ф1
Я<о>

A4,23) Ро ' Ч^ро ' РоУ .1 ' ¦*" У4яр0
Помимо волн, носящих характер малых возмущений, в

магнитной гидродинамике, как и в обычной гидродинамике, могут
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рассматриваться волны большой амплитуды и различные разрывы.
В той или иной мере такие волны большой амплитуды и разрывы
сохраняются и вне пределов магнитогидродинамического
приближения. Весь этот интересный вопрос мы рассматривать не
будем (в области магнитной гидродинамики картина выяснена
[12, 152, 156]; в более общем случае, в частности в разреженной
плазме, напротив, вопрос о характере разрывов в настоящее
время находится в стадии исследования [174]).

Низкочастотные волны (квазигидродинамическое
рассмотрение). Продольное распространение. Магнитогидродинамические
волны, о которых шла речь, представляют собой лишь предельный
случай низкочастотных волн с со < йн> для которых выполнены
условия со С Vэфф и сон < V0фф (см. A3,7)). Переходя к
низкочастотным и «промежугочным» волнам вне области применимости
магнитной гидродинамики (см. [123,124,175,176], атакже[58, 72]),
будем исходить из квазигидродинамических уравнений A3,15) —
A3,18). При этом, имея в виду волны малой амплитуды,
воспользуемся линейным приближением. Соответствующая полная система
уравнений при Те — Тг — Тт = Т — соп§1 такова:

дУ1
ИГ

дЫ

{Е + ^еН™]}-^™ +
е

м Уе1 A>е — Г{) -\- УШ A>т — VI),
У.Т

мт т?Л'„
тЛГ«»

¦»е) — ) A4,24)

ДГ<0)
¦—<о^;тA>т — VI),

дА':

ж^Nтй^VVе^^, ^-\-^и0)й^VV^=¦0,

Дй?-8гай(ИуЕ-1^=-$.^, * ~еН™ (Vе-V^)^ A4,25)
здесь Л^0' '=; ЛТ> = ./V-0' и Л^т — невозмущенные значения Ы, Ыь
и N„1 (ниже индекс нуль, если это не повлечет к недоразумениям,
будет опускаться).

Подставляя в A4,24) решения, пропорциональные е1*03'-*"¦>,
получаем дисперсионное уравнение, определяющее зависимость
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(п — гхJ от со. Ввиду громоздкости общего случая пренебрежем
ролью членов с давлением (к тому же уравнения A4,24) при этом
значительно более точны) *). Тогда система A4,24) эквивалентна
системе A0,34) — A0,36), и можно ввести тензор г'ц (со), имеющий
вид A0,43). При введении тензора г'ц для нахождения (п — гкJ
нужно использовать лишь волновое уравнение A4,25), которое
для плоской монохроматической волны запишется так:

¦РЕ1 + к1(кЩ + ^г'иЕ1 = 0,
го2

Ы)\ A4,26)

где при отсутствии молекул (см. A0,44)):
, . , _ , со?

&ХХ Ц^ 1&хи — АьХу -

. — е,

(со :

— Е,

С0я)(С0 + Оя) — 1<йЧед ' |
• _ \ ыо I A4,27)

остальные компоненты е^- равны нулю.

Запишем также эти выражения A4,27) в несколько иной
форме для случая, когда Vе^ = 0 и, таким образом, ъ'ц — гц:

¦*уу
а>1 (со2 — сояОя)

(со2-соя)(со2-С^я) '

со§сошя
-ху ¦

(со2-сон) (со2-Он)
Щ_
со2

A4,27а)

Заметим, что при переходе от A4,27) к A4,27а) в числителе
выражения для гху стоит множитель (шн — ^н) вместо сон. Однако
в пределах используемой точпости расчета (см. § 10) сохранить
множитель («я — &н) вместо сон было бы незаконным.

Из A4,26) и A4,27) для волны, распространяющейся под
углом а к направлению внешнего поля Н@), когда можно
положить

/г = {0, Авта, ксоза},
получаем:

(П— 1н)и2 = [е'ххят2 а^-Еххе'гг A + соз2 а)-)-г'ху зт2а] + ~]/~Л
2 {гХх зт2 а + егг соз2 а)

К — [ь'х% 81П2 а + в'ххе'г2 A + сов2 а) + е'х\ зт2 а]2

— 4 (е^ зт2 а + е^г соз2 а) (е^ + ъ'х%) г'хг.

A4,28)

*) Давлецие ре —• кТN, а скорость звука и0 ~ ~\/кТ1М. Поэтому в
плазме без молекул, когда плотпость р0 яг ММ, условие A4,17) имеет вид
#@J/8я > ре. Таким образом, пренебрежение давлением частиц, вообще
говоря, возможно в достаточно сильном магнитном поле, так как в этом
случае основную роль играет магпитпое давление #@J/8л.

17 в. Л. Гинзбург
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При продольном распространении (а = 0) получаем:
ч2 _ , ;.л2 _ _(га—Ы)а 2 = (га— Ы)^ = г'хх -с 1г'хх, — 1 — -.—¦ г-;—__? „ ,—:—

4 п> & \ / + хх ху (ш ± сод) (со-+-^я) —гшуе

со^со-п>±а>я ^Ч
где в последнем выражении опущены индексы ег у уе1 и пренебре-
жено величиной $2д по сравнению с соя- Последнее недопустимо
вблизи ионного гирорезонанса со ж &н, о чем еще пойдет речь
ниже.

В высокочастотном случае A4,1) выражение A4,29) переходит
в формулу A1,8); если же

со < Он. «V < сонйя, A4,30)

то при пренебрежении слабым поглощением из A4,29) получаем;

 ,2 = 1+-—о-=1-юнйя- ' Я<°>2

A4,31)

Обычно

шяйя #@)
4Я.ШУУ >> 1 A432)

и скорость Уф, согласно A4,31), равна скорости магнитогидро-
динамических волн V*, = —¦, , поскольку М1\ ¦— рм — р0 с точ-

У4яр0
- /те

постью до пренебрегаемых членов порядка -тт .

Мы видим, таким образом, что высокочастотпые волны
(например, радиоволны, распространяющиеся в ионосфере или солнечной
короне) и магнитогидродинамические волны, столь сильно
отличающиеся друг от друга в отношении ряда свойств, тем не менее
тесно связаны между собой и, по существу, отличаются лишь
значениями параметров: соответствующие выражения для (га — гхN
получаются [123] из общих формул (см., например, A4,29)).

Условие A4,32) соответствует возможности пренебречь частью
го) „ 4я

тока смещения — Е по сравнению с умноженной на — плотностьюС С

«полного тока» ,?" = ^-\-1ыР. Вместе с тем, как ясно из A4,31)г
условие A4,32) означает, что п2 > 1 и фазовая скорость волн

равна Уф = — -С с. При условиях A4,30) и A4,32), как ясно



§ 14] НИЗКОЧАСТОТНЫЕ И МАГНИТОГИДРОДИНАМИЧЕСКИЕ ВОЛНЫ 259

из A4,27), находим

ежж = ев„« щнйн , 8г2» — 0)(со_^), |вгг| » ежж A4,,«)
(остальные компоненты равны нулю или малы); в A4,33) и
ниже мы отождествляем вещественные г'хх и гуу с ежж и еуу).
¦ Пусть теперь, кроме того, угол а между к и Нт не
слишком близок к я/2, так что соблюдается условие |е22|соз2а>
> ежж8т2а~ гхх, т. е.

юнОнсоз^а 4 A4 34)

Тогда из A4,28) и A4,33) получаем:

4яс'Л/ЛГ _ с _ Я(">
"Ехх^ я<°>2 ' Уф1~«1 ~УЩГ'
руа; _ 4яс2Л/ЛГ _ _с_ _ Я'О'соза
соз*а~ я@Jсо82а ' Уф2 ~ пг ~ уТлра

A4,35)

Эти выражения совпадают с магнитогидродинамическими
формулами A4,7) и A4,10) при и0 = 0 (напомним, что еще при переходе
к формулам A4,27) было пренебрежено давлением, т. е. положено
"о = 0).

Об области применимости мапгатогидродинамических формул.
Весьма важно подчеркнуть, что условия применимости формул
магнитогидродинамического типа A4,35), т. е. неравенства A4,30),
A4,32) и A4,34), могут быть значительно слабее общих
условий справедливости магнитогидродинамического приближения
(см. A3,7)). На такую возможность мы уже указывали в конце
первого раздела § 13, связывая ее со сдерживающим влиянием
внешнего магнитного поля на движение частиц поперек поля

(в этом случае роль длины свободного пробега I = — в известном
Ь-т, ;Мс

отношении играет гирорадиус ионов гн> ! ~ ' @) и значение V

может оказаться несущественным). Поясним теперь возможность
справедливости некоторых магнитогидродинамических формул вне
пределов применимости самой магнитной гидродинамики, исходя из
исходных выражений. Условия применимости магнитной
гидродинамики A3,7) нужны для того, чтобы более общее
соотношение A3,24) приняло вид:

/-гкц.
т. е. совпало с основным магнитогидродинамическим

уравнением A3,2); кроме того, для справедливости самого соотношения
A3,24) нужно, чтобы частота со была достаточно мала (для этого

17*
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достаточно условия со < йн). Вместе с тем при переходе к беско-
о 1

нечнои проводимости используется лишь связь Е = [гН],

которая имеет место и без пренебрежения током смещения *).
Действительно, для гармонического процесса уравнение A3,24)

можно записать в виде (V = ге;):

Отсюда ясно, что при достаточной малости со и V или достаточно

большом N связью Е = [гН ] можно, вообще говоря,

пользоваться и при несоблюдении условий A3,7). В результате даже
при полном пренебрежении соударениями (бесстолкновительная
плазма) предельные формулы A4,35) справедливы без учета
теплового движения (формально при Т = 0) при условиях:

*«°я, 5^>1. ^^» . A4,37)
В свете изложенного представляется довольно естественным, что
о магнитогидродинамических волнах часто говорят не только
в области применимости магнитной гидродинамики, но и всегда,
когда справедливы формулы A4,35), например при VЭфф = 0,
а = я/2 и соблюдении неравенств A4,37).

Углы а, близкие к я/2. «Гибридные» резонансы. Остановимся
теперь на области углов а, близких к я/2.

Если а = я/2, формула A4,28) при любых значениях других
параметров дает.

(п-1кI=Е'хЦг'х1 , (п-Ы)\~ва. A4,38)
Р-хх

Такой результат для (п — Ы)\ очевиден с самого начала,
поскольку при а = я/2 обыкновенная волна 2 в квазигидродинамическом
приближении распространяется точно так же, как и при
отсутствии магнитного поля (поле Н<-°) в этом случае не влияет на
движение частиц, так как их средние скорости параллельны полю).
-Для необыкновенной волны 1 из A4,38) в условиях A4,33)
по-прежнему получается выражение A4,35), и, таким образом, углы
а ->• я/2 для этой волны не являются исключительными. Для
волны 2, напротив, согласно A4,35) при а = я/2 получим п1 = <х>
и Vф2 = 0, а согласно A4,38) и A4,33) имеем:

(п-Ы)\---- Ы ((О — IV)

*) Для применимости же магнитной гидродинамики (уравнения A3,1) —
A3,4)) возможность пренебречь током смещения, конечно, необходима.
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и волна очень сильно затухает даже при у = 0. Подставляя
значения A4,33) в A4,28), при условии

соз2а<1 A4,39)
получаем:

(п-ЫI = -,— ^ от—^- A4,40)4 '2 (шяЙясо82а — со2) — ш\ х ' '

Разумеется, при достаточном удалении от угла а = я/2, когда
соблюдается требование A4,34), формула A4,40) дает значение
A4,оо): щ = ^—-$-— ^ • Если же а-»-я/2 (или,4 2 (он-Онсо52а #со>2с082а ч
точнее, если нарушено условие A4,34)), томагнитогидродинамиче-
ское выражение A4,35), как сказано и видно из формулы A4,40),
непригодно. При а->я/2 магнитная гидродинамика при
бесконечной проводимости приводит к неверным результатам даже
при сколь угодно малых со и V, потому что для обыкновенной волны
при а — я/2 векторное произведение [гН^ ] = 0. Таким образом,
в магнитной гидродинамике при о ->¦ оо для рассматриваемой
волны Е — [гН<-0)] = 0, и, следовательно, о волне может

идти речь только при конечной проводимости или при учете тока
смещения. Оба эти момента и учтены в выражении A4,40).
Заметим также, что в области углов а ->• я/2 сильно изменяется и
поляризация волны 2. Несколько подробнее распространение
низкочастотных волн в области углов а, близких к я/2, рассмотрено
в статье [177].

Остановимся теперь на распространении волн под углом
а = я/2 при произвольных частотах о>, причем для простоты
пренебрежем столкновениями. Таким образом, будем
использовать выражения A4,27а) и A4,38), которые дают

-2 л 4>п

ы§(со2 —шнОн)

й>8й>гШл

  (шв-ШдХшв-О^)

~(аJ-а)я)((о2-Йн){(со2-й)н)(аJ-^н)-со§((о2-(Ол^н)^¦ A4'38а)
Знаменатель у третьего члена в правой части обращается в нуль,
в частности, при условии

(о*-(а)М-а)н)со2 + (оЛ-(онОн = 0, A4,386)
и>1 + а>Я

аг = со г, ± = ±±^/га±^. -шкоя.
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где мы пренебрегаем йн по сравнению с соя и ойнО>н по сравнению
с Иц. При со2 = со?, ±, очевидно, п\ = оо и поэтому частоты соГ)±
часто называются частотами «гибридного» резонанса. Выражение
A4,38а) обращается в бесконечность (имеет полюс) также при
со2 = соя и со2 = йя> но «гибридные» резонансы более интересны
в том смысле, что могут лежать в области частот со, где &я<

<С со2 < шя = (—) йя- Действительно,

и, следовательно,

со*) + »со2 + сйН, со?, _»ИдОд ^"^ ¦ A4,38в)
При Шр > соя имеем сог,_ л; соя^я. и именно частоту соГ)_ =
= (ЛсодОн обычно называют «гибридной». Поскольку при со =
-= соГ|_ имеется полюс п\ и сог,_ = ]Лсоя^я > ^я> ясно, что
в рассматриваемом случае при широко использованном выше

условии со > &н (условия A0,5), A4,1)) влиянием ионов
пренебречь нельзя: это можно сделать лишь при условии

со » ]/"сЗяОя = \/~^Г°»- <14'38г)
В большинстве случаев, однако, условий A0,5), A4,1) достаточно
для пренебрежения влиянием ионов. Так, даже при а = я/2
к неравенству A4,38г) мы приходим лишь при со„ 3* со?/; если
же а Ф я/2, то область сильного влияния ионов обычно не
превосходит частоту 0,н (при а = 0 это утверждение является
строгим—оно очевидно из выражения A4,29); при а Ф 0 частота
ионного резонанса близка к Йн при указанном ниже
условии A4,38и)).

Об области ионного гирорезонанса. Приведенные формулы
позволяют составить весьма полное представление о
распространении низкочастотных волн в плазме без молекул. Переход к
«промежуточным» частотам не составляет труда: соответствующие
результаты уже содержатся, по существу, в общей формуле A4,28)..
В качественном отношении важнейшей особенностью области

частот со ~ ^н является появление ионного гирорезонанса.
Наличие при а = 0 резонанса на частоте со = йя сразу ясно из
формулы A4,29) для (п — шJи2. В связи с использованием этой
формулы A4,29) сделаем такое замечание. На первый взгляд

-. т

кажется, что при пренебрежении малыми членами порядка -р-
в выражении для (п — шJ можно всегда пренебречь частотой $^1{
по сравнению с соя. Это заключение, однако, неверно, что особенно
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ясно видно именно на примере формулы A4,29). Без
пренебрежений знаменатель в этой формуле имеет вид:

(СО ± С0Я) (© Т &2П) — 1Ше1 — СО2 ± СОдСО 1р СОЙн — ЮН^Я — 1®Уеи

при со = &н и выборе верхнего знака (волна 2) это выражение
равно — тче1 (резонанс). Если же пренебречь членом сойн по
сравнению с сосон, как это сделано при переходе к последнему
выражению A4,29), то при со = &я знаменатель равен 0?ц — гше1,
т. е. уже нет подлинного резонанса. Сказанное, конечно,
совершенно элементарно и имеет целью только подчеркнуть
необходимость проводить вычисления в «промежуточной» области частот
с большей точностью, чем в низкочастотной области. В результате
формулы становятся несколько более громоздкими. Здесь мы
ограничимся обсуждением условий резонанса.

Из A4,28) очевидно, что п2и2 ->¦ оо (резонанс; поглощения не
учитываем) при условии

ежж81п2а-;-еггсоз2 а = 0. A4,38д)

После подстановки выражений A4,27а) это условие сводится
к следующему уравнению для со:

<о6 — со4 (соя + со*) 4- со2 (еояЙя + ©?<»яйн зш2 а +
->- со^соя соз2 а) — сОдСОя^я соз2 а = 0, A4,38е)

где отброшены члены 0,2ц по сравнению с соя.
При &н ->• 0 (формально это достигается для ионов с массой

М ->- оо) уравнение A4,38е) переходит, конечно, в A2,2). Корни
0& (см. A2,2а)) этого уравнения A2,2) обычно велики по
сравнению с &1}{. Уже отсюда ясно, что в реальных условиях, когда

йп =-тг сон < сон, корни уравнения A4,38е), кроме особых
случаев, либо велики, либо малы. Иными словами, за некоторыми
исключениями, четыре корня уравнения A4,38е) находятся из
уравнения

<о4—со2 (со2я + ^) + (сояЙя + со^(онйя81п2а-|-со20соясо52 а) = 0, A4,38ж)

а два других корня равны

а4,5,6 = _9к A4,38з)
Оя4--т^»§81п2а
1-1 _

а>§ сов2 а

Поскольку мы считаем, что со>0, фактически здесь, конечно,
имеется только один корень.
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При условии

ю;со8*а»0},-|-|^й>«ат»а A4,38и)
корни о)оо,5,в ^ &н, что совпадает с условием резонанса при
продольном распространении.

Условие A4,38и) обычно нарушается лишь при углах, весьма
близких к углу а = я/2. При а = я/2 уравнение A4,38е), как
это и должно быть, сводится к A4,386), если пренебречь членами
порядка О?/ по сравнению с соя и членами порядка о)я^я по
сравнению с ш2,. Что же касается уравнения A4,38ж), то в
условиях A4,38и) оно совпадает с A2,2). Несколько подробнее об
области ионного гирорезонанса см. [5, 8, 72]. Представляет
интерес также ход кривых п2(со) или п(и>) и и(ш) во всем
интервале частот, т. е. и с учетом влияния ионов и в

высокочастотном случае. Соответствующие графики можно найти, например,
на стр. 25 статьи [72].

Учет влияния молекул. Формулы существенно усложняются
и при учете влияния молекул. В этом последнем вопросе мы
ограничимся здесь для иллюстрации только одним примером. Именно,
при наличии молекул, когда тензор е'ц имеет вид A0,43), для
продольного распространения формула A4,28) приводит к
выражению [123]

(п-1хIг = 1-—с ^— зу-^г , A4,41)
<»и-*в±юл——^—ж+ж^\
У <й I т + хи ^*1т-

ГДе \е = Уе1 + Чет И уЧТвНО, ЧТО Мущ > ТПУет И \ет>Чцп (кроме
того, в A4,41) использовано условие Му-1т > тче1 и отброшены
члены ^ которые вне области ионного гирорезонанса всегда малы
по сравнению с выписанными членами). При низких частотах,
когда соблюдаются неравенства

N N
&Я > «, аГ &Л > », Юяйн дГ ^Ш » ©2Уе,

из A4,41) получаем:

(п — Ы)\, 2 =

И А ;2Л ^ ]-^ ^М1ТГ ¦ A4,42)
Л'тУ Ч "" ЛтУ
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В предельном случае, когда
,К2

со2 « у\т%~ = {Чт^шЩ* A4,43)

{Цт — эффективное сечение, V^т—относительная скорость), при
пренебрежении относительно слабым затуханием из A4,42) полу-
чаем магнитогидродинамическое значение п2 = — = —тжг- > так

как плотность среды рм~ р0= М (М ^гNт).
В другом предельном случае

со2>^?т5- • A4'44>
получаем

/ • \2 , , 4яс2м;у /. . у|тлг\2 ,, , 4ЯС2МЛГ /, , V^т^V^^ ¦ 4Яс2/Ш\'У;та

4 шЯ<°>2
АксЬМЫ . 4яс2МЛл>;:

A4,45)~ Я*1»3 (оЯ<°>2

где переход к последнему выражению предполагает, что

Я(°>3 >Х' ^д^«!- A4'4Ь>
4яс2Л/Лг

При пренебрежении затуханием, согласно A4,45), п2 = -Ч,@)а ;
этот результат может радикально отличаться от магнитогидро-

динамического значения и2 — @J—— (другими словами,
в случае A4,44), A4,46) и слабом затухании волна
распространяется так, как если бы молекул совсем не было). При д;т ~ Ю-15
и V^т ~ 105 условие A4,43) принимает вид а» < Ю-10 Л", что для
земной ионосферы приводит к весьма сильному неравенству
са < Ю-4, поскольку АГ^ 10е.

В противоположном случае A4,44) примем, например, что-
и ~ 10. Тогда получим

для ^-слоя ^ ~ 10е, Ит ~ 1010, \1т~1, Ж°) ~ 0,5):

-^5 Ю3, уф = -~3-107, Л- — 200 км,
-^--50, <* = -!-

для Я-слоя (^~103, Лгт~1013ч-Ю14, V,-,»—103-^-104):

2<в шх

га^хда 1/ ^'^м ~ 1 ч- 3 ¦ Ю-1с ~ 3 • 103 -г- 104,г (оЯ<°>2

уф~3-106~-107, «? = —~3-М0кле.* (ох
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Учет теплового движения. Некоторые результаты
кинетической теории (изменение скорости, затухание при отсутствии
¦соударений). Скорость низкочастотных (магнитогидродинамиче-
ских) волн в ряде случаев весьма мала. Например, как уже
указывалось, в межзвездном пространстве при Нт ~ Ю-5 и р0 =

= МАГ ~ 10'-24 г/см3 скорость г;ф •-=—^=-~ 3-Ю6; в сол-
У4дро

ночной короне при Нт ~ 1 ир0 ~ Ю-16 имеем уф ~ 108. Тепловые
•скорости электронов в этих случаях порядка или больше Уф,
и поэтому может оказаться существенным учет теплового
движения *).

При сохранении членов с давлением система уравнений A4,24)—
{14,25) может быть использована для исследования
распространения волн и с учетом теплового движения частиц. Однако, как
и в высокочастотном случае (см. § 12), в квазигидродинамическом
приближении не только отсутствует поглощение, не связанное
<с соударениями, но и нельзя придавать количественное значение
зависящим от температуры поправкам к скорости волн. Поэтому
квазигидродинамический метод в силу относительной простоты
получающихся выражений интересен главным образом с точки
зрения возможности проведения общего анализа формул для
п — т в зависимости от разных параметров, вблизи резонанса
и т. п. Поскольку мы не предполагаем здесь проводить такой
анализ, остановимся сразу на результатах кинетической теории
в применении к плазме без молекул и только для низкочастотного
случая A4,2).

По своему характеру и технике расчеты в этом случае [178—
180 ] (см. также [8, 941) отличаются от обсуждавшихся в § 12 лишь
использованием кинетического уравнения не только для
электронов, но и для ионов. Величина тепловых поправок к скорости

распространения и затухания магпитогидродинамических волн

оказывается различной при а -> 0 (продольное распространение),
при а ->-я/2 (для обыкновенной волны) и при 0 < а •< я/2.
Случай а -> 0 выделен потому, что обе волны 1 и 2 являются при
этом поперечными; об особенностях, имеющих место при а ->• я/2

*) Учет влияния теплового движения, например, в случае изотропной
плазмы (см. § 8) свидетельствует о том, что это влияние не может полностью

ь'т У пг
определяться просто параметром —~ . Вместе с тем как из ре-

Уф С
зультатов расчета, так и в связи с отмечавшейся в §§ 8, 12 ролью че-

ренковского излучения ясно, что значение параметра — весьма суще-
УФ

ственно (достаточно сказать, что именно при VТ ~ Уф становится
значительным поглощение волн, носящее характер обратного эффекта Вавилова —
Черепкова; см. § 8).
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для волны 2, мы уже говорили; поскольку волна 2 при а -V л/2
сильно затухает уже без учета теплового движения,
рассматривать сейчас эту задачу более полно представляется излишним.

При а = 0 кинетический расчет [178] приводит в области
слабого затухания (у < со) и при отсутствии соударений к следующим
выражениям для скоростей волн 1 и 2, которые поляризованы
по кругу (с противоположными направлениями вращения
электрического вектора)

2

4г =

//(ОJ

4яр0

2/@J

4яр0

1
хТ

/•/ ' Я@J
V 4яр0

хТ

М
#@J

 яр7)

со

0)

»?

У2 "йя7

игТ СО

Он

A4,47)

здесь предполагается, что

о я@)
«Г ^ /4яро
Л/

//@J

4лр0 «с* «¦ 1/1±
хГ

V 4лр0

Он A4,48)

(знак плюс относится к необыкновенной волне 1 и знак минус —
к обыкновенной волне 2). Условия A4,48) совместимы с соотно-

хТ_
М СО л <х

1,и, таким образом, изменение скоро-шением г-Чг со
Я<°>2 &Я
4лр0

стей ^ф1,2 за счет теплового движения может быть значительным
уже в области применимости формул A4,47). Еще более важно
то обстоятельство, что при учете теплового движения скорости ь^
и Уф2 не равны друг другу и зависят от частоты. Поэтому будут
иметь место поворот плоскости поляризации и изменение формы
импульсов, образованных из низкочастотных волн с разными
частотой и поляризацией.

Затухание поля в этих волнах со временем, происходящее по
закону е-"*'', определяется значениями:

"VI : ^Оя./лЛ,
11 и-1Т со V 2 V. ""Ф1ЙЯ

ехр { *Ф1Й я\ 1
2,2тШ2 ^

0 "фгОя./я «йоПт

"ф^яУ у I 2^т@2 /

A4,49)

Из A4,47) и A4,49) ясно, что при а = 0 изменения скорости
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и затухания волн, обусловленные тепловым движением,
определяются параметрами:

2 2

*=-^-' ^сг^^^г- A4'50>

Если \ < 1. то и подавно § тт— < 1, и тепловыми эффектами
тт II <0)

можно пренебречь. При этом | < 1 даже при у0 = ¦ , ~.
_ У4лр0

-, /*Т со ^ . тт
~ У|-г = I/ дГ > поскольку »— < 1. На этом примере, кстати
сказать, ясно,что роль тепловых поправок не всегда определяется

отношением — , но может характеризоваться и значительно-

меньшей величиной: в данном случае параметром | в случае
*. СО т-,

скорости и параметром § — в отношении затухания. В результате

при а — 0 влияние теплового движения на распространение
поперечных низкочастотных волн в условиях, представляющих
реальный интерес, оказывается весьма небольшим.

Положение, вообще говоря, изменяется при углах а, отличных
от нуля, или, точнее, углах а, не слишком близких к нулю *).
Приведем соответствующие результаты (см. [180], а также [179]),
полученные в предположении, что

ю « й«- ^г = п" » * (т- е- уф =  - « с*
хГ ^ . „ угГ СО2 . , хх .

Если, кроме того,

М а2 "х" " „2 о2

A4,51)

7Г»/?С08а' <14'52>
для скоростей Уфл и Уф2 получаются магнитогидродинамические
значения A4,35); при этом для волны 2 предполагается
выполненным также последнее условие A4,37), т. е. угол а не должен

быть слишком близок к 4т- ( как уже указывалось, область углов

*) Поглощение особенно мало при а -*¦ 0, потому что цри а = 0
обратное черепковское поглощение отсутствует (см. § 12), а резонансное
поглощение на частотах ионного гирорезонанса со « *Он (« = 1, 2, 3, . . .),
очевидно, здесь не рассматривается, поскольку используется условие «в < йн.

Заметим также, что при а — 0 волна 3 является продольной и сильно
затухает при отсутствии достаточно большого числа соударений (см. § 8).
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Я

У с точки зрения выяснения роли тепловых поправок

интереса не представляет ) .
Декременты затухания в условиях A4,52) равны:

/я 0 81п2а т Г 1

Чг=<й
тсо2

Фги2 соз аK м С032а д^

2Р|„2 с032

ехр| 2р^га|со82
A4,53)

хГ /  -^ и опущены малые члены, в частности члены
порядка значений A4,49) для уи 2при а = 0. По последней
причине понятен тот факт, что по формулам A4,53) при а = 0
декременты 71 = 7г = 0-

Согласно A4,52) формулы A4,53) справедливы лишь, пока
фТп соз а < 1, но для ориентировки их можно использовать и
при ртмсоз а ^ 1. Даже в этом последнем случае, не говоря уже
об области A4,52), у1 и у2 малы в том смысле, что всегда у1J С со.
Однако по своей величине значения у4 и у2 при фтп соз а ~ 1 могут
быть не так уже малы и, во всяком случае, не экспоненциально
малы. При этом ^1 > 7г-

Мы видим, таким образом, что при а ~ 1 условие заметного
затухания имеет простой вид:

Vф¦ У т

Но уже при а—»у для волны 1, для которой приведенные
формулы справедливы, затухание сильно ослабляется и не
экспоненциально мало только при Уф ~ г;т сов а.

Рассмотрим теперь область меньших скоростей волн, когда

V-V т сое а > уф > V м сова. A4,54)

у.Т
Тогда с точностью до членов порядка -тт- включительно получим

Н @J ЗхГ #@J
Ф1' 4лр0 М 8ш2а, г;22„ = ___соз2а) A4,55)

где опущены малые (в условиях A4,51) и A4,54)) добавки порядка
—5-тг~> фигурирующие в формулах A4,47). Далее, обозначая
Му1 "Я
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-^ через р\, имеем:
2„2

, /Я . , Г Рг?П1 , 56;^ Г 1-1-1у1 = (о1/ -5-81п2а г—— —^-^-ехр-^ 7ГЪ \ ,
11 Г 8 [.Рг^соза сова ^ (. 2^п\соз2а / -I

Чг
/л со

•8172

"Я з'ш2а- Зш2 й2"я соз2 а
[ Р,2«1ргге2 соз а '

ргл2 E1 п2 а + 4 соз2 а)
соз а еХР { - 0«2„2Щп\ соз' ^}]

A4,56)

Одно из условий A4,54) означает, что Р;«соза<1, по для
ориентировки формулами A4,56) можно пользоваться и при

/~х7г -гт- сов а. В этом случае при а — 1
затухание волны 1 является очень сильным (у— со) и при
уменьшении угла а ослабляется лишь за счет множителя зш2 а.

Затухание волны 2 при а — 1 примерно в —2"- йя раз меньше затухания

волны 1.

Как уже указывалось в §§ 8 и 12, при наличии помимо
рассмотренного затухания у0 = у1J также слабого затухания уСоуд>
вызванного соударениями, полное затухание равно у = у0 +
I гг 2со 2\
+ Тсоуд» а затухание в пространстве будет и. = — и = —— , где-

с угр> к

угР) и — проекция групповой скорости на направление волнового
вектора к. Поэтому для выявления роли специфического
затухания достаточно сравнить у0 с Усоуд!- при этом для оценок можно
использовать значение уСОуд при а = 0, поскольку зависимость
этой части затухания от угла а в общем мало существенна.

Согласно A4,29), A4,30) и A4,32)

4,2"
со0

V«>н&н

2а со
К—-
с с 4,2 И Усоуд =

@2\

2шнан'

так как в данном случае 1>гр, & -•-- —.

В галактической «короне» при Я@)
протонов Л''~ 0,01 имеем:

Я«»

10 5 и концентрации

]/ яр0
2-Ю7,

в то время как
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(при Т ~ 104 градусов). Эти значения таковы, что при а ~
можно использовать формулы A4,56); например, при Уф

ш

= 7-Ю6, VI = 9-Ю5 и а = 45° имеем у1 = 1,3-10-Зсо и -^ к =
ук 13-Ю-з 2л 8,2-Ю-з

= — = —:—=- = -!—г— . Такое затухание в несколько раз

за время порядка сотен периодов или на пути в сотни длин
волн может быть весьма существенным. Для волны 2 в тех же
условиях затухание у2 значительно меньше в связи с наличием

множителя -^5" ( при &н ~ 0,1, что имеет место для протонов

в поле #<0) ~ Ю-5, множитель —^ < 10"8 для частот со < 10~5

В то же время для межзвездной плазмы с плотностью Л' ~
~ 0,1 — 0,01 при Т ~ 104 число соударений V ~ 10~5—Ю-6

1 = ^~ Ю12 - 10" Сж) и Тсоуд = 2^ ~ Ю-7со2, т. е. при
со ~ 10~5 на девять порядков меньше значения у4 (см. выше),
но сравнимо с у2.

В нижней части солнечной короны при N ~ 108, Нт ~

~ 10 эрспг и Т ~ 106 получаем рф = —==. ~ 3-Ю8, где V? ~
У4лр0

~ 4-Ю8 и VI ~ 107. В данном случае в известной области углов

Vф ~ V? соз а и для оценок используем формулы A4,53). В резуль-
тате у1 ~ т? со ~ 10 лсо и у2 ~ ( тс— ) Уь в то время как уСоуд ~
~ 10_12со2, поскольку V ~ 10, сон ~ Ю8; даже при со ~ 0,Ш2/ ~
~ 104 получаем у1 ~ 10, у2 ~ 0,1 и уСОуД ~ 10~4. В более
глубоких областях Солнца и других звезд скорость магнитогидродина-
мических волн уменьшается в связи с ростом плотности и,

например, при /7<0) ~ 10 и р0 ~ Ю-6 фазовая скорость равна Уф =

— |/ т— ~ 103; в то же время при Т ~ 103 скорость равна
¦тт ~ 3-10Б и, следовательно, V?!, < 1>г. Последний

случай количественно не рассчитан, но в подобных условиях,
вероятно, затухание еще сильнее, чем в случае A4,54). При этом, вообще
говоря, у1 > у2 и при достаточно малых частотах уСОУд < VI-

Приведенные примеры выбраны довольно произвольно: их цель
состоит лишь в том, чтобы продемонстрировать необходимость
помнить о возможной роли не связанного с соударениями
затухания низкочастотных волн. Такое затухание может быть том
интереснее, что оно весьма различно для обыкновенной и
необыкновенной волн и довольно сильно зависит от ряда параметров,
в частности от угла а между полем Н@) и волновым
вектором к.
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§ 15. Сводка основных формул

Распространение волн в магнитоактивной плазме отличается
многообразием различных частных случаев, в которых
значительно упрощаются общие весьма громоздкие выражения для
показателей преломления и других величин. По этой причине, а также
для справочных целей приведем здесь ряд важнейших формул.

В высокочастотном случае, когда

«»^=Ч^> (ад
ролью ионов можно ооычно пренеорочь, и тензэр е^ имеет вид:

,= !•
ш0(а> —п>Эфф)

и [(со — п>оффJ

^ху - — I
со^й)Я

со (со — ^эфф) '

со(со + шн — г'УЭфф)(«> — соя — г'УЭфф) '

Т 1В'Х, СО2 4- СОСОЯ — 'ООУэфф ^Л-7 — ^2 •- Б уг — Егу---\)',

A0,12)

здесь ось 2 совпадает с направлением внешнего магнитного поля Н10)

и (о„ — , сон = !—! — 1,76-107 Я@'. При отсутствии

поглощения нужно в A0,12) положить VЭфф — 0; при этом Оц = 0
и г\-} — Ъ1]. В координатной системе, изображенной на рис. 10,1,
компоненты тензора е'ц определяются выражениями A0,17).
Вопрос о вычислении гЭфф (или при кинетическом подходе о
нахождении тензоров в,; и ац в зависимости от VЭфф) освещен в § 10
(см. в особенности выражения A0,32)). При учете движения не
только электронов, но и ионов имеем:

&хх Ц- 1&ху — * '
со 0

(СО :

&хи —

СОя) (СО + Ин) — 1в>\,

г'71--= 1
со о

A0,44)

СО (СО — ^0фф)

(остальные компоненты равны нулю), где молекулы считаются
отсутствующими (чистая электронно-ионная плазма; че1 —
эффективное число соударений электрона с ионами). При наличии
молекул тензор е'ц определяется формулой A0,43).

Волновое уравнение для волн, распространяющихся в
магнитоактивной плазме, таково:

АЕ-&аШчЕ + ^г(п-1^/) = 0, А-^/г = еуД,-. A1,1)
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Это уравнение имеет такой же вид, разумеется, и в других
средах, и конкретизация среды определяется выбором тензора г'ц.

В используемой системе координат с волновым вектором к,
направленным по оси 2 (см. рис. 11,1), для плоских волн имеем:

а*Е* ' ш2 (АЕх + 1СЕи) = 0, ^- + ^(-1СЕх + ВЕу) = 0, A1,3)¦'х

„ _ I V и A — ^) г>8ша р .
Ь*~ A — г«) и — A — ^JA —1«—у) — ии сов2 а х~^

, иусозазша ^ цп пп\
~^(^ — ^!:)и-(^ — ^8)*{^-^8-V) — иVС08*аV' \™'^>

у1=«н.= \1^_ )У==4 = 4-^? ,* = ^, A0,18)' о) тса> ' со2 тсо2 со ' у ' '

где коэффициенты А, В и С, зависящие от и, у, $ и а,
определяются выражениями A0,22) (см. также A0,23) —A0,25) и A1,3)).

. со . . .

Подстановка в A1,3) решения в виде Еху=Е0хуе с
приводит к уравнениям A1,2а) и A1,4); отсюда в общем случае
(га—1иI,2 определяется формулой A1,5) а при отсутствии
поглощения

П1,2={П—ЫI,2 =

= 1 2рA-р)

= 1

2A— V) — И81п2а± ули2зт*а + 4иA — уJ соз2 а

20J (СЙ2_ „,§)

2 (ю2 - о2,) ш2 - со^со2 зт2 а ± Уы^ зт* а+4со|1йJ (со2 - со2,J соз2 а'
A1,6)

Знак ( + ) отвечает здесь обыкновенной волне 2 и знак (—)
отвечает необыкновенной волне 1.

При Я@> = 0 (изотропная плазма)

^-^)Ь-("-^-1-Т^7=1-со(со-1эФф)- A1'?)
При а = 0 (продольное распространение)

{п-ЫI2 = (п-1х)% = 1~л .и ,-, A1,8)
1 —1« ± У и

18 в. Л. Гинзбург
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или при отсутствии поглощения ( при 5

= 1

уэфф

о
~2 ~2 л
т = п+ = 1-

~2 ~2 л
п2 = п,- = 1 •

1-Уи

1 + У^

С0(@ —(Од) '

й)(й) + 0)Н)

(Н,9)

При а = -к- (поперечное распространение)

(ге — гз<I = 1-
У A — 18 — V)[1 — !5 — V) \

A — «J — И — A — I*) 17 '

(га —1х)г= («— 1х)о= 1-
A1,14)

В предельном случае, когда

"я

исо82а = -^-со82а>1, у = -^>1, <в0 > ©н, со > йн, A1,23)
имеем:

A1,24)
™2

У^соза »г У"и соза

Эта формула для п2 применяется, например, при изучении
распространения в ионосфере свистящих атмосфериков.

При всех а^О имеем: п\ = 0 при у2о=1» а п\ = 0 при
± у и; если и<1, то показатель п2 в бесконечность

не обращается, но п\ (и1ао) = оо при у1оо = ,_ ~и2 . В области,
где к>1 и мсо82а<;1, функции щ,%^) полюсов не имеют; при
ы>1 имсо82а>1 функция п\ (и) не имеет полюса, но п\ (г;2оо) = оо
При У2оо — 5 7 •г г исо82а —1

Поляризация нормальных волн 1 и 2 (необыкновенной и
обыкновенной) определяется соотношением

I ¦
2 У и A — у) сова

¦"Ж1.2 изт2а=Р У и2 8т*а+4и A—г>Jсоэ2а A1,26)
или при наличии поглощения — формулой A1,25); компонента Е21 г
находится с помощью связи A0,20).

При у = 1 и критическом числе соударений VЭфф,к, причем

я„ = ^фф, К (Од 81П2 О У и 81П2 О
2со сое а 2 соза A1,41)
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дисперсионное уравнение имеет существенный кратный-корень
для вещественной частоты се — ю0.

При учете теплового движения электронов плазмы
дисперсионное уравнение при данном ю имеет три корня (п — Ы)\> 2, з-
Появление корня п\ тесно связано с плазменной волной,
распространяющейся в изотропной плазме. Весь этот вопрос подробно освещен
в § 12. Здесь отметим лишь, что третий корень п\ не слишком
велик и его нахождение представляет интерес только в
окрестности точки V}, 2оо, где п\ или п\ стремятся к бесконечности при
пренебрежении поглощением и тепловым движением. Точка у1} 2оо
или соответствующая частота ю» определяются соотношениями

(см. также выше):
2

1 —ц —Уоо + иу<х>со82а = 0, г;оо = —^=г—-—а-, A2,2)О) 2 1 —и сов2 а

2 «О + ЮЯ , 1/"(»0 + МнJ о 2" - . МО О N
@00 = 2 ^ ' 4 аоан С08 а< A2,2а)

В области больших значений п\ > п\, 2 для нахождения п1
можно пользоваться формулой A2,54). В общем случае при
соблюдении условий A2,14а) и A2,50) величины п\г 2>з находятся из
уравнения A2,52). Приводить здесь это уравнение, а также другие
формулы из § 12 не будем, поскольку изложение в этом параграфе
уже само носило характер сводки результатов, касающихся
влияния теплового движения на значения Я?, 2, з и величину не
связанного с соударениями затухания. Помимо области вблизи
точки у1; 2°о, учет теплового движения существен вблизи частот
ш = сон, и = 2сон, со = Зсон и т. д., а также для обыкновенной

/ пе27У
волны в области частот <о <С (оа, и С й0 = 1/ (эта область

частот интересна, например, при исследовании свистящих атмо-
сфериков).

В § 13 приведены основные уравнения магнитной
гидродинамики, а также квазигидродинамические уравнения для плазмы,

содержащей молекулы. Там же рассмотрен вопрос о связи между
скоростью движения ионизированной компоненты плазмы |>р,
средней скоростью всей плазмы V и электрическим полем Е
(предполагается, что Ыт > И, как это имеет место в земной ионосфере).

В области низких частот, когда

„п Iе I #<0)

распространение волн в плазме обязательно должно проводиться
при учете движения ионов (§ 14).

18*
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Если применимо приближение магнитной гидродинамики, то
при отсутствии диссипации (а -*¦ оо, вязкостью и
теплопроводностью пренебрегаем) в каждом направлении распространяются
три волны с фазовыми скоростями (а — угол между к и М(ф,
р0 — невозмущенная волной плотность плазмы, и0 —
адиабатическая скорость звука в данной среде):

Я<°> соз а

, 1 / , , Я<°>2 \ , 1 , / 4 , Я<°>4 _ ^Я<°>2 9

A4,10)
В предельных случаях

& = —тш—>1: Vф^&и0,Vфзя<")

1/4лр;

Я<°>

в

Ь= я"о> <1: "Ф1 даТ7Т^ ' ^^"осова.

В § 14 приведены также связи между различными величинами
в магнитогидродинамических волнах и показатели поглощения
этих волн, зависящие от электропроводности а и коэффициентов
вязкости (см. A4,21) — A4,23)). Выражение для (га — гиJ при
учете движения ионов получено не только в магнитогидродинами-
ческой области, но и для более общего случая распространения
волн в среде с тензором в'ц, определяемым согласно A0,44).
Соответствующую общую формулу A4,28) для (га — т)^ 2
приводить здесь не будем. При продольном распространении (а = 0)

(»-<*)?,,= 1- , , Ш% ^нЛ- A4,29)
Отсюда при высоких частотах (со > йн) получается формула A1,8).'
Если же

2

(о < Оя, до « шяЙя, ^^ > 1, A4,30) и A4,32)
то из A4,29) получается магнитогидродинамическая формула

Я<«> Я«» ... о,ч^Ф1.2— / ¦=•= г A4,31)
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При а=/=0, условиях A4,30), A4,32) и условии

(О /<Й2 + Г2

из общего выражения A4,28) следуют магнитогидродинамические
формулы для случая и0 = 0 (тепловое движение здесь не
учитывается, что формально как раз эквивалентно использованию
равной нулю скорости звука и0). Таким образом, полученные при
о -> оо магнитогидродинамические формулы для Уф!, 2
оказываются справедливыми и вне общих пределов применимости
магнитной гидродинамики A3,7). Подробнее об этом см. § 14,
где обсуждаются также следующие вопросы: особый случай,
когда а-э-я/2 и условие A4,34) не выполняется; появление
«гибридного» резонанса и вообще область ионного гирорезонанса;
распространение низкочастотных волн' в плазме с молекулами
(случай а = 0; A4,41) — A4,45)); влияние на распространение
низкочастотных (магнитогидродинамических) волн теплового
движения (см. формулу A4,47) и дальше).



Глава IV

Распространение волн в неоднородной
изотропной среде (плазме)

§ 16. Введение. Приближение геометрической оптики

Волновые уравнения. Плоскослоистая среда. При
распространении электромагнитных волн в изотропной неоднородной среде
(в частности, в плазме) поля Е и Н должны удовлетворять
волновым уравнениям B,23) и B,24):

ЬЖ—ФаШуЕ + ^ъ' (ш, г)Е=0, A6,1)

АН + -р-^-7)[ёт^е'((о,г)то1Н] + ^-е'(ф,г)Н = 0. A6,2)
Разумеется, решать нужно лишь одно из этих уравнений,
поскольку, зная Е или Н, найти другое поле (т. е. Н или Е) можно сразу

же с помощью уравнений поля го* Н = — г'Е или го* Е —

= — — Н. Вместе с тем полезно иметь в виду оба уравнения A6,1)

и A6,2), так как в зависимости от характера задачи более удобным
для исследования может оказаться или первое или второе из них

(см. § 19).
Распространение волн в неоднородных средах отличается

исключительно большим разнообразием возможностей, что в
первую очередь связано с различным выбором функций е' (со, г).
Поэтому необходимо поставить задачу более конкретно, например,
считая среду плоскослоистой или сферически слоистой; в первом
случае е' = е' (со, г), а во втором е' = е' (со, К), где В — рас-,
стояние от некоторого центра. Ниже мы будем иметь дело почти
исключительно с важнейшим случаем плоскослоистой среды.
Распространение волн в средах, свойства которых постоянны
на сферических или цилиндрических поверхностях, во многих
отношениях сходно с распространением в плоскослоистой среде
(о распространении в сферически слоистой среде см. §§ 34, 36).

Распространение волн в плоскослоистой среде целесообразно
рассматривать сначала для важного частного случая нормального
падения волны на слой неоднородной среды. В этом случае поля Е
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и Н. зависят лишь от координаты 2, и уравнение A6,1) для Е
принимает вид:

йг2 •е'(и,Р = 0, A6,3)

где под Е можно понимать любую из компонент Ех или Еу.
Компоненту Ег считаем равной нулю, что при нормальном падении
автоматически следует из уравнения A6,1) при е' (со, г) Ф 0;
если же е' (со, г) =0, то могут существовать плазменные волны
с Ег ф 0, но они при нормальном падении в используемом
линейном приближении совершенно независимы от поперечных волн,
удовлетворяющих уравнению A6,3). Уравнения A6,1) — A6,3)
совпадают с уравнениями B,23), B,24), B,26), но для удобства
они выписаны здесь еще раз.

В случае наклонного падения задача о распространении волн
в плоскослоистой среде сводится к задаче о нормальном падении

(см. § 19), если не говорить об одном исключительном случае
(см. §§ 19, 20).

Уравнение типа A6,3) встречается также в акустике и вообще в
теории распространения волн любого типа. В частности, в
квантовой механике волновое уравнение Шредингера для одномерного
движения таково:

где ^ —волновая функция, Ь = 1,05-Ю-27 эрг-сек—квантовая
постоянная, т—масса частицы, IV — энергия частицы я V (г) —
потенциальная энергия.

Строгие решения для плоскослоистой среды. Математические
результаты, относящиеся к уравнению A6,3), в связи со
сказанным имеют непосредственное отношение к акустическим, квантово-
механическим и другим задачам. Понятно поэтому, что
исследованию уравнения типа A6,3) посвящено большое число работ.
Поскольку при произвольной функции е' (со, г) это уравнение не
имеет решения, которое можно записать через известные функции,
приобретают значительный интерес те частные случаи, когда
имеется такая возможность. Так, в очень важном случае линейного
слоя е' = а + Ьт. решение уравнения A6,3) выражается через
функции Бесселя порядка 1/3 или функции Эйри [181—184]. Для
параболического слоя е' = а + Ьгг решение выражается в
функциях параболического цилиндра (функциях Вебера) [182, 185].
Т7„ > еу11Цеу* + 1)+с] ,
Ьсли е имеет вид е =а-\ ь-^——¦———- (здесь, как и в двух

предыдущих случаях, а, Ь, с и у — некоторые комплексные
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постоянные), то уравнение A6,3) приводится к
гипергеометрическому и его решение исследовано [186, 187].

В бесселевых функциях выражается [188, 189] решение для
слоя е' = (а + Ъ%)т с целым т (при т = — 2 решением является
степенная функция). Известны решения [190, 191 ] также для
некоторых других функций е' (г). Некоторые из перечисленных
решений приводятся и обсуждаются также в монографиях [192, 193].

О приближенных решениях. Все эти точные решения в своей
совокупности позволяют составить представление о распространении
и отражении волн от слоев самого разнообразного профиля.
Соответствующие точные решения и вопрос об их использовании будут
рассмотрены в §§ 17, 18, а также в гл. V.

Не меньший интерес имеет, однако, проблема приближенного
решения уравнения типа A6,3). Во-первых, это связано с тем, что
приближенные решения могут быть получены для произвольной
в широких пределах функции е' (со, г). Во-вторых, методы
приближенного решения простейшего уравнения A6,3) могут обычно
быть перенесены на более сложные случаи (например, на
неоднородную магнитоактивную плазму), когда точные решения задачи
либо вообще неизвестны, либо малоэффективны с точки зрения их
практического использования.

Важнейший приближенный метод решения волновых
уравнений, и в частности уравнения A6,3), основан на использовании
приближения геометрической оптики; этот же метод и родственный
ему в квантовой механике часто называют квазиклассическим или
методом Вентцеля — Крамерса — Бриллюэна (ВКБ-метод). Метод
геометрической оптики позволяет найти хорошее приближение
к точному решению уравнения, если свойства среды достаточно
медленно изменяются с расстоянием. В случае плазмы, например
в ионосфере или в солнечной короне, соответствующее условие
медленности изменения свойств среды обычно хорошо выполняется.

Приближение геометрической оптики. Отправным пунктом для
нахождения приближения геометрической оптики является
решение уравнения A6,3) для однородной среды, т. е. при г' = г' (со);
это решение таково:

, . (Л ,/—, , ф , . (О

Е = Е0е <= =Е0е с е с . A6,4)

Если среда неоднородна, но на длине электромагнитной волны
свойства среды меняются мало, то распространение волн в
небольшой области очень близко к распространению в однородной среде
с показателями преломления и поглощения, соответствующими

данному участку неоднородной среды. Другими словами,
распространение в неоднородной среде должно быть примерно таким же,
как в однородной среде с меняющейся диэлектрической проницае-
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мостью. Последнее означает, что решение должно в основном иметь
вид A6,4) с заменой

У~г'г = (п — 1х) 2 на \ ]/^'Й2 = \ (п— гх) йг.

Условие медленности изменения свойств среды на длине
волны выполнено, если соблюдается неравенство

^«е; A6,5)
здесь А = —— = —-р-— длина волны в среде ( А0 = длина волны

в вакууме ) и для простоты поглощение предполагается
отсутствующим.

Указанные соображения приводят к выражению

Е = Е0е с •> , Е0 = соп&1,

в то время как при условии A6,5) можно легко получить еще
лучшее приближение к точному решению уравнения A6,3).
Для этой цели можно применить два метода. Первый из них,
менее строгий, состоит в том, что ищется решение уравнения A6,3)
в виде:

Е(г) = Е0B)е « '\ A6,6)
где Е0 (г) и Ч (г) — подлежащие определению медленно
меняющиеся функции 2.

Подставляя A6,6) в A6,3), имеем:

Е;-21^-Ч'Е'0-12-Ч"Е0 + -^ (е' - (ГJ) Е0 = 0. A6,7)
Здесь штрихи над Е0 и ^ означают дифференцирование по л
(штрих над е имеет другой смысл, что после настоящей оговорки
не должно повести к недоразумению).

Медленность изменения поля, грубо говоря, означает, что Е0 (г)
и У (г) заметно меняются только на некотором характерном

расстоянии Х>А0. Поэтому в A6,7) Е'0~-^, я;;~||,Т'~^
и, следовательно, если умножить все уравнение на — = т-^-, ясно,

что первый член порядка —^ Е"й ~ , Д 2 Е0, второй и третий члены,
С С %п

в сумме равные — 2г — ~^'Е'0 — г— ^"Еа, порядка -^-Ч'Ео и
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последний член (е' — (Чг'J) Ео от т~7 не зависит- Приближенное
решение уравнения можно найти, приравнивая нулю отдельно
выражения разных порядков, т. е. выражения, содержащие

много2 м /л а ч\
жители —2-й — в AЬ,7).

Таким образом, находим:

(е'-(Ч"J)Яр = 0, Е'0 + ^Е0 = 0. A6,8)
Первое из этих равенств приводит к соотношению

г г

е' = 0ГJ. 1р= ± $ У~^~&)(*2 = ±\[п(г) — IX(г)]йг, A6,9)
го го

тде г0 — некоторая постоянная.

Выражение A6,9) определяет фазу поля в A6,6) в полном
согласии со сказанным выше о необходимости замены в решении

A6,4) фазы ±_ I — |/"е'2 интегралом ± I— \ ]/^е'(г)Й2.
Второе из уравпений A6,8) имеет решение

Е0(г)=^ = ъ4== _Е_^=, A6,10)У V у е (г) уп(г) — т(г)

тде С — постоянная.
Таким образом, решение уравнения A6,3) в приближении

геометрической оптики таково:
г

±гЛ \ УТ' их
Г. «

Е{*)=Т72=е ° *о

± — ^ X (г) йг ± г — ^ п (г) йг

¦е с г° с г° . A6,11) ~\/п (г) — Ы (г)
В приближении геометрической оптики волны,
распространяющиеся в обоих направлениях (знаки ± в A6,11)), очевидно, совер--
шенно независимы, так же как это имеет место в случае однородной
среды. Можно поэтому сказать, что общее решение в приближении
геометрической оптики имеет вид

го г

+ {.2- ^ УГ1г)йх -1-2- \ ГГЩйг
Е{ъ)=^±пе *о+ +*7=е *о- A6,12)У е B) У е' (г)

и зависит от двух произвольных комплексных постоянных С+
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и С-, поскольку любое изменение постоянных 20+ и 20_ может
быть сведено к соответствующему изменению величин С+ и С_.

Соблюдение равенств A6,8) обеспечивает обращение в A6,7)
в нуль всех членов, кроме Е . Поэтому решение A6,11) — A6,12)
может оказаться действительно приближающимся к истинному
решению только, если, подставляя его в A6,7), окажется, что член
Е  меньше всех других. Таким образом, для справедливости
приближения естественно потребовать, чтобы член Е\ был значительно

меньше каждого из членов в A6,7), содержащих множитель

т. е. чтобы соблюдалось неравенство

0)

0)

е1\<^-\ч»'е0\~^\у'е;)\. A6,13)с

Подставляя сюда выражения A6,9) и A6,10), получаем условие
применимости приближения геометрической оптики в виде:

Ч"" 3 (Ч'"J €2*Ш
24?" ' 4 (Ч")а

это неравенство будет заведомо выполнено, если соблюдаются
неравенства (Ч1-' = п — гк):

или при отсутствии поглощения неравенства

здесь п = -г- и т. д.

Легко видеть, что при соблюдении неравенств A6,14) и A6,15)
заведомо соблюдается также неравенство

\Е;\«^(УуЕ0=^г'Е0,
т. е. член Е  действительно много меньше всех других членов
в уравнении A6,7).

Заметим, что первое из условий A6,15) практически совпа-

дает с A6,5), так как е~п2 и X — ¦¦ —-. В A6,14) —A6,15) вхо-

дит не Я0, а Х0 = —-; это является общим для всей теории

электромагнитных волн —истинным параметром служит именно

^о = --р- = — > а не Х0. В силу экспоненциального характера ряда
выражений теории это отличие, вообще говоря, существенно.
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Условие A6,5) или первое неравенство A6,15) можно также

записать в виде ( X = —7= ) :

§«2я, т. е.|-«1. A6,16)
Приведенный способ нахождения приближения геометрической

оптики и условий его применимости не может считаться вполне
удовлетворительным, так как основан на оценке и пренебрежении
различными членами в исходном уравнении A6,3). Между тем
небольшой член в уравнении может сильно сказаться на решении,
и единственным вполне законным методом является
пренебрежение малыми членами в решении, а не в уравнении.

Более строгое рассмотрение того же вопроса. Найдем поэтому
приближенное решение другим, значительно более корректным
путем, для чего представим решение уравнения A6,3) в виде:

5B)=(^(о) + -^^A) + -^-^B)+...)Гг~ЧГ(г), A6,17)
где V, .Е(О), 2?A) и т. д. — неизвестные функции от г.

Подставляя A6,17) в A6,3), получаем уравнение типа

С2 ' С ' ' О) СО2

где А, В, С, . . . —некоторые выражения, содержащие Е^), Т
и их производные. Поскольку приведенное равенство должно иметь

(О

место при всех значениях —, оно выполняется только, если

А=В = С = В=Р — ...=0. Таким образом, после
несложных вычислений, получаем:

[8'-0Г)г]Я<со = О,
ту»

р. , Т" „ Е"(о)
ЯA) +  ^-^A) = 1йг и т- Д-

A6,18)

Решение первых двух уравнений совпадает соответственно
с A6,9) и A6,10). Решение уравнения для Е{1) таково (V =Уё/):

дA)= 1 ( _%=Й2 = т-±= \-^кМ=, A6,19)
где мы ограничиваемся вынужденным решением, так как
решение однородного уравнения для Ещ имеет такой же вид, как
и решение уравнения для Е@).
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Приближение геометрической оптики*), как ясно из
предыдущего, применимо, если в A6,17) можно ограничиться первым
членом, т. е.

1*-|ЯA>К|Я«»|, A6,20)
причем предполагается, что более высокие члены все меньше Е^.

Условие A6,20) в силу A6,19) имеет интегральный характер;
мы ограничимся нахождением более сильных неравенств,
выполнение которых лишь достаточно для соблюдения неравенства A6,20).

Полагая для простоты е' = е = пг > 0 и учитывая, что в этом

случае Е(в) — —-~= = ._ , мы, согласно A6,19), имеем:

Яо__Ещ_ = ^о_ Г 3 \Лг) 1 <*««
го1- л

йг —

Ап "] г г / Ап "\
Х0 Аг \ Х0 Р Ч. Аг )
~2я~4ш2 ]го — Шп ) пГ~ йгп»

го

Ап [Ап -|г г Ап_

^щ0-Щ^а{1пп)- A6>21)
Допустим теперь, что функция п(г) является монотонной

на всем интервале (г0, г). Тогда оба сомножителя в последнем
интеграле, стоящем в A6,21), всегда одного знака и

Г 1 С Ап V , Р 1 йге ,,, ^/1 й\ , га B)

го го

где индекс тах означает, что берется максимальное значение
на интервале (г0, г) (при преобразовании предположено, что
рассматриваемый интеграл положительный, иначе при оценке
в соответствующем месте нужно поставить знак минус). Из
сказанного ясно, что для соблюдения интересующего нас нера-

X \ Е I
венства ~ '" <С 1 достаточно, чтобы на всем интервале2л \Е,

*) Точнее, речь идет о первом приближении геометрической оптики.

Поскольку, однако, высшие приближения обычно не применяются ( если

-~- близко к единице, ряд A6,17) сходится плохо ), условие
применимости геометрической оптики можно отождествить с условием справедливости
рассматриваемого первого приближения.
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соблюдалось условие
Ап

«1 A6,22)

и значения 1п И B)
геB0)

2я |ге2|

или просто | Aп п) |тах не были очень велики.
Последнее требование представляется обычно совершенно
несущественным; поэтому достаточное условие для применимости
приближения геометрической оптики и записано в виде A6,22),

йп

а не непосредственно в форме -^~ Аг \пп < 1. Условие A6,22)

весьма желательно

совпадает с первым из неравенств A6,15); второе неравенство
A6,15), накладывающее ограничение на значение производной

-Г-2- = п , оказывается, таким образом, для справедливости
приближения геометрической оптики излишним. Однако, как будет

. йп
выяснено в конце настоящего параграфа, отсутствие скачков -г-

( или, что то же, больших значений -т-^ ]
для того, чтобы поправка к решению геометрической оптики
была не только мала, но и очень мала.

Необходимо еще раз подчеркнуть, что условие A6,22) является
лишь достаточным, но не необходимым, так как исходное условие
A6,20) носит интегральный характер (см. A6,19)). Более
существенно, что при получении достаточного условия A6,22) функция
п (г) предполагалась монотонной. Для исследований
распространения волн в плазме такое предположение часто вполне допустимо

(вопроса об отражении волн от хаотических неоднородностей мы
здесь не касаемся). Если функция п (г) не монотонна [например,
если она имеет вид п (г) = 1 + а соз (из)], то интегральное
условие A6,20), вообще говоря, не сводится к дифференциальному

условию типа A6,22) и отношение -^ может расти с увеличением

проходимого волной пути, т. е. разности 2 — г0 *).

*) Например, если п = 1 + а соз ^2, где | а \ < 1, то при
отбрасывании осциллирующего члена имеем

Еф

Е, @) аЩ^(г — 20).
Аналогичный результат получается при наличии статистических
неоднородностей (см. [194]). Из A6,21) сразу можно получить достаточное условие

в виде неравенства A6,22) и одновременномалости отношения

условия

волной.

йи"\2 „

Ко
2л

Еа)

Е(о>
Ко

та х. « л (г — 20) < 1, где (г — 20)— путь, проходимый
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Заметим также, что выше не было проявлено тщательности
при использовании в неравенствах модулей величин 2?@), Ецу
и т. д. Строго говоря, при использовании модулей нужно было бы
записать неравенства также для фаз соответствующих выражений*
Мы не делали этого потому, что в условиях плазмы поглощение
обычно является с точки зрения характера распространения волн
вторичным эффектом (поглощение слабо). В результате можно, как
это и сделано в A6,21), ограничиться случаем отсутствия
поглощения, когда при е > 0 величины #@) и 1Р' вещественны. Поэтому
в неравенствах нужно лишь следить за тем, чтобы входящие
выражения были одного знака. Именно потому в A6,15) и A6,22)
фигурируют абсолютные значения, иначе левая часть неравенств может
быть отрицательной, и они потеряют свой подлинный смысл.

Случаи, когда приближение геометрической оптики
неприменимо. Полное внутреннее отражение. Условие применимости
приближения геометрической оптики A6,22) не соблюдается
в двух случаях: если имеется достаточно резкий градиент п.
. йп ч
(т. е. производная -5- велика) или если показатель преломления ге

достаточно мал *).
В разреженной плазме резкие градиенты могут иметь место>

лишь как спорадическое явление; при регулярном же, сглаженном
ходе е (г) свойства среды ничтожно мало изменяются на
расстояниях порядка длин волн, относящихся к радиодиапазону. Так,,
в ионосферном .Е-слое показатель преломления п (г) обычно
меняется для отражающихся от слоя волн на величину порядка

единицы на пути ~10 км и, таким образом, -т- ~ Ю-6; в ^-слое

^~ Ю-7. При К0 = 6-Ю4 см = 600 м условие A6,22) для Я-слоя
принимает поэтому вид п2 > Ю-2. Для .Р-слоя при К0 = 6-Ю3 см
соответственно имеем п2 > Ю-4. Таким образом, геометрическая
оптика в этих случаях будет неприменима лишь при малом п.
В солнечной короне средние градиенты п еще значительно меньше г
чем в земной ионосфере. Поэтому, если речь идет о радиодиапазоне,
для плазмы типично несоблюдение геометрической оптики не при
больших -^ , а в области малых значений п.

аг

При отсутствии поглощения для плазмы (см. C,5))

е=п,= 1_4яЛУЧ^=1_318<10,Л^) A623>тоJ со2 \ » /

и при достаточно большом N (г) или при достаточно малой частоте

*) Поскольку речь идет об одном условии A6,22), выделение двух
указанных случаев, конечно, условно. Вместе с тем оно удобно и, по сути дела,
оправдано.
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о) квадрат показателя преломления га2 обращается в нуль. Во всех
других средах область е да 0 имеет несравненно меньшее значение,
так как концентрация N (г) фактически изменяется в несравненно
более узких пределах, чем в газовой плазме; кроме того, во всех
средах, кроме плазмы, обычно нельзя пренебрегать поглощением,
в силу чего значения е<0 уже не столь специфичны, как при
отсутствии поглощения.

Выше мы имели, очевидно, в виду распространение волн с
фиксированной частотой со. В этом случае, действительно, значение
г да 0 достигается лишь при специальном подборе параметров
и конкретно при со да сов. Приходится, однако, встречаться
и с другой постановкой вопроса, когда электромагнитное поле
обладает широким спектром частот. Теоретически такой случай
проще всего реализовать при распространении достаточно узких

{в пространственном отношении) импульсов электромагнитных
волн. Практически же с широким спектром чаще приходится
иметь дело, когда речь идет о движении в среде различных
заряженных частиц,— при Фурье-разложении поля движущегося
заряда мы сталкиваемся с волнами, зависимость которых от
времени определяется фактором е-{йя{ (см. § 12). Если заряд движется
равномерно, то » = сопз* и в задаче фигурируют все частоты
со = кь, отличающиеся различными значениями к. В подобных
случаях, конечно, равенство со да со0 или лучше е (со) да 0
осуществить уже не так трудно.

Более того, именно область значений е (со) да 0 вносит
существенный вклад в так называемые ионизационные потери, имеющие
место при прохождении заряженных частиц через вещество (см.,
например, [3,12]). Интересно, что при сравнительно слабом
поглощении и учете квантования потери, связанные с возбуждением
плазменных волн с частотой со0, имеют дискретный характер —
они осуществляются порциями, равными Йсо0 (очевидно, Йсо0 эт0
энергияплазмона; подробнеесм. [3,13,23—25, 89, 90]). С
продольными (плазменными) волнами в твердом теле приходится
сталкиваться не только при исследовании потерь энергии, но и в ряде

других случаев (см. указанную выше литературу, а также [10]).
Таким образом, если вопрос ставится широко, то область

г (со) да 0 представляет большой интерес не только для газовой
плазмы, но в физике твердого тела. То, что действительно
специфично именно для газовой плазмы, так это возможность
реализации сильно неоднородной среды, в которой значение
е (со) =0 может достигаться за счет изменения электронной
концентрации N. Как раз эту сторону дела мы и подчеркнули выше
в связи с формулой A6,23).

Неприменимость геометрической оптики при малом п имеет
ясный физический смысл. Дело в том, что для справедливости гео-
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метрикооптического приближения нужно, чтобы свойства среды
мало менялись на длине волн в среде К. Но Я, = — и при п-^-0,

очевидно, А,-»-оо, вследствие чего даже при плавном ходе
п (г) изменения п с расстоянием становятся существенными.

Выше уже указывалось, что в приближении геометрической
оптики волны, бегущие вверх и вниз, совершенно независимы.
Поэтому отражение волн может происходить лишь в областях,
где геометрическая оптика неприменима. При отсутствии
поглощения в соответствии с этим утверждением, в приближении

геометрической оптики поток энергии 8 = г- [ЕН] в бегущей волне

после усреднения по времени постоянен (не зависит от %). В самом
деле, для волны, распространяющейся вдоль оси г, согласно
A6,11), получим:

Е^
Еп

УП(Я)

(со»-— ? п (г) йг I
С I ) Е,^0,

A6,24)

Из условия применимости геометрикооптического приближения

A6,22) ясно, что в этом приближении члены, содержащие -т- ,

пренебрежимо малы. Таким образом, в приближении
геометрической оптики

5=^^соз21 Ы— \пйг\ и 8 = -^-Е\=-<ютяХ

йп
Впрочем, если сохранить члены с -=- , то средний по времени поток

энергии I? по-прежнему равен ^- Е\ = сопв1, так как упомянутые

малые члены в выражении для Н сдвинуты по фазе на у
относительно основного члена.

19 в. Л. Гинзбург



290 ВОЛНЫ В НЕОДНОРОДНОЙ ИЗОТРОПНОЙ СРЕДЕ [ГЛ. IV

Итак, отражение волн должно происходить тем сильнее, чем
менее точным является приближение геометрической оптики.
В частности, отражение имеет место при наличии резких
градиентов п, причем коэффициент отражения не слишком мал только,
когда переходная область от одного значения п к другому порядка

^- и меньше. В пределе при стремлении толщины переходной
области к нулю (граница раздела) получаются известные формулы
Френеля (см. § 18).

От области, где п = 0, также имеется отражение. Это
отражение при отсутствии поглощения является полным, если только за

точкой е = пг — 0, со стороны отрицательных значений е,
концентрация электронов продолжает возрастать на значительном

расстоянии ( расстоянии, много большем ~- Л . Физически наличие
полного отражения ясно из того, что в области, где е < 0, волна

_со »

затухает. В этой области п = 0,к=]/г\г\,Е = Е0е С * НИ2
и на сравнительно небольшом расстоянии за точкой 8 = 0 поле

практически равно нулю (если производная -т- не слишком мала).

Поскольку, далее, поглощение энергии по предположению
отсутствует (а = 0), ясно, что вся энергия должна отразиться от слоя,
так что образуется стоячая волна.

Об отражении радиоволн от ионосферы. Приведенные
соображения объясняют тот фундаментальный факт, что радиоволны
могут полностью отражаться от ионосферы и аналогичных слоев
неоднородной плазмы даже при нормальном падении. Это
отражение аналогично полному внутреннему отражению в оптике.
Действительно, согласно закону преломления углы падения и

преломления волны, падающей на границу раздела, связаны
соотношением

81П04 П2

81П02 ~ «1 '

где 0! и Э2 — углы падения и преломления, а п{ и п2 — показатели
преломления первой и второй сред (угол 04 относится к среде 1).

Если «! > п2, то для углов 0!>агс8т — имеет место полное
п1

внутреннее отражение (так как при этом зт 02 формально больше
единицы). При нормальном падении @! = 0) полное внутреннее
отражение возможно лишь, когда п2 = 0, что как раз и может
иметь место в плазме (отсутствие резкой границы раздела в
данном случае несущественно).

Для плавной среды о точке отражения в буквальном смысле
этого слова говорить нельзя, так как отражение происходит в неко-
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торой области. Однако несколько условно за точку отражения
можно считать то место, где е = пг — О, поскольку за этой точкой
в глубь слоя поле быстро убывает и обычно может не учитываться
(см. подробнее гл. VI).

Согласно A6,23) в точке отражения

^^ = да = 1'24'1^ A6-25)

Формула A6,25) является одним из основных соотношений,
используемых при интерпретации ионосферных данных, а также
при радиоастрономических исследованиях солнечной атмосферы
и в ряде других случаев.

Вопрос об отражении радиоволн от ионосферы более подробно
обсуждается в гл. VI, которая тесно примыкает к настоящей
главе IV и содержит ряд сведений, относящихся не только к
конкретной задаче об отражении волн от ионосферы, но и ко всей
проблеме распространения волн в неоднородной среде.
Радиоастрономические вопросы разбираются в гл. VII.

Совершенно неотражающий слой. Отсутствие резких
градиентов п или области, где п = О, обеспечивает отсутствие сильного
отражения волн. Однако и в этих условиях в произвольной
неоднородной среде, вообще говоря, имеется некоторое слабое
отражение волн (малость этого отражения гарантируется самими
условиями применимости геометрической оптики). В общем можно
сказать, что чем функция е (г) более гладкая и плавная, тем
отражение меньше. Отражение полностью отсутствует только в
однородной среде, а также в неоднородной среде со специального вида
зависимостью е (г).

Так, отражение полностью отсутствует для сред, в которых
решения типа A6,11), т. е. решения

Е='^тт— A6'26)
являются точными решениями волнового уравнения [195].
Действительно, выше было показано (см. A6,24)), что для таких
решений при вещественном / (г) средний ноток энергии не зависит от г
и, таким образом, отражение отсутствует. С другой стороны,
нетрудно найти такую функцию е'(г) в волновом уравнении A6,3),
чтобы решение A6,26) было точным. Именно непосредственной
подстановкой легко убедиться в том, что функция A6,26)

19*



292 ВОЛНЫ В НЕОДНОРОДНОЙ ИЗОТРОПНОЙ СРЕДЕ [ГЛ. IV

удовлетворяет уравнению

А*Е ,
а^ е'(г)Е--0, е'(*) = /*(*) + 2©2

<1Ч

1 /2

A6,27)

Любопытно, что требование вещественности /, необходимое для
отсутствия поглощения, еще не гарантирует положительности
в (г) (при / вещественном, разумеется, е' (г) вещественно и равно
г (г)). Таким образом, и при наличии области, где е (г) < 0, волна
может не отражаться в отличие от ситуации, имеющей место в
приближении геометрической оптики.

Как будет показано в § 19, отражение волн от слоя при
наклонном падении в простейшем случае определяется уравнением типа
A6,3), но с заменой е' (г) на

е' (г) [1 - 8ш2 6 (г)] = (е' (г) -8Ш20О),

где У е/ (г) зт 0 (г) = зт Э0 @О — угол падения волны из вакуума
на слой, в начале которого У г' = 1). Из A6,26) — A6,27) ясно,
что слой можно сделать неотражающим путем выбора функции
г' (г) при заданной функции / (г), вообще говоря, только для
одного значения угла падения 0О, а не одновременно для целого
набора значений 0О.

Слабое отражение от слоя. Интерполяционная формула для
} Щ в случае произвольного слоя. В некоторых случаях
представляет интерес то слабое отражение волн, которое имеется в
условиях, когда первое приближение геометрической оптики является
хорошим приближением к точному решению. Для решения такой
задачи представим решение волнового уравнения A6,3) при
отсутствии поглощения в виде:

К ' Уп(г)

Неравенство | Е± | <

— г — \ п (г) йг
го лгЕ,(г)е

+ г —- \ п (г) йг
с «

IЕ11 «

Еп

Уп
как раз и гарантирует,

УТь

A6,28)

очевидно,

справедливость в первом приближении геометрикооптического
решения, которое выбрано в виде волны, бегущей вдоль оси ъ.

Функцию Е1 (г) и амплитудный коэффициент отражения Н
найдем методом теории возмущений. Именно, подставляя A6,28)
л A6,3) с е' — е (г) —п2 (г), получаем уравнение

АЕ,

Ап

Аг

Аг 1п Е, = -
1С А

ат Аг

Ап

Аг

4^

-21-2- \пйг
Е0е с 'о ==х(г), A6,29)
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Инте-где приближение состоит в пренебрежении членом —т~

грируя уравнение A6,29), получаем:

Л/пи) 0 4ш Т/тг 0 Уп4ш Уга^Уп ^\„з/2

йп

-\/~ г/7. \ _3/. Iе 20 Й2 =

21

('с Еп

йп

У п ) 2п'

4@ У 7! B)
2

йтг

Й2
-2г— \ п йг

*1

Й2-
г'е#г

/ йп

8о) У п \ п'
ч

-2г^ «сB
с

го йг, A6,30)

где 20 и г4 — произвольные постоянные.

Несколько конкретизируя постановку задачи, будем теперь
считать, что за слоем (при г ->¦ оо) среда однородна и имеется
только проходящая волна, а поле нас интересует при
значениях г, лежащих перед слоем, где среда также однородна (п =
= сопз1;). Именно такие граничные условия и осуществляются
при падении волны на слой со стороны отрицательных значений 2
и отсутствии волны, падающей на слой с противоположной
стороны. В таких условиях Ег (г ->• с») = 0 и в A6,30) нужно

положить 2! = ОО,
о!гсЛ

йг ) гх 0. Далее, в рассматриваемой области
йп

перед неоднородным слоем — = 0. Таким образом, в последнем

выражении A6,30) первый член равен нулю, а третий член в силу
условия A6,22) значительно меньше второго и

Е, B)
У

„ йп ос
°° -г- -21— \ пйг

п I 2/г

н

¦ 1 пйг
го

йп

— —е

Л/п
го

3 2п

• A6,31)

йг.

Это выражение совпадает с приведенвым в § 17 книги [192], где
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оно получено другим, несколько более громоздким методом,
пригодным вместе с тем и при сильном отражении.

Нужно сказать, что выражение A6,31) не всегда удобно,
и иногда выгоднее использовать для В более общую формулу,
получающуюся из A6,30):

И-

\ п йг
с -1 г

И0е г° _ ? \ й
3 у -п л8л

Ео 20

Согласно A6,31)

*Ч5^
йп

Ж

-2г-

*1

У п (г) 6.1
йг

йп

,3/2
с •' г° ё.2.

A6,32)

, |Л|«1, A6,31а)

где считаем слой расположенным в области а< 2< Ъ (при 2 < а
иг>4 среда, по предположению, является однородной и, кроме
того, в области 2 > Ъ имеется лишь прошедшая волна,
распространяющаяся в направлении больших значений г).

Представляет интерес обобщить формулу A6,31а), отказавшись
и от предположения о малости \Е\ и от использования в первом
приближении геометрикооптического выражения для поля.
Решить эту задачу точно и для произвольной функции было бы
почти эквивалентно нахождению строгого решения волнового

уравнения A6,3) для произвольной функции 8 (г). Последнее
невозможно, в связи с чем представляют интерес, с одной стороны,
строгие решения для некоторых определенных функций е (г) и,
с другой стороны, приближенное вычисление | Е |. О строгих
решениях уравнения A6,3) речь пойдет в следующем § 17. Сейчас же
укажем на такое приближенное выражение (см. [196]):

«|-=1ь| <5 _1_
2п

йп

т

¦ 2г~ I п (г)йг
?о й% A6,316)'

где условия задачи такие же, как и оговоренные после формулы
A6,31а).

При | Я | < 1 формула A6,316) переходит в A6,31а). Пусть
теперь п (а) = п1, п (Ъ) = тг2 и слой является резким, или, точнее,

с Я,
«тах (Ъ — а) < — = т^ , где гатах — максимальное значение п
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в пределах слоя. Тогда в A6,316) можно положить

295

-2г- 1пЛг 1 и Я = хЪ 1п г/^| =У И] |

п<>-

п2-

т. е. получаем формулу Френеля. Таким образом, формула
A6,316) в двух предельных случаях приводит к правильному
результату. В промежуточных случаях формула A6,316) неточна,
но может применяться [196] в качестве довольно простого
интерполяционного выражения; к сожалению, точность этого
выражения в общем виде еще не выяснена.

Отражение от скачка производной — . В качестве интересного

и важного примера применения формулы A6,32) рассмотрим

отражение волн от скачка производной -^ . Скачок ( граница разрыва
величины -^ ) должен быть, как это ясно из физических сообра-йг

йп
жении, эквивалентен резкому изменению -т- на расстоянии, малом

по сравнению с длиной — = ^- . В области такого изменения -т-

в A6,32) можно считать постоянными все величины, кроме -т-^ .
Поэтому, помещая скачок в точку 2 = 0, имеем:

2г— | п(г)йг д - а« Г Сйп Л (Лп Л Л с с °

\я\ ко
/ йп \ ( йп \
Ч с?2 у2—ч"^"/1

8я ге2@)

• A6,33)

/ йп \ йп - ,
где ( -у- ) — значения -г- с обеих сторон скачка и для

фиксации фазового множителя положено 20 = 0, так как величина
г

21—\ п{т,)йт, имеет ясный смысл: она равна набегу фазы
о

при распространении от точки г до скачка при 2 = 0 и обратно
до точки 2.

Формула A6,33) получается также сразу при решении задачи
об отражении от скачка -г- в условиях, когда с обеих сторон скачка
применимо приближение геометрической оптики и поле можно
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представить в виде:

-г— \ п <1г

Е(\)=^-Р. ° "о I Ч
-\Гп + >*' "

в среде 1 (падающая и отраженная волны),
г

— I— ^ п йг
5B)

«2

у« ?=е
го

в среде 2 (проходящая волна).

A6,34)

На границе разрыва -т- (при 2 = 0), как и всегда, должны

быть непрерывны тангенциальные компоненты полей Е и Лг, т. е.

в данном случае значения *) Е и -т- . В применении к полям A6,34)

эти граничные условия сразу же приводят к результату A6,33),
йп

если отбросить малый член, который в ~ —^ раз меньше
оставленного. Подобное пренебрежение, разумеется, вполне законно,
поскольку вне разрыва предполагается справедливымгеометрико-
оптическое приближение (см. A6,22)). По последней причине
коэффициент отражения В в A6.31) — A6,33) всегда мал, т. е.
| В | « 1.

В связи с получением условий применимости приближения
геометрической оптики выше уже отмечалось, что это приближение
действительно аппроксимирует точное решение для монотонной
функции е (г) при соблюдении одного неравенства A6,22) незави-

симо от значении ^ . В то же время, если производная -г^ также
везде мала и поэтому соблюдается второе условие A6,15),
приближение геометрической оптики является еще более хорошим.
Сказанное ясно из формул A6,32) и A6,33), свидетельствующих о паде-

нии отражения от среды при уменьшении производной -т-^.

*) Тот факт, что в разбираемой задаче граничное условие Н B) = Н A),
т. е. равенство тангенциальных компонент поля Н, эквивалентно непрерыв-

ности производной -г-, ясен, например, из A6,24). То же следует из

формальных соображений, поскольку для уравнения второго порядка
тина A6,3) на границе должны быть непрерывны и функция Е и ее произ-

ЛЕ
водная -г- .

0.2,
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Отражение от границы разрыва (скачка) производной -т- , при
соблюдении приближения геометрической оптики вне скачка,
аналогично отражению от границы разрыва самого показателя

преломления п (мы, таким образом, не согласны с противоположным
мнением, высказанным в [192], § 17,5). В обоих случаях разрыв
можно считать резким и его структура *) в широких пределах не
сказывается на коэффициенте отражения, если толщина разрыва

мала по сравнению с длиной ~ . Другими словами, в обоих

случаях эффект отражения можно считать либо происходящим на
резком разрыве, либо рассматривать его в качестве результата
отражения во всем переходном слое, где происходит интересующее

нас резкое изменение -г- или п (%). Разница между обоими случаями

состоит, правда, в том, что скачок п может иметь место на границе

между двумя однородными средами, когда все отражение

происходит только от области самого скачка. Если же имеется скачок -т- ,

то, по крайней мере, одна из сред с обеих сторон скачка является
неоднородной и отражение, вообще говоря, не локализовано только
на скачке. Этот момент, однако, представляется мало
существенным, поскольку отражение от неоднородной среды вне скачка (т. е.
вне всего переходного слоя, рассматриваемого в качестве скачка)
может быть сколь угодно малым или даже равным нулю (последнее
имеет место для слоя типа A6,27)).

§ 17. Строгие решения волнового уравнения

линейный и параболический слои: слой г' =тг-;—г> )

Введение. При исследовании распространения волн в
произвольной неоднородной среде ограничиться первым приближением
геометрической оптики, очевидно, нельзя. То же можно сказать
и о других общих методах: методе возмущений, изложенном
в конце § 16 и являющемся, по сути дела, вторым приближением
геометрической оптики, а также методе фазовых интегралов, в
котором широко используется приближение геометрической оптики
(см. [77, 105, 197, 198] и указанную там литературу; кроме того,
об этом методе еще пойдет речь в § 28). Ни одно из подобных при-

*) Под структурой разрыва понимается, очевидно, характер изменения
функций -г- или п (г) в пределах той области, которая при более грубом
рассмотрении считается точкой на оси г, в которой происходит скачок

велики
ЧИН -т- ИЛИ П.

ат.
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ближенных решений общего характера (общего в том смысле, что
конкретный вид функций е' (г) не фиксируется) не может быть
использовано для нахождения коэффициента отражения и, тем
более, поля волны в самой области отражения от произвольного
слоя. Поэтому большое значение имеют точные решения
волнового уравнения A6,3), известные для ряда функций г (г), уже
указанных в начале § 16. Сейчас остановимся на важнейших таких
точных решениях: для «линейного слоя» е' = а -\- Ьъ и

«параболического слоя» е' = а + 6г2, а также для слоя е' = -: -^ ;
(Ь--2,у

последний случай интересен главным образом потому, что для него
•точное решение выражается в элементарных функциях и,
следовательно, особенно просто.

Линейный слой без поглощения. Рассмотрим раньше всего
решение для линейного слоя плазмы при отсутствии поглощения
[181, 182], полагая в A6,3) при 2>0

е=/гг = 1 -12_ = 1 а = 0. A7,1)

При 2 < 0 можно считать, что е = 1, но лучше вообще не
детализировать свойства среды в этой области, рассматривая только
область т, > 0 и задаваясь при 2 = 0 граничным условием —
выражением для падающей волны. При этом следует иметь в виду, что

г, 6.П
если при 2 = 0 производная т-терпит разрыв, то на этой границе

раздела будет иметь место отражение волны, идущей из области
г < 0. В силу сказанного мы отвлекаемся от этого вопроса,
задавая сразу поле волны при 2 = + 0.

Производя замену переменных:

^Ч^I/3B1-2)==(^202/3еB)' A7'2)
легко видеть, что уравнение A6,3) для слоя A7,1) принимает вид:

4^+^ = °- A7>3)
Уравнение A7,3) приводится к уравнению Бесселя (см.,например,
[199]), и его решение выражается в функциях Бесселя порядка
113. Нас интересует решение, отвечающее случаю, когда волна
падает на среду в направлении положительной оси 2 (рис. 17,1).
При 2 ->- оо (т. е. I, ->• —оо) волновое поле должно затухать, так
как при 2 = 24 (т. е. I, = 0) е = 0 и при 2 > г1 (т. е. ^ < 0)
е < 0. В области г «< 21 имеется, очевидно, стоячая волна.
Соответствующее решение, которое является однозначно определен-



§ 17] СТРОГИЕ РЕШЕНИЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ

ным, таково:
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'«)=-^1/,{.Е Ю =--- АГ' 1 Ал, (~ Г2) + ¦/-!/., V з2 ?-3/Л _, т . С 1_ г3/2^I

при ^>0,

е (о -= л (- 01/а { - л,, D (- СK/2) + /_1Л (| (- 03/2) }
при &<0,

} A7,4)

где А — постоянная, / — бесселева функция и 1Х (г) = 1~у ^V (гг)
(см. [199 ]). Необходимость различного по внешнему виду
представления поля Е при ^>0и?<0 связана с ветвлением величины

Падающая волна

Рис. 17,1. Линейный слой.

1,3/2 при %, — 0. Разумеется, при I, = 0 приведенные решения для
Е переходят одно в другое (при X = 0 поле Е и его производная
по 2 непрерывны). Решение уравнения A7,3), убывающее при ^<0,
т. е. решение A7,4), можно записать также в виде так называемого
интеграла Эйри (см., например, [200]):

жо^М С05 ¦&г) их. A7,5)

Выражения A7,4) и A7,5) тождественны (коэффициенты при этом
выбраны так, что постоянная А в обеих выражениях одинакова).
При X, < 0 (г > г4, е < 0) поле # экспоненциально затухает,
а при 2; > 0 (г < 2ц е > 0) поле осциллирует. Детальнее вид
поля A7,4) — A7,5) будет обсужден в § 32.

При большом "С, ( | К, | > 1) можно воспользоваться
асимптотическим представлением функций Бесселя [199] или интеграла Эйри
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[200], в результате чего имеем:

Е _ 3у1 ?-»/4 „„„ С 2 Г3/2^Г,С„Ч1Г 1).Е»1- A7,6)

В силу A7,2) условие справедливости приближения A7,6),

т. е. условие I, > 1, имеет вид (^1 = ~—-с1г

С =
\2/3

4-^ =
2л

со

с

2я

</е

<*2

2/з 8B) »1. A7,7)

Неравенство A7,7) совпадает с условием применимости
геометрической оптики A6,22), поскольку е(г) = тг2B); само решение A7,6)
также, конечно, представляет собой геометрикооптическое
решение типа A6,12), так как

«.—1/4 _ СОП51

4^ = -1^-2^B) = -^5 /1-1-* = -^ »(,)*. A7,8)
Будем считать, что в начале слоя (при т, ~ 0) амплитуда

падающей волны Е+ равна единице (т. е. при 2 = 0 поле Е+
с учетом временного множителя равно Е+ = еш). Решение A7,4) —
A7,5) представляет собой стоячую волну, и при 2 = 0 его можно
представить в виде (множитель еш опускаем; используем A7,6)):

_./_4<^ Я_\
Е = Е+ + Е-=1+е Чз<=21 2/,

Л=|Уя(^21I/бе^(^21-т) A7,9)

Поле в любой точке (при 2>0) определяется формулами A7,4)
и A7,5) с постоянной А из A7,9). Сдвиг фаз между отраженной
и падающей волнами, очевидно, равен

4 со я с, а> ? , /л 2 л л г, ш ? ¦< я

о о

A7,10)

Поглощающий линейный слой. Полученные результаты легко
обобщить на случай, когда есть поглощение [184]. причем для
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линейного слоя:

г' = в-1^- = (п-1хУ,-,A _.!-)_* (а + Р-^)=а-Ь-^-,
A7,11)

где а и р — вещественные постоянные.
Замена переменной

со2& ~\1/з / а _\ С (вгл \2/з
1-- г1 ) ¦г. —г =

сЬ .у/зе'B) = |-*т1 A7,12)
приводит волновое уравнение A6,13) опять к виду A7,3), где I,
является, разумеется, комплексной переменной (Ейи вещественны).
Решение уравнения, удовлетворяющее условиям задачи (Е—>0
при 2—»со), по-прежнему имеет вид A7,4) — A7,5), причем
условия I, ^ 0 нужно заменить условиями | ^ 0. Асимптотическое
представление поля при | > 1 также сохраняет вид A7,6), и,
если Е+=1, при 2--0 можно написать:

Е = 1 + е
74 3/2 л\

Ч^

^1=41/"я^/=о)е '2'
A7,13)

где Цг^о) — значение I, при 2 = 0.
Здесь во избежание недоразумений нужно еще раз подчеркнуть,

что поле падающей волны Е+ считается равным единице при
г = + 0, т. е. отражение от границы слоя при 2 = 0 не
рассматривается. Если же линейный слой при 2 = 0 граничит,
например, с однородной средой се' = 1, то при отсутствии поглощения
на границе 2 = 0 имеет место скачок производной -т- и происходит
отражение. Это отражение является слабым в случае малости гра-

Если же слой поглощающий, то даже придиента

малом

«Те

йг'

1

отражение слабо только для малых значений

параметра а в A7,11). Последнее вполне понятно, так как при а Ф 0
„ соа

на границе с вакуумом имеется скачок проводимости, равный -у- .

Поэтому при больших а отражение на границе будет практически
полным (отражение от зеркала) *).

*) Для слоя A7,11) на границе с вакуумом скачок испытывает только
проводимость а. Для слоя несколько более общего типа, когда на границе
имеется также скачок проницаемости 8, отражение от границы, конечно,

может быть большим и при малом значении -г- A2,
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Решить задачу о распространении и отражении волн от
линейного слоя с учетом границы при 2 = 0 не составляет труда, но мы
не будем на этом останавливаться. Дело в том, что при а = 0

и малом градиенте -у- область е = 0 расположена далеко от
границы т, = 0, и задача об отражении по существу разделяется на
две (отражение от области е да 0 и отражение от границы при
2 = 0); кроме, того, сглаживая слой вблизи границы 2 = 0,
можно сделать отражение от этой границы совсем
незначительным.

Для линейного слоя типа е = 1 ~\ (г>0), когда е в нуль

не обращается, отражение волн от слоя не является полным.

В случае малости градиента — = — это отражение слабо и

сводится к отражению от границы 2 = 0; (предполагается, что при
2 < 0 значение е = 1); при этом, конечно, можно
воспользоваться формулой A6,33). Коэффициент отражения от
рассматриваемого слоя при любом 21 и наклонном падении приведен в [192],
§ 17,3.

Возвращаясь к вопросу об отражении от поглощающего слоя
A7,11), укажем, что согласно A7,13) сдвиг фаз отраженной волны
равен ср = Ке (Ч'), а амплитудный коэффициент отражения равен
Ц = е1т(ф-)) причем можно записать (см. 17,12)):

о о

а
"Г *1

= 2-^ ^ {п-шNг, A7,14)

так как I, = 0 при г = -|- 2( и 6,1,= — ( —%— ) 6г.
В интеграле A7,14) верхний предел равен

Т21=Т-7?Г21 <17'15)

и переменная интегрирования г является комплексной. Для
простоты положим вначале |3 = 0; тогда, согласно A7,11),

-^- = а=сопз1, A7,16)
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т. е. проводимость не зависит от координат. В этом случае
A-1аJ1

у а..?-= 2-у- ? (п — 1х)е1г =
о

'1 21-1021 -. / а_|__^_ I
= 2-у{ ^ (п-1"х)Й2-1- ? К —^-A-0^} =1о 21 ;

==^.{511(г)сй-^5а"/.,1}-|^{^х(«)& + ^.а«/«1},
о о

A7,17)
так как при 2=2, + гг/, в силу A7,16),

/^
Согласно A7,17) и A7,16)

Ф = ^{]п(«)Л-^.(^.)%}-^ A7,18)
о

21

-1п/г = ^{5,(,).2 + ^.(^)%}. A7,19)
о

Разумеется, выражения A7,17), A7,18) и A7,19) можно
получить непосредственно, вычисляя

Ф = Ве(|еЙо)—\ и 1пЛ=1т(-|Й=о) , A7,20)
где

Если а = 0 и 6=^=0, т. е. —— = 6—, то

A-13J1
1+32

ЧГ-?~ = 2-^- ^ (»-»()<&.
В встречающихся обычно условиях, когда (З2 < 1, выражение

A7,20), как легко показать, сводится к предыдущему, т. е.
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приводит к формулам A7,18) и A7,19), где лод о нужно понимать
значение проводимости -— при т, = 2,

Вообще же с точностью до членов порядка а2, р*2 и сф

г1 а-4 В

/^1 '1-^=-^.? 2па_ йг.о ,] соУе

A7,20а)

Приведенные формулы позволяют ответить на все вопросы,
которые могут возникнуть в отношении волн, отражающихся

Рис. 17,2. Параболический слой: а) N (г); б) е (г) при -т§-= 1 и -т%- = 2.

^распространяющихся в линейном слое. Обсуждение этих формул
в применении к ионосфере будет проведено в §§ 30 — 32.

Параболический слой без поглощения. Перейдем к случаю
параболического слоя без поглощения, когда при |2|<2т

4я«»ДГ(г)_ /2К /¦ __!2
таJ "~ /2 1 A7,21)

где координата 2 отсчитывается от максимума концентрации
?2

е^И-

Лг — Лгтах ( 1—~ ) , N @) = N % — концентрация в максимуме

слоя, /и — критическая частота ( /к = -^- = 1/
и 2т — полутолщина слоя (рис. 17,2). Отражений от точек г — ±гт
мы рассматривать не будем (см. [201]); эти отражения отсутствуют,

тах л
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если несколько сгладить переход к области е = 1 так, чтобы

производная -т- не терпела разрыва.

Производя в волновом уравнении A6,3) с функцией е, взятой
согласно A7,21), замену

я . я

р = п^2«^_,1,= ('^у/«-!_в*Т==ив*Т A7,22)

мы приводим его к виду:

№Е , /. V*
Ф- ^)Е = 0. A7,23)аи2 -1 ^"^ 4

Это уравнение решается в функциях параболического цилиндра
. я . я

Б 1 (ие 4) и Б \(ие 4), называемых также функциями
гр-2 ~'р_2

Вебера (см. [202], гл. 16).

Как будет показано в § 38, точное решение для
параболического слоя с точки зрения теории распространения радиоволн

в ионосфере имеет весьма ограниченный интерес. Соответствующим
решением не нужно даже непосредственно пользоваться, и оно

предназначено лишь для контроля некоторых приближенных
решений. По этой причине, а также некоторым другим, ясным из
дальнейшего, мы не будем детально исследовать решение для
параболического слоя и ограничимся указанием результатов [185, 201 ].

В начале слоя (при 2 = —2т) разность фаз между
отраженной и падающей волнами равна

Ф = 4-рШМ + аг, [«-] +

-1-2

3 .
Т1

2и2 + -%¦. <17'24)

В случае параболического слоя область, где е(ю)<;0, является
всегда конечной (если />/к, то такой области нет вообще; см.
A7,21) и рис. 17,2). Поэтому в принципе всегда имеется
некоторое просачивание волны через слой. Для параболического слоя
без поглощения коэффициент отражения [ К |2 (отношение интен-
сивностей отраженной и падающей волн) определяется
соотношением

4я а т /|-/2
_1^_=е2яр = , *к 2,» _ ¦ A7J5)

20 в. Л. Гинзбург
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Эта формула справедлива и при / > /к, и при / < /к. При / < /к
коэффициент отражения | Я |2 для толстого слоя, когда

4^>1, A7,26)
Лк

равен единице уже в самой непосредственной близости от

критической частоты /к. Так, например, при -^- = 10 коэффициент

|Д|2 = 0,999 при ^- = ^- = \,1ЛЪ-2. При />/,< коэффициент
/к /к

\Н\2 быстро стремится к нулю; так, при ~-=Ю значение

|Л|2 = 0,001 уже при У-= -1,7-Ю .
/к

Нужно иметь в виду, что формула A7,25) справедлива, еслл
не учитывать отражения волн от начала и конца слоя, об этом уже
было сказано выше. Подобное условие, однако, невыполнимо, если
слой очень тонок (гт < Як), так как в этом случае нет возможности
без отказа от параболичности слоя в целом «закруглить» его
границы, обеспечив тем самым плавность изменения е от 2. Поэтому
формула A7,25) вообще строго справедлива лишь при условия
A7,26). Если не иметь в виду этого замечания, то можно ошибочно
заключить [185 ], что при т,т -»- 0 будет | К \2 ->• 0,5 при всех /,
как это вытекает из A7,25). На самом же деле при гт ->¦ 0,
разумеется, \Я\2 —к0 (при конечной частоте /к). Отражение от
плавного куполообразного слоя произвольной толщины рассмотрено
в § 18.

Если учесть, что в силу неравенства A7,26) интерес
представляет лишь область малых значений А/, когда

А/ __ /к~/

то

/к

формулу A7,25) можно

1-1 Я |2

\Б\2

/к

переписать

4я2^-

= 1- -\Н

Л1
'« =е

12

х )

в виде:

.Л2^Д/
С

1

4я2,тД/

A7,27)

1+е

A7,28)

где |1>2| — коэффициент пропускания.
Вопрос о просачивании волн через слой будет подробно про-

дискутирован в § 33.
Слой г = - " .-„-. В начале § 16 уже упоминалось о том, что

(от я)

волновое уравнение A6,3) имеет точное решение, выражающееся
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в известных функциях, не только для'линейного и
параболического слоев, но также и для ряда других. На одном таком довольно
общем и важном случае мы остановимся в § 18. Сейчас же укажем,

Падающая волна

Отратенпаи Волна

е--пг

1.0
Проходящая болна

в

1Л 2.0

а2 / г

Рис. 17,3. Слой е =Т2" ( при — > 1

зл

что волновое уравнение A6,3) имеет точное решение,
выражающееся через элементарные функции для слоя (см. [203])

е'(*) = F + 2J A7,29)

где а и Ъ — произвольные комплексные числа.
Прямой подстановкой решения в уравнение A6,3) с такой

функцией е' (г) легко проверить, что это решение таково:

Е = С, (Ъ + 4' + С2 (Ь + г)\ ги 2 = 1 ± \/\-^ а. A7,30)
В качестве примера рассмотрим здесь отражение от слоя типа
A7,29). Именно пусть (рис. 17,3)

1 при 2 < а, 8 = —2- при т, > а. A7,31)

(среда 1) (среда 2)

Волна пусть падает из среды 1 (из вакуума), где поле имеет вид:.
. со . . . со . .

„ — г — (г—а) „ г—(г—а)
Е=е с -Не с

В среде 2 поле таково:

так как в A7,30) нужно положить Ь = 0, а а=а2 (крош того,
учтено, что в среде 2 имеется только бегущая волна, уходящая
от границы; предполагается, что волна может распространятся,
• 20*
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для чего должно соблюдаться неравенство—"^т) ^а гРа"
нице (при 2 = а) должны соблюдаться условия:

откуда
<

1 , п, 1В = 1-Аа* *=*
2(^-а + р

|Д| = -

(т«+0'
А = - 2а 2 : а-1/я+*Э

1+1-
— ф

1-1-

(*•-»)]'

»-/(-?«)"-т

A7,32)

Если проницаемость е медленно изменяется на длине волны, то

-7-а» 1 и р: а, т. е.

Л=1-
, СО4 — а

1 8я ,0 / йпп \ йг 2, г=а A7,33)

йп Л /" а \ 1 г> У
так как при % = а имеем -1Г — '1[7\— ) — • ^та формула
находится в соответствии с общим результатом A6,33), поскольку
в A7,33) значение п@) = 1. Из сопоставления выражений A7,32) и
A7,33) ясна также степень точности предельной формулы A7,33).

§ 18. Отражение и прохождение волн в случае
«симметричного» и «переходного» слоев произвольной толщины

Плавный слой с четырьмя параметрами. Параболический слой
A7,21), рассматриваемый в § 17, не может служить в качестве
хорошей модели полупрозрачного тонкого слоя в силу
необходимости дополнительно учитывать отражения от точек т, = ± гт,

где производная — терпит разрыв. Поэтому преимущество

простоты для тонкого параболического слоя места не имеет. Кроме
того, параболический слой имеет только два свободных параметра

*) Если —а <: тг, средний по времени поток эпергии в = у-ХЕН]
с а 4л

равен нулю.
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/„ и %т (см- A7,21)). В то же время интересно выяснить характер
отражения и прохождения волн через слои более общего типа.
Наиболее подходящим таким слоем, для которого известно и

подробно продискутировано точное решение (см. [186, 187], а также
[192], § 14), является слой

8' (*) :
Ы*г лг

1-геуг A + е**)*
A8,1)

где а, Ъ, с, у — комплексные постоянные.
При отсутствии поглощения, полагая а — 1, запишем

выражение A8,1) в виде (Р, М и у — произвольные вещественные
коэффициенты) :

е(я) = \ — Р-
е72

1- Л*
-М- 4^г

A+«^J
A8,2)

Решение волнового уравнения в случае слоя A8,1) — A8,2)
выражается в гипергеометрических функциях. Выписывать это решение
не будем и приведем лишь выражения для коэффициента отражения
|Д|2, т. е. для отношения потока энергии в отраженной волне
к потоку энергии в волне падающей (Л есть отношение амплитуд
отраженной и падающей волн).

«Симметричный» слой. Если положить в A8,2) Р = 0, а М
и у считать положительными, то получается «симметричный»

1,0

г*о

Рис. 18,1. «Симметричный» слой.

слой с одним минимумом функции е (г), изображенной на рис. 18,1,
где начало координат помещено как раз в точке минимума.
Значение е (г) в минимуме ет1п = 1 — М.

Ширина слоя характеризуется безразмерным параметром
2(о

су

4л
A8,3)
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Для рассматриваемого «симметричного» слоя, который можно

записать в виде ( М = _И ) :/2

е=1
Л1

A8,4)
/2 A + ^J '

полуширина слоя равна |=0,145,Я,0, т. е. при г = |

1-е = 0,5 А= о,5 A~ет1п).
Если в A8,2) коэффициент М = 0 при положительных Р я у,

то получается «переходный» слой, представленный на рис. 18,2;

Рис. 18,2. «Переходный» слой.

при 2—?-—оо имеем 8 = 1, как и для «симметричного» слоя.
Однако при 2 —> -(- оо для «симметричного» слоя также е = 1,
а для «переходного» слоя е = 1 — Р.

Коэффициент отражения от слоя A8,2) равен

Я\
Г A8) Г [~-а2- * [ у ¦? A + У1=Р) + ^ ] } X
Г(-^)Г |1-а;2 + г[-1^A-У1-Р)-й1]|х

хг |1+й2-г [1^A+1/1^?)-^ ]|
«; .

хг{1 + й2+г[-1^A-УГ=Р)-! -й,]}
2со

где Г —гамма-функция, 5 = -— и 2 (A2->- Ы±) = 1^1 ~ ^82М.
Для «симметричного» слоя A8,4)
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где А,к = -т-и обычно (т"тг)>1- В этом последнем случае

О 12 СЬ2 ЛЛ^
' — сЬ я (Й! + 5) сЬ л (й4 — 5) A8,5)

Коэффициент пропускания — отношение потока энергии
потоку в падающей волне — равен в прошедшей волне к
| # 12 = 1- | Я |2; величина /ТЖ2
равна модулю отношения

амплитуд электрического поля в
прошедшей и падающей волнах, так

как для «симметричного» слоя
при 2 = + оо значение е

одинаково и равно единице. Зави-

2 от М = -Д при
разных 5 ясна из рис. 18,3.
Уже при 1$ = 10 значение | В |2
для М> 1,3 (т. е. /< 0,9/„)
практически равно единице.

«Переходный» слой.
Предельный переход к резкой границе

раздела. Для «переходного» слоя

\я\г%
100

50

симость 1Д1

5=100-

У/\
' /

'A0 , А \
1 ,

у'
/1

о 0,5 /.о 1,5 г,о 2,5 3,0
м

Рис. 18,3. Коэффициент
отражения для «симметричного» слоя.

И \
8Ь2[^-5A-УТ^Р)]
8Ь2 ^5_15A+у1ТГр)"]

о, аг ,^ = о

A8,6)

В этом случае при 2 = + оо получим е = 1 — Р, и поэтому
величина |/)|2 = 1 — | -й |2 не есть отношение квадратов
модулей амплитуд электрического поля в прошедшей и падающей
волнах. Действительно, в среде с диэлектрической постоянной е = ге2
поток энергии по абсолютной величине равен

-^-ЕН^-^-Е2,4я 4я

и, таким образом, отношение модулей амплитуд поля Е в

прошедшей и падающей волнах равно —-^ = 4 Г. . (при 2 — — оо

положено е=1).
Вид функции \К(Р, 8)\* для «переходного» слоя ясен из

рис. 18,4. Заметим, что формула A8,6) справедлива лишь, если
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Р <. 1. Если же Р > 1, то имеет место полное внутреннее
отражение, как это ясно с самого начала, так как в этом

случае при г -> —со будет

Щг% е < 0. При 5 -> 0 «переходный»
слой стремится к резкой
границе раздела, и для | В|2
должна быть справедлива
формула Френеля.

Из A8,6) ясно, что это
действительно имеет место, и

'1— уГ^Гох2\Я\2

Рис. 18,4. Коэффициент отражения
для «переходного» слоя. где п — значение показателя

преломления при % > 0.
Простые формулы A8,5) и A8,6) позволяют без труда оценить

коэффициент отражения для любого слоя, близкого по форме
к довольно типичным «симметричному» и «переходному» слоям.
Более подробные сведения об отражении и прохождении волн
в случае слоев A8,1) — A8,2) можно найти в [187, 192].

§ 19. Наклонное падение волн на слой

Общие соотношения. Волна с электрическим вектором,
перпендикулярным к плоскости падения. Рассмотрим теперь случай
наклонного падения плоских гармонических волн на

плоскослоистую среду. Исходными здесь являются уравнения A6,1) или A6,2)
с е' = е' (со, г), где ось г совпадает с нормалью к слою.

Выбор направления осей х п у содержит известный произвол,
чем удобно воспользоваться, считая волновую нормаль лежащей,
в плоскости г/г (рис. 19,1). Тогда вне слоя (на рис. 19,1 при 2 < 0)
падающая (плоская) волна имеет вид:

Е-^Еуе -I— (81П 8<Ш+С08 в02) - Еф~Хког, A9,1)

где Й50 = — {0, 8Н1 90, соз 0О}, г = {х, у, г}, поглощение

предполагается отсутствующим, а показатель преломления равным

единице. Очевидно, что такой выбор осей, при котором к0х = 0,
всегда возможен и не нарушает общности задачи. Поскольку
падающая волна не зависит от координаты х, то же будет иметь
место и для «преломленной» волны в неоднородной среде, свой-
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ства которой от х не зависят. Следовательно, в A6,1) производные
по х можно считать равными нулю.

Поэтому уравнение A6,1) в компонентах имеет вид:

д*Е„ д*Е„

ду*

д*Е,

<?22

ду*

ду2

_й_2
С2+ ^-в'B)Д,

ду

д

дх. с^^V^7=--о.1
д*Ех
д& ¦е'B)Д* = 0.

A9,2)

A9,3)

Поле волны Е всегда можно разложить на волны с двумя
взаимно-перпендикулярными направлениями поляризации. В качестве

п(г)

П-П(О)'!

г

П'ВШвц

Е

Ат

,

1/7

1

~Ъ^~ ^

\ ^

Рис. 19,1. Наклонное падение волны на слой. При г<0
показатель преломления равен п = п @) — 1, при г>0 он равен п — п(г).

одного из этих направлений выберем ось х. Тогда, как ясно из
A9,2) и A9,3), компонента поля Ех совершенно не зависит от
компонент Еу и Ег, т. е. если на слой падает волна, у которой вектор
Е направлен по оси х, то направление вектора Е в среде остается
неизменным. Для волны, у которой вектор Е лежит в плоскости
2/2, напротив, компоненты Еу и Ег связаны и зависят от координат,
что вполне понятно из рассмотрения траектории лучей (см. ниже).
Заметим, что в общем случае неоднородной изотропной среды
независимость падающих волн обоих типов поляризации друг от друга
места не имеет, а в нашем случае она явилась следствием
неизменности е' в направлении оси х.
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Рассмотрим сначала волновое уравнение A9,3) для компоненты

Ех, которое отличается от уравнения A6,3) лишь членом -у^ .
Положим

ЕХ = Р (г) е±1^~ Уе' 5'п''У - Р (г) е*к«у, A9,4)
где

к (г) — — У г' (г) и а (г) = вт 0 (г).

Тогда из A9,3) получаем:

¦-^. + *«<1-„¦)*¦=
= Т2«^^+{^^ + ^]>. A9,5)

Поскольку это уравнение должно удовлетворяться при всех у,
ясно, что правая и левая части равны нулю, т. е.

&Р , 0J
иг*

И

й {ка)

^-8'B)A-а2B))/'=0 A9,6)

= 0. A9,7) Лг
Переход от равной нулю правой части A9,5) к A9,7) также
обусловлен произвольностью координаты у. Из A9,7) следует:

ка = — У г'а = — У г' (г) зт 8 (г) — к0а0 = — У г' @) зт 0О = сопз!,.

A9,8)

При отсутствии поглощения У г' = Уг = п (г), и соотношение A9,8)
можно записать в виде:

П B) 8Ш 0 B) -= 8Ш 0О, A9,9)

где 0О — угол падения волны на слой, в начале которого
п = п @) = 1 (отождествление введенного выше угла 0 с углом
волновой нормали с осью 2 ясно из приводимой ниже формулы
<19.14))..

Соотношение A9,9) соответствует закону преломления на
границе раздела двух сред:

П{ 81П01=П281П02.

Поэтому формулу A9,9) легко получить также элементарным путем,
рассматривая неоднородную среду как предельный случай среды,
составленной из большого числа однородных слоев.
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Уравнение A9,6) имеет вид A6,3) с заменой —^-е (г) на

-^-е'B)A-а2B)) = ^-е'B)со8^ = -^-{е'B)-е'@)^}.
Таким образом, решение уравнения A9,6) сводится к решению

уравнения A6,3) с той же функциональной зависимостью е'
от 2 (линейный слой остается линейным и т. д.). Например,
для линейного слоя A7,1) коэффициент у Р в A9,6) равен

\( 1 — е@)81п260 — ) , и уравнение A9,6) переходит в A7,3)
путем введения переменной

1=(—Ь ^ &Ч 1/з[21A-е(О)81п20о)-2].
Приближение геометрической оптики. Отсюда ясно, что в

применении к уравнению A9,3) можно сразу же написать решение
в приближении геометрической оптики, сравнивая A6,3), A6,10),
A6,11) с A9,3), A9,4), A9,6) и A9,8). В результате

Ех = <, ,,Д*° е " ~6 ' ", A9,10)
±{ "{1 ^е'(г)-е'@)а2 аг+ V е'@)ао1/}

'^Л$'(*)-*'@)а|'
е' @) а* = е' @) вш2 Э0 = сопб*,

или при отсутствии поглощения

2

„ ±г—{[ ^п2Aр^@Г8ГпГЙ Й2+п@)в1пво-у}
Е ^ х0 <• ° *
х уп*(г)— п2@)81п290

A9,11)

Эта формула помимо зависимости от у отличается от имеющей
место при нормальном падении заменой п (г) на

|/«2B) —ге2@M1П2е0 = П B) С08 6 {т.).

Уже отсюда, а также непосредственно из A9,6) ясно, что
отражение волны от слоя имеет место в области около точки 20, где

п (г0) = п @) 8Ш в0. A9,12)

Из A9,9) явствует, что равенство A9,12) есть просто условие
полного внутреннего отражения, имеющего место при % = —
(в A9,9) принято, что га@)=1). Поскольку, как уже отмечено,
различие между случаями нормального и наклонного падений
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сводится в соответствующем уравнении к замене п (г) на п (г) сое 0,
ясно, что условие применимости первого приближения
геометрической оптики A6,22) заменится при наклонном падении на условие

й (п соз 0)
Ар
2я

Й2

И2 С082 Э «1, A9,13)

где п (г) зт 0 (г) •-•- п @) зт Э0= сопз1, соз 0 — —п —-.

Это условие, очевидно, нарушается при соз 0—^0, т. е. вблизи
точки отражения A9,12).

Лучевая трактовка. В приближении геометрической оптики
можно перейти от волновой к лучевой трактовке. В однородной
изотропной среде направление луча (направление потока энергии
или направление движения волнового импульса; см. § 24)
совпадает с направлением нормали к волновой поверхности. То же имеет
место в области применимости геометрической оптики, так как
в этом случае среду можно считать квазиоднородной, и на
относительно небольших участках волна распространяется так же,
как в однородной среде с соответствующими значениями е и о
(см. также § 24).

Направление нормали сразу же получается из A9,11) путем
нахождения §га<1 Ех, причем в силу медленной зависимости
знаменателя от 2 дифференцировать нужно лишь экспоненциальный
множитель. Таким образом, находим компоненты волнового
вектора к:

со

кх — и, ку ¦ П @) 81П 0О = П B) 81П 0,

кг = —1/«2 (г) — и2 @) 81П 0О = — п (г) сое 9,

А» = ¦га2 (г).

A9,14)

Единичный вектор нормали к волновому фронту равен -г- .

Вектор — в изотропной квазиоднородной среде, как сказано,

является одновременно касательным к траектории луча.

Вблизи точки отражения г0 (в этой точке п (г0) = п @) зт 0О)
приближение геометрической оптики неприменимо и направление
нормали к волновой поверхности не совпадает с направлением
движения центра тяжести волнового импульса. Об этом еще будет
идти речь в § 34. Сейчас же заметим, что для линейного слоя A7,1)
и для произвольного слоя вдали от критической частоты имеет
место полное внутреннее отражение, причем, сравнивая A6,3),
A7,10) и A9,4), A9,6), легко видеть, что изменение фазы волны
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в результате отражения от слоя при наклонном падении равно

го

о

го

= 2$ А,Й2 + А„(И-01)—г? A9,15)
о

здесь га (г0) — п @) зт 90 = 0, поглощение для простоты считается
равным нулю и у2, у1 — точки на оси у (при 2=0), для которых
определяется разность фаз ср.

Вообще в области применимости геометрической оптики
изменение фазы волны на пути I равно (см. A9.11), A9,14))

Ф=-^- ^ и(г)й*= ? Тсд.8, A9,16)
I

где й« — элемент траектории луча, направление которого такое
же, как и направление вектора к.

Траектория луча, падающего на среду в точке у = у1 и 2 = 0,
где га@) = 1, под углом 0О (см. рис. 19,1), определяется,

очевидно, уравнением ( см. A9,14), откуда ясно, что вдоль траек-
Лу _ ку 8ш 80 N

гории луча — _ -^- _ ^_____ ^
г

О волнах с электрическим вектором, лежащим в плоскости
падения. Перейдем теперь к рассмотрению распространения волны,
электрический вектор которой лежит в плоскости уг (см.
уравнения A9,2)). Физически отличие этого случая от предыдущего
связано с тем, что при изменении направления волнового вектора по
мере углубления волны в слой должен происходить также поворот
вектора М.

Раньше всего удобно несколько преобразовать уравнения A9,2),
воспользовавшись соотношением

й1у^В-1-^-^) = 0, A9,18)
вытекающим из уравнения поля B,1).
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В нашем случае

<Ну (в — г ^-^) = <Н* г'Е = (Е ^гао1 е') + г'А1\Е=
йг= Ег^—{-г'А1УЕ = 0, A9,19)

откуда

ёглЛй1уЕ=-е1аА^Е1^~-
Разумеется, в однородной среде из A9,19) следует, что

(Я\Е=0, а также сЦу!) —0 и <И\^=0,. поскольку 1>=гЕ
и $= оЕ.

Используя приведенное выражение для §гай сНу Е и считая
для простоты, что поглощение отсутствует (т. е. полагая е' = е),
мы можем записать уравнения A9,2) в виде:

в*Е„ д*Еу Ю2 дЕг аЫг{г) .
ду* + дг* + с2 е^у + ду Ля -V,

д2Ег , д^Ег , ОJ * ' "--'-- I
с- ' ¦ " оу аг (

ду* ' йг2 '

Ограничимся сейчас рассмотрением второго из уравнений A9,20)
для Ег. Подставляя в это уравнение решение в виде

Е2 = а (г) Ех (г) е±^№)», Л

АB) = 7-^1^ = Т"И00' аB) = 81п6B) |
и отделяя так же, как и в случае A9,5), члены, содержащие
у и у2, получаем для ка уравнение A9,7) и для Рг уравнение

(РРг . г со2 , ,,. 2/ чч , 1 й21пе 1 /<Ипе\2-] „ .

A9,22)

В A9,22) уже учтено, что в силу A9,7) и пренебрежения
поглощением

2 — йт. й 1п 8
йг

Легко видеть, что при наличии поглощения в A9,22) нужно просто
заменить е на е'.

Заметим, что в формулах A9,2) и A9,3) переход к случаю
нормального падения очевиден, так как при этом производные по у

равны нулю, и Г в силу того, что (Лу Е = -т^) уравнения A9,2)
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принимают вид B,26) и B,27). В A9,6) переход к нормальному
падению также достигается сразу, если положить а = 0. Что
касается уравнения A9,22), то при а -»- 0 использовать его для
вычисления компоненты Ег не нужно, поскольку при а —*¦ 0
компонента Ег-*-0 (последнее следует из A9,21) и совершенно
очевидно сразу же в силу поперечности поля).
. Уравнение A9,22) отличается от A9,6) лишь членами,

содержащими производные от е. Легко видеть, что в приближении
геометрической оптики этими членами можно пренебречь, и, таким
образом, для Ег получается выражение A9,11), но умноженное
еще на а (г) = вш 6 (г) (см. A9,4) и A9,21)). Появление этого
множителя вполне понятно, так как при пренебрежении производной

-г- , согласно A9,19), сИу Е = 0 и вектор Е перпендикулярен

к волновому вектору к; поэтому проекция Ег на ось 2 должна быть
пропорциональна а (г) = зш 0, где 0 — угол между к и осью %
(см. A9,14) и рис. 19,1).

В области, где геометрическая оптика неприменима, в
частности вблизи «точки отражения» г0, характер волнового поля для
волн различной поляризации уже не одинаков, так как уравнение
A9,22) эквивалентно волновому уравнению A6,3) для
нормального падения с эффективным значением е, равным

еэфф (*) = е B) - е @) вш» 0О + (-^-) 2
здесь учтено, что

1 Л*\пг 1 /<ПпеЛ2_ йт? 3 V йг )
2 йг* 4 V <*2 ) ~ 2е ~~ 4 Р '

В то же время уравнение A9,6), отвечающее наклонному падению
волны с вектором Е, направленным по оси х, эквивалентно
уравнению A6,3) с еЭфф = е (г) — е @) зт20о.

Выражение A9,23) при е -*• 0 стремится к бесконечности, т. е.
вид эффективного показателя преломления в этом случае
радикально изменяется; в районе точки г0 различие между еЭфф и е (г) —
— е @) вш2 0О особенно существенно при малых значениях а0 =
= зт 0О, так как е (г0) = е @) зт 0О и, следовательно, е (г0) ->-0
При 81П 0О ->¦ 0.

Для линейного слоя множитель перед Рг в A9,22), т. е.
введенная выше величина еЭфф, принимает вид:

еэфф-еB)-е@К Ч^ (^У

ач

т
28 ; A9,23)
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и обращается в нуль при ъ < 20, где 20 определяется из условия
е (г0) = е @) а„. Таким образом* волна начинает затухать
несколько раньше, чем при а = зт 0 = 1. В условиях ионосферы
это смещение «точки отражения» обычно ничтожно мало. В
особом исследовании, как уже.только что было отмечено, нуждается
лишь область малых углов падения. Вместе с тем при а0 = 0 мы
имеем просто известный случай нормального падения, когда
Ег = 0, и, следовательно, результат предельного перехода а -*¦ 0
известен.

Область выше точки отражения для достаточно толстого слоя
казалось бы не представляет интереса; при нормальном падении
волна в этой области экспоненциально затухает, и аналогичного
поведения можно было бы ожидать и при наклонном падении.
В действительности, однако, в случае наклонного падения волны
с лежащим в плоскости падения вектором Е подобное
экспоненциальное падение поля нарушается вблизи точки е (ш, г) = 0.
При приближении к этой точке снизу (из области больших
значений е) поле начинает расти, и при отсутствии поглощения в самой
точке е = 0 компоненты Еу и Ег стремятся даже к бесконечности
(фактически значения Еу и Ег становятся конечными не только
при учете поглощения, но и по другим причинам, о которых еще
будет идти речь в § 20). Этот интересный результат связан в
формальном отношении с уже отмеченной особенностью функции
«Эфф при е = 0 (см. A9,23)).

Уравнение для магнитного поля волны. Вопрос о поведении
поля в области е яа 0 при наклонном падении подробно
разбирается в § 20. Здесь же отметим, что при исследовании наклонного
падения волны с вектором Е, лежащим в плоскости падения,
удобнее работать с уравнением для магнитного поля волны.

Действительно, в этом случае, как ясно из уравнения го1 Н =

можно положить*)

Е _^ _ 1с дп* Е — -^— ЭНх )
у ме' дт, ' г сое' ду ' I

Ну---Нх = 0. )
Поле Н подчиняется при этом общему волновому
нию A6,2), которое в данном случае принимает вид:

д*Нх д*Нх ^_^_9Н^_ , &_н л
ду* ~*~ дг* г' йг дг "' с* х '

*) Если Ну или Нг не равны нулю, то, вообще говоря, и Ех Ф 0. Нас
же интересует случай, когда Ех — 0. Ему как раз и отвечает выбранное
поле Не Ну = #г = 0.

A9,24)

уравне-

A9,25)
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После подстановки в это уравнение выражения

±1 У 6 81П 6-У

Нх--^в(г)е с A9,26)

приходим, так же как при переходе от уравнения A9,3) к A9,6)
и- A9,7), к закону преломления A9,8) и уравнению для С:

"И—?-!&-§-+ -^-(е'B)-8'(°)81п8еоM = °- A9'27>
Это уравнение несколько сложнее уравнения A9,6) для Р(г,) =

Тг—Vг' 51п 9-у

— Ехе с , по проще системы уравнений A9,20). Конеч-

но, уравнения A9,27) и A9,22) для Рг = -^т-е т* — тТмвш е-у
уже мало чем отличаются в смысле сложности, но, зная С, мы
сразу же получаем и Еи и Ег, в то время как переход от Рг
к Еу непосредственно не производится. Итак, в рассматриваемом
случае, как и в ряде аналогичных, в силу характера
симметрии задачи более целесообразно исследовать уравнение для
7/, а не для Е.

§ 20. Об одной особенности поля электромагнитной волны,
„ распространяющейся в неоднородной изотропной плазме.
Взаимодействие электромагнитных и плазменных волн

Физическая картина явления. Для того чтобы довольно
громоздкие расчеты не помешали ясно представлять себе физическую
картину явления, начнем сразу же с качественного изложения
результатов.

Если волна падает нормально на слой неоднородной непогло-
щающей плазмы, то полное отражение волны происходит вблизи
точки е (со, 2^ = 0 и, таким образом, образуется стоячая волна;
амплитуда этой волны осциллирует в области ? < т,± и
экспоненциально затухает в области т. > ги где е < 0. Зависимость поля от
2 в области отражения для этого случая подробно обсуждается
в § 32, а в качественном отношении ясна на основании сказанного
и из рис. 20,1, а. На этом рисунке указана зависимость квадрата
модуля поля | Ех\2 при наклонном падении волны на слой, когда
вектор Е перпендикулярен к плоскости падения (Еу = Ег = 0,
Ех Ф 0; см. рис. 19,1). При переходе к нормальному падению, как
сказано, картина сохраняется, но, конечно, вт 00 = 0 и в «точке
отражения» п (со, 24) — У г (со, г^ = 0.

При интересующем нас сейчас наклонном падении на слой
волны, в которой вектор Е лежит в плоскости падения (Ех = 0,
21 В. Л. Гинзбург
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Еу ф О, Ег Ф 0), картина поля уже другая (рис. 20,1, б). В
области «точки отражения» г0, где п (со, 20) = зт 0О, поле ведет себя так
же, как для волны с Еу = Ег = 0 или для нормального падения,
т. е. так же, как на рис. 20,1, а. Но в дальнейшем по мере
углубления в слой и приближения к точке, где п (со, 24) = ]/ е (со, 24) =-- 0, поле

Ех*0;Еи=Е2*0

П-51ПВ0
а]

Ех=0\Еу*0;Ег*0

п-э'тв0 п=0

В)

—*-

г

Рис. 20,1. Квадрат модуля компоненты электрического поля при
отражении от неоднородного слоя волны, падающей под углом Э0. Показатель
преломления равен п—-п{г): а) волна с электрическим вектором,
перпендикулярным к плоскости падения; б) волна с электрическим вектором,

лежащим в плоскости падепия.

начинает возрастать. Более того, это возрастание, при
пренебрежении поглощением, образованием плазменных волн и
нелинейными эффектами (см. ниже) оказывается бесконечным для обеих
компонент Еу и Е г.

Такая особенность поля в точке п = 0, очевидно, исчезает
при нормальном падении. Кроме того, при достаточно больших
углах падения 00 и учете сколь угодно малого поглощения, когда
поля Еу и Ег везде конечны, возрастание поля в точке п = 0
с ростом угла 0О становится все менее выраженным. Этот результат,
вытекающий из проведенных ниже расчетов, вполне естествен
физически. Дело в том, что с ростом угла Э0 расстояние между
«точкой отражения» п (со, 20) = зт 60 и точкой, где п( со гг) = 0,
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все больше увеличивается. Поэтому при больших 60 волне «трудно»
просочиться в область п = 0.

Поскольку рассматриваемый эффект исчезает и при 0 = 0
и при больших углах 80, ясно, что он наиболее ярко выражен при
некоторых «средних» значениях угла падения 60.

Решение волнового уравнения. Вопрос о наклонном падении
на слой волны с вектором Е, лежащим в плоскости падения, и об
особенности поля при п = 0 рассматривался в работах [122, 183,
204—208]. Ниже мы будем следовать работе [206], где эта
проблема получила наиболее полное решение (см. также [77, 122]).

Исходным при исследовании является уравнение A9,27),
которое перепишем еще раз:

г( ш(
#ж = С(г)е с
ЛЮ 1 йе.' АО

йг2 е' (г) йг ёг

р г 9НХ
^У~ <в , дт.

— е
с

оду)

+ -^-(е'B)-а*)Я = 0,
V 1 дНХ

а . ду
о

С

Л

= 8Ш0О.

B0,1)

В качестве е' (г) воспользуемся выражением C,7) для плазмы,
причем сразу же будем считать, что ю2 > у|фф. Тогда

Для простоты предположим также, что поглощение мало меняется
с высотой, т. е. Vэфф слабо зависит от т,. В таком случае мнимую
часть е' (г) можно считать постоянной и равной ее значению при

. В результате для линейного слоя получаем *):

е'B)= -а7,-\^-=—а%-1з, B0,2)
где а >• 0, так что для значений 2 > 0 диэлектрическая пропи-
цаемость е (г) <; 0.

Дифференциальное уравнение B0,1) запишется теперь в виде:
а*с а ао , со2 , . гч п А

*) Для произвольного слоя выражение B0,2) также обычно пригодно
в малой окрестности нуля функции е' (г), где неприменимо приближение
геометрической оптики (см. § 30). Выбор в B0,2) других обозначений и
другого начала координат по сравнению с принятыми в § 17 диктуется
соображениями удобства и не должен повести к недоразумениям, поскольку
мы приводим здесь же все необходимые выражения.

21*
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Вводя новую переменную 1 = аг-\-18 и обозначение о = —
г са

получим:

С С , , \ B0,3)
Р;

%0а йг )

Вид уравнения B0,3) при переходе к случаю 5 = 0, очевидно, не
меняется. Единственное отличие задачи с учетом поглощения
заключается в том, что в ней «математическая» точка отражения
I, — — <Хо соответствует комплексным значениям координаты г.
Отметим, кроме того, что для среды с медленно меняющимися

свойствами, входящая в уравнение B0,3) величина р = — > 1.
Так, в ионосферном. Р-слое (а ~ 10~7) для частоты со ~ 108

имеем р ~ 3-10*.
Как будет показано ниже (см. [204 — 206]), решение уравнения

B0,3), удовлетворяющее необходимым физическим требованиям,
принимает некоторое не равное нулю значение О @) в точке на
комплексной плоскости, где е' (г) обращается в нуль. Поэтому
вертикальная компонента электрического поля

г ЯН гг. г[(й1 аоу)

*' = ^^ = 7%ГСЮ« ° B0,4)
с

обращается в этой точке в бесконечность. Характер этой
особенности зависит от] поведения функции е' (г), причем для линейного

1 1
слоя Ех обращается в бесконечность как у =—г-г- , а
компонента Еу, как будет выяснено ниже, имеет логарифмическую
особенность. Эти особенности находятся на вещественной оси только

при отсутствии соударений, когда 5 = -21* = 0. При учете же
поглощения максимальное значение Е2 будет равно

.„ . ар | С @) | _вш00-<в|С@)|
| Ег |г=0 = — = — , B0,о)

и при достаточно малых 5 может быть очень большим. При этом
величина поля существенным образом зависит от того, какие
значения принимает функция О @). Эта функция зависит от угла
падения 60 и определяет, таким образом, величину \Ег\г=0
во всем интервале значений параметра а0 = зщ 0О.

Сравнительно легко установить вид функции С (г) при
больших углах падения, когда точка отражения I, = — а\ (точка
е' = 8И12 Э0) и особая точка ^ = 0 (т. е. точка е' = 0) отстоят друг
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от друга на значительном расстоянии. Для этой цели вместо
уравнения B0,3) удобнее исследовать уравнение

Л2и

а& [р»(^+а;)+^г]ц=о,
которому подчиняется функция

и{1) 0@ VI

B0,6)

B0,7)

Предположение о том, что расстояние между точками I, — — а„
и I, — 0 велико, означает в данном случае, что это расстояние
много больше длины волны. Для среды с медленно меняющимися

ч^
-а$[п=зшв0) о(п'О) Саг

Рис. 20,2. Картина, изображенная на рис. 20.1, б,
в новых координатах {,=—г — аг.

свойствами (р > 1) это имеет место даже при довольно малых
значениях а* = 8ш2 60. В подобных условиях приближенное решение
уравнения B0,6), справедливое всюду за исключением малой
окрестности точки I, = 0 и представляющее слева от I, — — а„ стоячую
волну (рис. 20,2), можно записать в виде (см. [209]):

где

I

Я=р$ ]/"С + а; ЙС = -§- р (С + а«)-/., 5'=4й8_

B0,8)

B0,9)

и /Л/з — функция Ганкеля первого рода порядка 1/3. Постоянная,
стоящая в решении B0,8), выбрана так, чтобы на границе
неоднородного слоя (при е'(г) = 1) амплитуда поля падающей
волны была бы равна единице.

Другое приближенное решение, годное справа от точки
отражения, можно получить, используя метод, предложенный
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в работе [209]. Введем новую независимую переменную

I

^ = р Л П + аг# = -§.р[(Б-Ьа;)8/*-а»]. B0,10)
о

Легко показать, что функция

IV = А л/-ж Н^' (Ф, А ¦_- сом*, B0,11)
удовлетворяет уравнению

а2ш Г 2 1Т I 24 , 3 Г 1 Й| \2
<Щ 2 [р2^ + ао)н4(т1J + 16(^р]"'-а B0Д2)

При малых I,, как ясно из B0,10), % « ра0^, и уравнение B0,12)
имеет точно такую же особенность в точке ^ = 0, как и основное
уравнение B0,6). Кроме того, при больших значениях параметра р
уравнения B0,12) и B0,6) вообще весьма мало отличаются друг
от друга, если исключить из рассмотрения некоторую окрестность

точки I, = — а„, где функция .„,.. г начинает резко расти.
Следовательно, вдали от точки I, = — <х„ соответствующим
образом выбранные решения этих уравнений будут мало отличаться
друг от друга. При этом функция B0,11) аппроксимирует то
решение, которое стремится к нулю при I, -> оо (в области
отрицательных значений 8 (г)).

Мы получили, таким образом, приближенные решения B0,8)
и B0,11), передающие асимптотическое поведение искомого
решения (при р > 1) в различных областях значения переменной I,:
слева от С = 0 (функция B0,8)) и справа от & = — а* (решение
B0,11)). В интервале — с^ < I, < 0 справедливы оба
приближения, что дает возможность связать эти решения так, чтобы они
передавали поведение одного и того же частного решения нашей задачи.
Это сшивание решений дает для константы А значение [206]

А^/^-е 4 , B0,13)
где

о

Я0 = р ^ УЬ + Ъ4Ь = ±.ра\. B0,14)
-<*§

Учитывая B0,11) и B0,13), окончательную формулу,
передающую поведение функции С (^) в области ^> — <х„, можно
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записать в следующем виде:

¦(О-|/&0--|/^е'4 ""л/
«/с

н™ II). B0,15)

Если величина I, настолько мала, что ^ — ра0^ < 1, то при
вычислении компонент поля мы можем использовать разложение
функции Н[х) (Щ в степенной ряд, ограничиваясь первыми членами
разложения

т1' (ф « - 4- 1пЕ. B0,16)

Теперь легко видеть, что амплитуды компонент поля ведут себя
следующим образом. Амплитуда IIх при I, — > 0 стремится
к постоянному значению (см. B0,1)):

|#*0)| = Р@I лра0 141 = У г 2 е~5ояр а0
B0,17)

Горизонтальная компонента электрического (поля Еу, согласно
B0,1), равна (при I, —> 0)

\Е„ ~^-\А\п1\, |^ра0^, р =
со

со.

йг

йт. ; B0,18)

таким образом, компонента \ЕУ имеет логарифмическую
особенность. И, наконец, вертикальная компонента электрического
поля Ег обращается в бесконечность по закону (см. B0,4))

\Ег ар |С @)| _ ар 10@)

аг -\-1 эфф
B0,19)

Используя для величины |<2@)| выражение B0,17), окончательно
запишем:

При 2 — 0 поле | Ег | принимает максимальное значение (в среде
с поглощением 1,-~ ат,~\-1з):

1^0^^^/Х^. B0,21)
Напомним, что полученные формулы применимы лишь при
относительно больших углах падения: при а0 — вт 00 ->- 0 формула B0, 17)
дает явно неверный результат, так как при а0 = 0 (нормальное
падение) строгое решение задачи свидетельствует о том, что Ег = 0.
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Для верхних слоев земной ионосферы, где р >> 1,
приближенные формулы B0,17), B0,18), B0,20) и B0,21) оказываются
пригодными вплоть до углов падения 60 порядка 4 -г- 5°, и, как легко
убедиться, в этих условиях эффект нарастания поля вблизи точки
I, = 0 (п = 0) был бы незначительным E0 > 1), даже если не
учитывать влияния земного магнитного поля, о чем речь пойдет в § 27.
(Большие значения электрическое поле может принимать лишь при
очень малых значениях Vофф, в то время как в ионосфере до
максимума Р-слоя Vафф > Ю3.) При этом наличие особенности в точке,
где г' -— 0, не сказывается на поведении поля в области,
расположенной ниже точки отражения, т. е. отражение волны, имеющей
компоненту Ег, в этих условиях происходит так же, как это имеет
место для волпы, электрический вектор которой перпендикулярен
к плоскости падения *).

Формула B0,19) показывает, что величина поля в точке, где
г --- 0 (т. е. в точке 2 = 0), помимо Vэфф, определяется значениями
функции аов @). При нормальном падении, когда а0 — 0, поле
равно Ег — 0; при больших значениях 50, как ясно из B0,20),
поле Ег падает с ростом а0. Следовательно, как уже отмечалось,
при некотором малом угле падения эффект нарастания поля
у точки е = 0 будет максимальным. В связи с .этим интерес
представляет поведение функции а0О @, а0) при всех углах падения.
Исследование решений уравнения B0,3) показывает [206], что
функция а0 \ О @, а0) | во всем интервале значений параметра а0
может быть приближенно представлена в виде:

ао|С@, ^-—.у—^-—, B0,22)
где V и г/— функция Эйри и ее нроизводная (см. [200]), а

х = р»/зао=. (-^-I/3 8Ш 00. B0,23)
Зависимость максимальной величины \Ег\ от угла падения
определяется, таким образом, функцией Ф (т), график которой
приведен на рис. 20,3; на этом рисунке, кроме того, параллельно оси

*) Вся задача рассматривается здесь для стационарного случая.
Поэтому остается открытым вопрос о времени установления полученной картины
распределения поля. Вместе с тем из физических соображений ясно, что
при значительном удалении точки е -— 0 от «точки отражения» е — 8ш20о
время установления распределения поля, показанного на рис. 20,1, б, может
быть весьма большим. Дело в том, что волна при этом может лишь медленно
«просачиваться» в область е « 0 и достаточное количество энергии попадет
в эту область только по истечении некоторого времени. В более ранние
моменты времени иоле в области точки е = 0 будет слабее стационарного,
а в самом начале вся картина будет ближе к изображенной на рис. 20,1, а,
чем к стационарной картине, показанной на рис. 20,1, б.
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абсцисс приведен масштаб для угла падения в градусах при
а = 10~7 см-1 и со - 2л-107 (Х0 = 30 м).

Существенно, что функция Ф (т) принимает значение порядка
единицы для очень узкого интервала значений угла падения.
Максимум кривой, равный 1,2, приходится для рассматриваемого
примера на угол 60 = 1,5°, а уже при 90 = 5° получим Ф (т) ~ 10'4.

Оценим, основываясь на формулах B0,19) и B0,22), значения,
которые может достигать поле Ег в различных условиях.
Максимальное значение \ЕЛ равно Ф(т) ¦
1,2 1,2

У2яр 'ЬФФ /
2.-х со

со,

СО

^эфф

Поэтому в Е-слов
ионосферы, где можно положить
а ~ 10~6, при Х0 = 100 м
(со = 6я-106) |#г|^0~3,6
дляVЭфф=105и|5'г| г^о«36
для уЭфф = 10*. Для
ионосферного .Р-слоя (а — 10~7,
о)=--2л-10\ к0 — 30 м) при
VЭфф — Ю4 имеем \Ег\ г^0 «

20,а при уэфф = 103 уже
2=0 :

короне при а

200. В солнечной

Ат,

Рис. 20,3. Функция Ф(т)=-У2ярх

Ю-10, Х|а0С@,а0)|; т-р/3а0=(^-^ вт 00.
со = 2я-108 (к 0 = 3 м) и
\-эфф — 10 максимальное значение \Ег\ 2^0 » 2000. Нужно,
однако, подчеркнуть, что в этих оценках препебрегается влиянием
магнитного поля, чего в случае земной ионосферы заведомо нельзя
делать (см. об этом ниже и в § 27). Напомним также, что по
предположению на нижней границе неоднородного слоя | Е | = 1
и \Ег\ = \Е\ вт 0О = а0.

Известный интерес представляет также эффективный размер
области, где поле велико. Из формулы B0,19) легко установить,
что величина \Ег\ 2 спадает до половины своего максимального
значения на расстоянии

Д2: ^ФФ К ^эфф

2л; са B0,24)

от точки 2 = 0, где поле максимально. При УЭфф ~ 104 и а ~ 10"
очевидно, Дг

Учет пространственной дисперсии и некоторых нелинейных
аффектов. Резкое нарастание напряженности электрического поля
вблизи точки, где е @, ъ) = 0, может привести к необходимости
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учета пространственной дисперсии, т. е. невозможности
ограничиваться использованием локальной характеристики среды г (со, г).

При отсутствии соударений пространственной дисперсией
можно пренебречь, если проходимый частицей за период путь

— мал по сравнению с характерными размерами неоднородности

поля. В рассматриваемой задаче при отсутствии соударений
и использовании величины г (г.) поле Е в точке е — 0 возрастало
бы до бесконечности. Но в достаточно сильном поле электрон при-

обретает большую скорость V, так что величина —возрастает

и использование локальной проницаемости & (со) становится
недопустимым. В результате индукции 1) (г) отлична от величины
гЕ (г) и в точке 8 = 0 равна не нулю, а определяется полем Е
в точке, смещенной на расстояние порядка амплитуды колебаний
электрона, т. е. на расстояние порядка у/со. Поэтому, как было
отмечено в [205], в формуле типа B0,19) в точке 2 = 0 (т. е. при

*

е--0) в знаменателе стоит не нуль, а величина а \ угй1, где 1>2 —
о

скорость электрона в направлении оси % и I — 0 — момент, когда
поле обращается в нуль. В сильном поле скорость иг значительно

— ~ 107 (при
*

Т ~ 300° К) и по порядку величины VI ~ —- . Отсюда а \ угй1 ~
о

~ -^-\~ Ю-5 Ег (при а ~ Ю-7 и со = 2л-107). Поскольку зави-
I
-а

еящая от Ех величина а \ ьгв,1 появляется в знаменателе выражения
о

типа B0,19) для Ег, ясно, что задача перестает быть линейной. Это
и понятно, так как в гармоническом во времени, но сильно

неоднородном поле электрон движется уже не по гармоническому закону.

Обсуждаемый нелинейный эффект в неоднородной плазме ста-
/

новится существенным, если значение а\ игA1 сравнимо с величи-
о

ной -?ФФ, которая появляется в знаменателе выражения B0,19)

при учете поглощения. В ^-слое, как мы видели, -2$* ~ 10~4

и в то же время а \ игМ~ 10~6Ег~ 10~4 только при Ег ~ 10 =
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— 3000 в/см; но" в тех же условиях поле в точке е — 0 больше
поля в начале слоя лишь в 20 раз (см. выше) и, таким образом,
нелинейный эффект нужно было бы учитывать только в очень
сильных полях, с которыми не приходится иметь дело в случае

ионосферы.
¦ Еще более важно другое обстоятельство: в неоднородном
электрическом поле на среду (в частности, плазму) действуют силы,
которые изменяют само распределение плотности среды. Усред-

2л
ненная за период — сила на плазму, отнесенная к одпому

электрону, равна

где Е—Е0еш и соударения не учитываются*). Силе Е в B0,25)
отвечает потенциал [210]

,Р=_УФ, ф = -^Г\Е\>, B0,25а)
и таким образом, частицы плазмы как бы находятся в
дополнительном потенциальном поле, аналогичном полю тяжести. Заметим,
что скорость упорядоченного движения электрона в поле Е — Е0еш

равна ьг = — { ~ и, следовательно, Ф---Т-1 уг|2.

В результате, распределение электронной и ионной
концентрации в ионосфере, как уже упомянуто, будет изменяться; такой
нелинейный эффект [211 ], вообще говоря, значительно больше
нелинейного эффекта, обсуждавшегося выше и малого, если

(

$У,А _^а_^«__. B0,26а)
о

а

Влияние же потенциала B0,25а) можно считать малым лишь при
е Дщах т

4тш2

тит

Фс Л тпй V /71 | II,

«---- . - шах = "Т-^" — Т I у2, ™ах |

мало по сравнению с кинетической энергией электрона

т. е. при условии

*«~-!г «"* = /? <20'26б>
{здесь, как и ранее, мы не делаем различия между у2 и | 1>2|).

*) Если пользоваться вещественным полем в форме Е — -^-(Е0 егш1-{-
¦ 4 е —1

-(-Е%е ш ), которая применена ниже (см. § 24), то сила Р — V (ЕоЩ)-
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При ит ~ Ю7 см/сек, V0фф/(о ~ Ю-4, а ~ 10~7 см  и
(о = 2я-107, условие B0,26а) сводится к неравенству Ег < 10 =
— 3000 в/еж. Условие же B0,266) имеет в этом случае вид
Е « Ю"8 = 0,3 в/см.

Насколько нам известно, количественный анализ влияния силы
Р B0,25) на ионосферные слои еще не производился. Кроме тогог
указанные два нелинейных эффекта не являются единственными
эффектами, определяющими характер электромагнитных
процессов в области 8»0. В частности, как мы сейчас увидим, в
этой области для пренебрежения пространственной дисперсией
условие B0,26а) не является достаточным. Этот вопрос имеет
общее значение, в силу чего остановимся на нем несколько

подробнее.
В плазме пренебрежение пространственной дисперсией •

эквивалентно отбрасыванию в кипетическом уравнении члена,
содержащего пространственные производные. Допустим, например, что
для величины ф — отклонения функции распределения от
равновесной функции /оо> можно воспользоваться уравнением *)

^+^^^^)Ф = °- B0.27)
Тогда отбрасывание члена рг ^- приводит к локальной связи I)
и з с Е (см. § 6), т. е., действительно, эквивалентно
пренебрежению пространственной дисперсией. Законность такой операции

может быть проверена в результате вычисления члена иг ¦—¦ у

исходя из решения задачи при пренебрежении этим членом, т. е.
е „ ^/00— ^х. ^
т до~ г,

из решения ф = г——~- , где поле Ьх уже считается

монохроматическим. Для волны, распространяющейся вдоль оси 2
,<л ,,—

в однородной среде, Ех = Ех е с и уг-р = — г — у г угф =
— — (ш -\- к) — угф. Для того чтобы пренебрежение этим членом
было оправдано, он, как ясно из сказанного, должен быть мал по
сравнению с остающимся в B0,27) членом (ш + V) ф. Отсюда при
сравнении отдельно вещественной и мнимой частей получаем
условия:

^<^эфф(илиг = -^^); B0,286)
*) Уравнение B0,27) получается из (8,21) при учете соударений и в

предположении, что Еу — Ег = 0, а ф и Ех зависят только от 2.
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V { в слабом поле для максвелловской плазмы V ~ ьт = у -

здесь частота соударений V (и) заменена на VЭфф, а проекция
скорости — на характерное в задаче значение самой скорости

гхГ\

т )
Условие B0,28а) для рассматриваемых поперечных волн всегда

выполняется в полном согласии со сказанным в § 8. Условие же
B0,286), о котором в § 8 не было речи, поскольку поглощение
вообще не учитывалось, означает, что длина свободного пробега /

должна быть мала по сравнению с расстоянием — , на котором

амплитуда волпы заметно изменяется в силу поглощения *).
Для волн, распространяющихся в неоднородной среде, и это

как раз важно подчеркнуть, условия пренебрежения
пространственной дисперсией жестче, чем для однородной среды.
Объясняется это просто тем, что амплитуда поля в неоднородной среде
может заметно изменяться и при отсутствии поглощения, т. е.

с

на расстояниях, меньших — . В то же время, если амплитуда
СОХ

волны меняется на характерном расстоянии 1/а, а фаза — на
характерном расстоянии Ь§, то условия B0,28а) и B0,286)
заменяются, очевидно, на следующие:

-^- < Ьф, I < Ьа (или VЭфф > -^-) . B0,28в)
В задаче об особенности поля в точке 8 = 0 амплитуда поля

Ь г существенно изменяется на расстоянии порядка Дг = ^

(см. B0,24)). Поэтому второе из условий B0,28в) принимает вид
.. V 2я Vса

"Уэфф > -г— = Т~ Т, ' илич"*' Дг Х0 Vэфф

^фф > —А- Уа = ыиа. B0,29)
Ад

с1е
При Й2

10- •7 СО
/у/Г
— <~ 107 это

условие принимает вид V0фф > 104. Такое неравенство в ионосферном
.Р-слое не соблюдается, и, следовательно, для строгого
вычисления поля вблизи точки е = 0 нужно было бы использовать
кинетическое уравнение. Если иметь в виду применение к ионосфере,
в соответствующем исследовании нет, однако, необходимости. Дело
в том, что выше не учитывалось влияние земного магнитного поля,

в силу чего только и можно было считать ионосферную плазму
изотропной. Как мы увидим в § 27, учет влияния магнитного поля

*) В применении к металлам условия B0,28а) и B0,286) отвечают
возможности использовать теорию нормального скин-эффекта (см., например,
13,212]).
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в применении к ионосфере существенно изменяет картину. Поэтому,
когда выше при численных оцепках речь шла об ионосфере, это
носило условный характер и служило, собственно, только для
целей выбора каких-то параметров среды. Аналогичным образом
мы будем поступать и ниже при обсуждении еще одного эффекта,
обеспечивающего конечность поля в точке е = 0.

Учет образования плазменных воли. Взаимодействие между
различными нормальными волнами. Этот эффект состоит в том,
что в области вблизи точки е = 0 падающая наклонно на слой
волна с электрическим вектором Е, лежащим в плоскости падения,
частичпо переходит в плазменную волну. Другими словами, как
раз в этом случае нельзя игнорировать возможность появления

4яе2./У л
плазменных волн в связи с тем, что в точке е — 1 — ——;- = О

(поглощением пренебрегаем) частота волны ш как раз равна частоте

плазменных колебаний ю0 — 1/ . Уже поэтому можно

думать, что характерное поведение вертикальной компоненты Ег
в окрестности точки 8 = 0 связано с резонансными свойствами
плазмы. Функция, изображающая зависимость |#2|2 от 2,
представляет собой при этом своего рода резонансную кривую (см.
рис. 20,1, б и 20,2), которая вблизи максимума (е = 0, 2 = 0)

имеет вид | Е^ = 7!мМ <см' B0'19»-
(а*)*+(^)

Физически появление плазменных волн в результате падения
на слой из вакуума поперечных волн объясняется очень просто.
В неоднородной среде в общем случае падающая волна не остается
чисто поперечной, так как для плоскослоистой среды (см. A9,19))

Е -^1
цуЕ= -**2^= _^_ . B0,30)

Очевидно, Й1У Е ф 0 как раз для рассматриваемого здесь случая,
поскольку при нормальном падении или для волны с вектором Е,
перпендикулярным к плоскости падения, Ег = 0 и (Ну Е = 0.
Далее, в пла-зме йгу Е ~ 4яр', где р' = еАN и АN — отклонение
электронной концентрации от равновесного значения (движение

ионов не учитываем). При Ег Ф 0 и -т- Ф 0 в волне происходит,

следовательно, появление зарядов р', и при е = 0 плотность этих
зарядов колеблется с плазменной частотой со0. Таким образом,
падающая на слой волна с Е г Ф 0 вызывает плазменные
колебания, амплитуда которых растет по мере приближения к
резонансной точке 8 = 0. Эти локальные колебания не являются при этом
независимыми, поскольку всякое изменение плотности электронов
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в одном из участков среды при учете теплового движения
передается соседнему участку, что приводит к появлению плазменных
волн, уносящих с собой некоторую долю энергии стоячей
электромагнитной волны. В конечном итого при учете диссипации
(соударений) энергия, связанная с плазменными волнами, идет на
нагревание плазмы.

Таким образом, при достаточно общей постановке задачи нужно
учитывать возможность возникновения плазменных волн, что

приводит к устранению особенности решения и конечному
значению поля в резопансной точке [206—208]. Соответствующий
анализ в первом приближении можно провести, используя
квазигидродинамический метод, о котором была речь в §§8, 13. Для
удобства выпишем здесь еще раз исходную систему уравнений
с учетом соударений

тМг-\-тМ\3ффГ: -xТVN-\-еNЕ, -^- + (Ну7Уг = 0,
то1Н=1 — (Е~\-ЛлР'), Р' = еМг, )' = .7 + иоР = йвР',

<Иу(Я+4яР') = 0, Г0ЦВ = Я", <ИуД = 0.

B0,31)

В нулевом приближении (при отсутствии волн) %ТУН0 = еШ0Е^,
где ТУо (г) — распределение электронной концентраций с высотой.
Положим теперь N = И0 + ./V' и Е = Е0 + Е', где Ы' и Е' —
малые величины, меняющиеся по закону е{м'. Тогда в линейном
приближении получаем (индекс 0 у 7У0 и штрих у Е' опускаем, тЛ|е.
ниже N0 = N ж Е' — Е; кроме того, 5

Р'
еу.Т

¦УЛ"
еЩ

ты2 A —18) 'л' тш2 A — 1$)

еЛ"-олуР'--=0, (НуР':

Е

Уэфф/и):

~тсо2A —18) N '

Ы

или в условиях, когда все величины не зависят от х:

е2;У
к ¦Ех,

хТ Гд*ЕУ , д*Ег

та2 A — (.5)

Р' = кТ ( —^
у 4лта»2 A _ 15) ^ ду*

4лтш2 A —18) \ду дг

ду дг

д2Е
дг2

еЩ

та2 A —18)

еШ
тсо2 A —18)

=ЙГЯ»«

Ег-

Аг ГдЕу дЕг
 ятш2A —18) N V ду дг

B0,32)
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Уравнение гоШ — 1— (Е-\-АлР') при "у. гдх ¦ 0 дает:

дН7 дН„

ду дг
B0,33)

Для волиы с вектором Е, перпендикулярным к плоскости
падения (Ех ф0, Еу = Ег ¦-- 0, IIх = 0, Ну Ф 0, IIг Ф 0), учет
электронного давления, как ясно из B0,32), ничего не меняет. Для
интересующей же нас волны с Нхф0, НУ = Нг^~0, Ех---0,
Еуф0, Егф0 из B0,32), B0,33) и уравнения поля ю\,Е~

Н получаем:

ко гг дЕ, дЕ,

ду дъ

ьи. , со Г г'Е, Рт2 д*Е„ дч:г

ду дт, дг°-

Рт о?е'
Лт.

7Г*1" -8')

дЕ у

дНх
дг

где е' =~ 1

. (О ( ,т?

= 1-\еЕ
I

4ле2./У

у" »2 ^
д2А\,

ду

д*Ег

йЕг
дт. B0,34)

ду2 дудг.

¦ обычная диэлектрическая проницаемость /гасо2 A —18)
плазмы и Рт--—„.- ¦ _ . ( при $ < 1, как это будет предпола-

¦х.Т
тс2 A —18) V

гаться, можно положить р*г »рг:

При рг ->- 0 система B0,34) эквивалентна исследованной ранее
системе A9,2). Поскольку в нерелятивистской плазме §\ < 1
(например, в земной ионосфере р|- ~ 10~7) учет теплового
движения (т. е. пространственной дисперсии) может быть существен
лишь в исключительных случаях. К их числу и относится задача
об особенности поля в точке е = 0.

Будем искать решение системы уравнений B0,34) в виде
(а0 = 5И1 0О):

со

—г — аоу

¦¦Рх(г)е ' <*"", Еу-=Ру{г)е~
аог/

Тогда, исключая Ру(%), получаем систему двух связанных между
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собой уравнений второго порядка для С и Рг

№ ~ г'-аЩ. ' йг с/г + с2 ^е ао)<* —
аоРг <?е'/</г ^г

е' — а\Щ 1-е' г/г ' B0,35)
52 с!2?г , е'Рг <*е'/<*2 й/"г , СО2Р2 " ' г | г./ не /«-а ил 2 I ш /„/ „202 \ I?

Г^гТ+е-П^р2;-Тг^г^Г + 7г(е -а0рг)Л
оз2 Г , аоРг с/е'/Л: </С

хо С2 "^ е'-а§Р|," 1-е' йг '

где отброшены члены порядка |3г по сравнению с членами порядка
единицы.

При рг = 0 первое из этих уравнений переходит, конечно,
в уравнение B0,1); заметим, что точность рассмотрения повышается
при замене $т на 30г (см. § 8).

Учет теплового движения электронов приводит, таким
образом, к уравнениям более высокого порядка. Решения системы
B0.35) описывают нормальные волны двух типов, которые только
в некоторых частных случаях или вне области, где величина 8
мала, дают возможность представлять волновое поле в виде
суперпозиции электромагнитных и плазменных волн. Так, при
а0 = зт 60 = 0 (нормальное падение) система B0,35) распадается
на два независимых уравнения. Первое из этих уравнений
совпадает с уравнением B0,1) с а0 = 0, и его решения описывают
электромагнитные волны. Второе же из уравнений B0,35)
переходит при этом в уравнение для плазменных волн в
квазигидродинамическом приближении:

с/к'

<11Р2 , Aг с!Рг , со2 е' (г) г __ п .„„ „„.

Для однородной среды без поглощения (при г'—в) отсюда,
в согласии с (8,16), получаем для показателя преломления
плазменных волн п3 выражение

!_^А ..о

Щ, У.Т

В случае наклонного падения (а0 Ф 0) разделение поля на
электромагнитные и плазменные волны, строго говоря, невозможно.
Поэтому, если выбрать нормальное решение, которое в области
22 в. Л. Гинзбург
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отрицательных е (г) затухает, то ниже некоторой точки
«взаимодействия», где е'= Рт«о' асимптотическое поведение этого
решения будет представлять электромагнитные (падающую и
отраженную) и плазменную (отраженную) волны.

Легко убедиться в том, что если г (г) не имеет особых точек
и рт ^ 0, то решения системы B0,35) в интересующей нас области
будут аналитическими функциями. Особенность же решения
в точке, где е' (г) = 0, появляется только при стремлении к нулю
малого параметра Рг, стоящего при старшей производной в
эквивалентном системе B0,35) уравнении четвертого порядка.

Таким образом, учет теплового движения электронов
действительно приводит к устранению особенностей электромагнитного
поля. Как уже отмечалось, это связано с тем, что падающая на слой
электромагнитная волна в резонансной области вызывает
плазменную волну, энергия которой затем при учете соударений
переходит в энергию теплового движения электронов. Такой механизм
диссипации энергии естественно приводит к конечному значению

плотности энергии в резонансной области *).
Если величина а0 = зт 0О не мала, то взаимодействие между

электромагнитной и плазменной волнами незначительно. Решая
систему уравнений B0,35) методом последовательных
приближений, можно при этом показать, что значение Е2 в резонансной
точке по порядку величины равно **)

р I . «о I 6 @. «о) I „_ <в __

\ Р

йг

йг B0,36а)

К этому результату можно прийти также при помощи
следующих простых рассуждений, которыми мы здесь и ограничимся.
Напишем уравнение движения электронов под действием ком-

*) Примененный квазигидродинамический метод, разумеется, не может
иметь строго количественного значения. Имеются, однако, основания
полагать, что, по крайней мере, в изотропной плазме этот метод позволяет
правильно описать качественную сторону дела и приводит к формулам,
правильным с точностью до множителей порядка единицы. Вместе с тем задача
об особенности поля в точке е — 0 несомненно должна быть исследована
также методом кинетического уравнения.

**) Формула B0,36а) получена при условии « = ¦ < ( — ) ; в
противном случае приближение геометрической оптики не нарушается, н
значение поля в резонансной точке определяется не переходом
электромагнитных волн в плазменные, а обычным поглощением. Кроме того,

выражение B0,36а) справедливо лишь, если выполпяется неравенство я > ( Ю- )
V .. \ Р У

которое используется для нахождения фундаментальной системы решений
уравнений B0,35); подробнее об этом см. [207а].
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поненты Ег при учете и соударений, и градиента давления:

— ш^тг + туэффАТтг =-- еКЕг — кТ-^-; B0,37)

здесь движение для простоты сразу предполагается

гармоническим и, очевидно, г = - смещение электрона. Если учесть,

кроме того, уравнение непрерывности

-^—\-(^1xN^ = 0

и положить -г—« АТУ',-г;—= гсл/У', (Ну ./V»* л; ко&Л'У, где Лг' —

малое отклонение концентрации электронов N от равновесного
1

значения, а -г-— некоторый размер, характеризующий волновое

поле, то уравнение B0,37) можно записать в виде:

— со2УУтег + гс^эффЛ^тг = еНЕг — хТШг. B0,38)

Заметим, что в B0,38) отображен член —иТкаМг,
возникающий, если учесть уравнение нулевого приближения еК0Е0, г =

= хТ -г-2- = хГаЛ^о! это законно при к > а (в B0,38), как и в B0,32)

и некоторых других формулах/V = /У0 и Ег = Е'г).
Из уравнения B0,38) ясно, что учет градиента давления (член

хГ/с2Л>) родствен учету соударений (член гст>Эфф?п./Уг).
Следовательно, можно думать, что для учета градиента давления (т. е.
плазменных волн) в пренебрежении соударениями нужно в
полученной ранее при учете соударений формуле

| Ег | _ «о IС @, «о) B0,39)а0

аг

|С@,
V

¦ н-

<*о)

эфф
со

^эфф кТ ,, тт 1
заменить на %-кг. Что касается характерного размера -г- ,

то в качестве пего естественно выбрать расстояние Аг, на

котором величина | Е212 уменьшается, скажем, в два раза. Очевидно,
а хТ

такое уменьшение будет иметь место, если аАг~-т-~ %-к2

см. B0,19), где величина —— заменена на 2 к2 ) . Отсюда
/ та 2а ЛУз

и значение поля 2?г в резонансной точке 2 = 0 по порядку

22*
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($Г '
что полностью совпадает с B0,36а).

Таким образом, влияние плазменных волн в нашей задаче
можно сравнить с аналогичным влиянием поглощения, если
ввести некоторое эквивалентное число соударений

Для Я-слоя фт ~ 2-Ю-4, а = 10"", ^0 = 100 м) чзкв ~ 103, для
/'-слоя (Рг — 2 ч- 4-Ю , Я0 = 30 ж) уэкв — 4-Ю2 (при а = 10 )
и гЭкв ~ 2-Ю3 (при а = Ю-0).

Из этих цифр видно, что учет влияния плазменных волн в
некоторых случаях (а ~ 10~6) мог бы быть столь же существен, как
и учет соударений (при уафф ~ 103). Однако в условиях ионосферы,
даже если отвлечься от влияния земного магнитного поля (см.
§ 27), поглощение все же играло бы доминирующую роль.

Обсуждаемый эффект взаимодействия поперечной и плазменной
волн представляет, быть может, еще больший интерес при другой
постановке задачи. Именно, это взаимодействие приводит к
возможности трансформации в неоднородной среде плазменных
волн в электромагнитные. Последнее существенно, например,
в условиях солнечной короны [73, 77, 207. 208].

О взаимной трансформации и взаимодействии между
продольными и поперечными волнами в плазме. До сих пор речь шла
о регулярной трансформации волн. Если же в плазме имеются
достаточно мелкие хаотические неоднородности электронной
концентрации, то на этих неоднородностях рассеяние плазменных
волн с превращением их в электромагнитные и наоборот
происходит и вне области е ж 0. Механизм такого рассеяния состоит
в том, что под действием поля падающей волны (плазменной или
электромагнитной) рассматриваемая плазменная неоднородность
поляризуется, т. е. приобретает некоторый индуцированный
дипольный момент (предполагаем, что неоднородность мала по'
сравнению с длиной волны, так что высшие мультипольные моменты
несущественны). Такой, находящийся в плазме диполь излучает,
вообще говоря, и электромагнитные и плазменные волны.
Механизм трансформации плазменных волн в электромагнитные
в результате рассеяния, по имеющимся данным, играет важную
роль в солнечной короне (см. § 36 и [73, 77, 135]) и, вероятно, для
жвазаров (квазизвездных радиоисточников) и некоторых других
небольших по размерам источников космического радиоизлуче-

величины будет равно
„ , а0 1 С @, а0) 1

та2
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ния [213]. Возможно, что процесс рассеяния плазменных волн
с их превращением в электромагнитные представляет интерес
и в земной ионосфере. В этом случае, однако, большее значение
имеет рассеяние поперечных волн, и особенно волн, посланных
с Земли от мощного радиопередатчика. Возвращающиеся к земной
поверхности радиоволны, рассеянные на ионосферных неоднород-
ностях (в особенности на неоднородностях, обусловленных
существованием тепловых флуктуации в плазме), несут ценную
информацию об ионосфере, например об электронной и ионной
температуре ионосферной плазмы [53, 214—215]. <,

Вопрос о флуктуациях в равновесной и неравновесной плазме,
а также о рассеянии и трансформации на этих флуктуациях
электромагнитных волн различных типов в последние годы привлекает
к себе пристальное внимание. Этой проблеме поэтому посвящена
уже обширная литература (см. [3, 8, 73, 77, 86, 214, 215, 217]
и указанные там работы). Останавливаться в настоящей книге на
флуктуациях в плазме и рассеянии волн на флуктуациях мы
не будем (впрочем, еще несколько замечаний на этот счет будет
сделано в § 36).

С вопросом о трансформации волн в результате рассеяния тесно
связана общая проблема нелинейного взаимодействия между
волнами в плазме.

В линейном приближении, очевидно, различные волны (если
они являются «нормальными волнами», т. е. строгими решениями
волнового уравнения в линейной электродинамике) совершенно
независимы и никак не взаимодействуют. С учетом же
нелинейности, и пока эта нелинейность достаточно мала, происходят
взаимные трансформации (слияния, расщепления, преобразования)
волн, являющихся нормальными в линейном приближении.
Малость нелинейности здесь существенна потому, что при сильной
нелинейности нельзя, вообще говоря, рассматривать нормальные
волны, полученные в линейном приближении, даже в качестве
волн, так сказать, исходного или нулевого приближения и тем
самым пользоваться понятием о взаимной трансформации таких
волн.

Глубокую связь, существующую между рассеянием волн на
плазменных неоднородностях (в частности, тепловых
флуктуациях концентрации) и нелинейным взаимодействием между
волнами, поясним на примере распространения плазменной волны
в плазме, являющейся однородной и изотропной (при отсутствии
флуктуации и других волн). Если такая плазма равновесна и в ней
нет никаких волн внешнего происхождения, кроме
рассматриваемой («падающей») волны, то неоднородности в плазме возникают
только в результате действия самой падающей волны и тепловых
флуктуации (в основном существенны флуктуации концентраций
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электронов и ионов — их только и имеем в виду). Флуктуацион-
ные изменения концентраций малы, и их можно представить
в виде совокупности всех волн, могущих распространяться
в плазме и приводящих к изменению концентраций *).
Поперечные волны, в которых (Пу Е = 4яр' — ^е (Ы — N1) = 0, к числу
последних не относятся. Остаются, таким образом, плазменные
и акустические волны (см. § 8). Итак, рассеяние «падающей»
волны на тепловых флуктуациях в рассматриваемой плазме
сводится к ее рассеянию на флуктуациопных плазменных и
акустических волнах; в результате рассеяния появляются волны всех типов,

в частности поперечные (электромагнитные) волны. Здесь мы, таким
"брлзом, описали тот же процесс трансформации волн, о котором
шла речь в начале настоящего раздела.

Пусть теперь в плазме помимо «падающей» волны 1
распространяется также какая-то другая плазменная волна 2, скажем,
созданная пронизывающим плазму пучком электронов. Поскольку
в волне 2 электронная концентрация изменяется, ясно, что волна 1
будет рассеиваться на волне 2, подобно тому как она рассеивается
на плазменных волнах флуктуационного происхождения. При
этом, если амплитуда волны 2 поддерживается постоянной
«внешним источником» (пучком частиц и т. п.), то пет никакой
принципиальной разницы между обеими упомянутыми случаями. Если
же, однако, амплитуду волны 2 нельзя считать заданной, а она
зависит от амплитуды волны 1, то мы имеем уже типичный случай
нелинейного взаимодействия двух волн, причем возможно
образование и других волн разных типов. Таким образом, при
рассеянии речь идет, можно сказать, о трансформации падающей волны
на заданных неоднородностях (волнах). При учете же действия
падающей волны на рассеивающие ее волны (неоднородности),
а также обратного действия рассеивающих волн на падающую
задача нелинейна, и в частности, мы имеем дело с нелинейной
трансформацией волн.

К этому нужно добавить, что процесс рассеяния волн в
равновесной плазме не сводится только к описанному рассеянию волны
на флуктуационных неоднородностях диэлектрической
проницаемости, обусловленных флуктуациями концентраций. Существен
и другой процесс, связанный с тем, что падающая плазменная
волна сама, очевидно, создает неоднородную концентрацию

зарядов ( р' = —— , где Е — поле в волне ) . Поэтому электроны
плазмы движутся в неоднородной среде, а это даже при равномер-

*) Формально, такие представления всегда можно применять, но они
плодотворны лишь, когда речь идет о достаточно больших неоднородностях,
которым отвечают не слишком короткие волны, например волны с длиной
Я > N^^1 где N — электронная концентрация.
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ном движении с небольшой скоростью приводит к излучению (мы
имеем здесь дело с одним из видов так называемого переходного
излучения).. Образующиеся волны по сути дела можно считать
рассеянными (они порождены падающей волной), и они являются
продуктом нелинейного эффекта (в линейной электродинамике не
учитывается воздействие волны на саму среду, что в данном
случае было решающим).

Из сказанного ясно, что задача о рассеянии волн в плазме
может, в широком плане, считаться частным случаем общей
проблемы распространения волн с учетом нелинейных эффектов.
Некоторые из этих эффектов будут рассмотрены в гл. VIII, однако
в основном для плазмы со столкновениями, но не для бесстолкно-
вительной плазмы. Нелинейные эффекты и трансформация волн
в бесстолкновительной плазме в гл. VIII лишь затронуты;, они
довольно подробно рассмотрены в книге [86] (как в [86], так
и в гл. VIII указана также соответствующая оригинальная
литература).

Сделаем здесь еще одно замечание в связи с тем, что мы
употребляли выше термин «взаимодействие» в применении к
трансформации поперечных волн в плазменные и наоборот, при их
распространении в. неоднородной среде. Во избежание недоразумений
необходимо подчеркнуть, что речь при этом, конечно, идет не о
взаимодействии, обусловленном нелинейностью плазмы, а совсем
о другом понятии.

Нормальные волны в неоднородной среде (плазме) близки к
нормальным волнам в однородной среде, вообще говоря, только в
приближении геометрической оптики. В тех же случаях, когда это
приближение неприменимо, распространение волн в неоднородной
среде существенно отличается от имеющего место в однородной
или квазиоднородной среде. Это отличие при соответствующей
постановке задачи может быть связано или дажесведено к
взаимодействию волн, которые являются нормальными в областях, где
справедливо приближение геометрической оптики. Именно о таком
«взаимодействии» и была речь выше в случае изотропной
неоднородной плазмы в условиях, когда электромагнитные (поперечные)
и плазменные (продольные) волны являются практически
нормальными везде вне непосредственной окрестности точки 8 (со, т) = 0.
Вблизи же этой точки для волны с ЕгФ 0 дивергенция (Ну Е
отлична от нуля и возрастает с уменьшением е (см. B0,30)); в то
же время частота падающей волны со ж со0 и даже приближенное
разделение волн на поперечные и продольные может здесь

оказаться совершенно недопустимым. Но при рассмотрении волн
вдали от точки е (©, г) = 0 существование области
неприменимости геометрикооптического приближения эквивалентно тому,
как если бы вблизи точки е = 0 (в «области взаимодействия»)
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нормальные волны разных типов взаимодействовали друг с другом.
В этом смысле, например, появление отражения от слоя при
нормальном падении также можно считать результатом
«взаимодействия» волн, бегущих в противоположных направлениях, в районе
«точки отражения» е = 0. С понимаемым в указанном смысле
взаимодействием волн в неоднородной среде нам придется еще
столкнуться в гл. V для случая неоднородной магнитоактивной
плазмы.

§ 21. Распространение импульсов (сигналов)

Фурье-представление поля импульса. До сих пор речь шла
о распространении и отражении монохроматических волн. Между
тем, как известно, на практике часто приходится иметь дело

с импульсами (сигналами), представляющими собой некоторую
группу волн. В линейной теории для рассмотрения этого случая
нужно разложить волновое поле в интеграл Фурье и провести его
исследование. Задачу при этом можно сформулировать
несколькими различными способами: рассматривать распространение
трехмерного импульса или, считая импульс одномерным,
интересоваться формой импульса по прохождении заданного пути, в точке
отражения и т. д. Возникают также вопросы об учете анизотропии
среды и поглощения, характере расплывания импульса в

зависимости от различных параметров и др.

В настоящем параграфе рассматривается только одна задача —
распространение импульса без поглощения, характеризуемое
некоторой фазой ф (со). Конкретно можно иметь в виду, например,
отражение плоской волны от плазменного (ионосферного) слоя,
хотя полученные результаты имеют более общее значение.
Влияние поглощения и учет анизотропии будут обсуждены в §§ 22, 24.

Представим падающую плоскую волну в начале слоя в виде:

Яо@= ^ *(а>)е'ш'Жо, B1,1)
— оо

где по теореме Фурье
-}-оо

г N=4 $ ЕаA)г-МйЬ B1,2)
— оо

В случае монохроматической волны с частотой со0 имеем Е0 = е1щ(

и § (со) — б (со — со0), где б — дельта-функция Г \ б (со — со0) ^@ --1 >
— оо

б (со — со0) == 0 при со Ф со0 ) .
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Для квазимонохроматической группы волн, по определению,
функция д (со) является весьма «острой», существенно отличной от
нуля лишь в небольшой области частот вблизи несущей частоты
сигнала со0; другими словами, спектральная ширина сигнала Дсо
в этом случае удовлетворяет неравенству

Асо < со0. B1,3)

Поле Е0 (I) в случае квазимопохроматической группы удобно
представить в виде:

Е0A) = ЛA)е*«»1, B1,4)

где А (I) — медленно меняющаяся функция ( (за исключением
отдельных точек, где А (I) может меняться быстро). В
простейшем случае «оборванной синусоиды»:

А A)^1 при — !-<:(<.— , )
т т \ <21'5>

А(()=0 при *>— и *< — -у, ]
т т

т. е. Е0 — еш°' в интервале ~ "т < * < ~о" и ^о = О вне этого

интервала. Из B1,2) сразу находим § (со) для поля B1,4) —B1,5):

Т 81П(С0 —С00)-р-
#(<й)= ; г^". B1,6)а х > я (со — со0) \ ' /

В этом случае, очевидно, Асо—¦-=-, и неравенство B1,3)

выполнено, если на интервале Т укладывается много периодов Т0 ¦¦--

= — , т. е. если Т > Т0.
со0

После отражения импульса от слоя или, более общо, после
прохождения им какого-то пути, поле можно представить в виде:

+°°

ЕA)= [ В (со) § (со) е^'-чХ"») 0®, B1,7)
— оо

где Н (со) = | К (со) | и ср (со) — соответственно амплитудный
коэффициент отражения (фактор ослабления амплитуды) и сдвиг
фаз для монохроматической волны с частотой со.

В B1,1) и B1,7) явно указана лишь зависимость поля от I,
так как волны предполагаются плоскими, зависящими, помимо I,
лишь от одной координаты, например координаты г. При этом
в каждой точке 2 можно ставить вопрос о временной форме
импульса, что мы и делаем. Разумеется, аналогичным образом
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можно при данном I интересоваться пространственной формой
импульса, т. е. зависимостью Е от 2.

Линейность уравнений поля в B1,7) уже используется, так
как волны с разными частотами предполагаются

распространяющимися независимо друг от друга (Н (со) и ср (со) в B1,7) не
зависят от характера импульса).

Согласно B1,1) — B1,2) и B1,4) поля Е0 и Е можно записать
в виде:

Е0{1)г * \ \ Л(п)е'К^-и>ч+и'Ы«>б*т1, B1,8)
— оо — оо

Ц-оо -^оо

ЕA) = ~[ [ Л(тОе'К^-ш>ч-ш'-*<шНД(ю)йа>йт|. B1,9)
— оо —оо

При отсутствии поглощения и полном отражении /?(со) = 1;
это равенство будет ниже предполагаться имеющим место, если
не оговорено противное.

Распространение квазимонохроматического импульса без
учета его распльшания. Для квазимонохроматического импульса
(группы) в первом приближении

Ф(<о) = ф((о0)-1-ф'(«>о)Й. B1 ДО)
где

и

&^ со —со0.
В этом приближении

+ 0О

ЕA) = : е*(ш<>'-Ф(юо)) 1 С^ А (т)) е*н[<-т1-<Р'«»о)] д.г\йа>^ ¦¦
•—оо

= Л([ — ф'(со0)) ^шо<-ф«оо>], B1,11) -

так как согласно B1,8) и B1,4)
-,-оо

-2-\\л (т)) е^-ъ) (Ц\ сШ = Л (I).
— оо

Следует заметить, что фаза ф (со) непосредственно определена
лишь для положительные значений со. По самому своему смыслу
фаза ф входит всегда в комбинации I [ | со | I — ф (| со|)], и,
следовательно, при со < 0 в интеграле B1,9) и аналогичных нужно
вместо г [со/ — ф (со)] писать выражение г [ | со | < — ф(|со|)] =
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--= —г [со^ -)- ф (| со |) ]. Поэтому при работе с интегралами
типа B1,11) следует соблюдать известную осторожность (см.
в этой связи, например, [218]). В нашем случае, когда функция
# (со) имеет острый максимум в точке Й = 0 (т. е. при со — со0),
никаких осложнений не возникает, так как область
отрицательных значений со не играет роли; действительно, при со — 0
частота будет й = — со0, причем со0 > Асо и, таким образом, в
интеграле B1,11) замена нижнего предела с — оо на — со0
несущественна.

Полученный результат B1,11), как ясно из сравнения его
с B1,4), означает, что в первом приближении B1,10) импульс
не меняет своей формы (как функция от I), но в результате
отражения и прохождения через слой фаза волны изменилась на ср (соо)>
а весь импульс как целое запаздывает во времени на «время

группового запаздывания» *):

Д'гр A (О у (о=(о0 ф' М-

Можно ввести также «время фазового запаздывания» Д/ф,
равно (см. B1,11)):

М, Ф' ф(<0р)

B1,12)

которое

B1,13)

Вместо времен А(тр и А1ф часто используются длины
группового и оптического пути, соответственно равные

Ьтр = сМгр, Ьф = Ь0 = сМф. B1,14)

Групповой путь Ьур равен, очевидно, расстоянию, проходимому
группой за время А^гр, если бы она двигалась со скоростью света
в вакууме. Аналогичный смысл (с заменой Д*гр на Д<ф) имеет
оптический путь Ь0.

Фазовая и групповая скорости волн. Для того чтобы связать
времена Д^гр и Д^ф с групповой и фазовой скоростями, как это
обычно делается, рассмотрим распространение импульса в
однородной изотропной среде. При этом под ср будем понимать сдвиг
фаз при прохождении пути 2, т. е. Е0 B) в этом случае есть поле
при 2 = 0 и Е B) — поле в точке 2. Тогда ср = — ге(со) 2 (см.
G,6)), и в приближении B1,10), согласно B1,11), имеем:

ЕA)-А I-
¦п (со)

Aа> ' Шо

гГшо'— СООП(Ц>оJ 1
B1,15)

*) Это означает следующее: если падающий импульс появляется в
выбранной точке наблюдения в момент I = 0 и при I < 0 поле Ев (I) — 0, то
отраженный импульс в рассмотренном приближении появится в той же
точке в момент I = ср' (ы0), а до этого момента Е (I) — 0.
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Отсюда видно, что фаза распространяется с фазовой скоростью

РфЫ = -п- = -г-т=ГтГ) . B1-16)ФЧ "' Мф п(со0) \ А/шо \ > /

где к — — п (со) — абсолютное значение волнового вектора.

Весь же импульс как целое распространяется без искажений
с групповой скоростью
. . 2 С С /ЙШ"\

1У I -г-(вт<(й)) I п(в>„)-\~ап1 —— I ч '

B1,17)
"Р №<»»<»»].„ "<и°> + Ч^)Шо

Заметим, что если га2 определяется формулой C,5), т. е.
, - АлеЩ
п2 = 1 5- >

ТО

угр=сга B1,18)

и, таким обра'зом, угрУф=с2.
с2&2 со2

Кстати, зависимость п2 = —^ = 1 \ характерна не только
для плазмы, но имеет место и в ряде других случаев, например

в простых волноводах (смысл величины со0 ПРИ этом, конечно,
совсем другой; кроме того, в теории волноводов обычно не пишут

выражения для п, а ограничиваются рассмотрением
эквивалентного выражения со2= Шц + с2/с2). Большинство результатов
настоящего и ряда других параграфов справедливо безотносительно
к виду функции га (со). В тех же случаях, когда используется

выражение п*—\ \, полученные результаты, как сказано,

могут применяться не только в случае плазмы, но и, например,
в теории волноводов.

В однородной среде

^гр

1о =

сг Л (юге)
: = —^—'-г —
угр асо
С2

— — пг,
»Ф

Л (со/,0) т 1 ЛЬа

' ' B1,19)

где 2 — проходимое группой расстояние.
Поскольку в ионосфере (при пренебрежении влиянием

магнитного пол*) всегда га2 <; 1, ясно, что ь>ф > с и ь>гр < с. Таким
образом, сигналы распространяются со скоростью (групповой
скоростью), меньшей скорости света, как это и должно быть в
согласии с теорией относительности. Вместе с тем групповая
скорость угр, определяемая формулой B1,17), при некоторых зави-
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симостях п от (о может быть и больше скорости света в вакууме с.

Например, в области аномальной дисперсии у-<0 и при п -\-

-\- со-т-<;1 скорость 1>гр > с. Однако в подобных случаях мы

имеем дело не с распространением сигналов со скоростью,
большей с, а неприменимо само используемое понятие групповой
скорости. Дело в том, что, как явствует из приведенных выше
вычислений, формулы B1,11), B1,12) и B1,17) получены, если
представить фазу ф в виде выражения B1,10), которое носит характер
первого приближения (разложение ф (со) в ряд Тейлора с
точностью до линейного члена относительно со — со0 = й). Только
при подобном ограничении членом порядка О в разложении фазы
в ряд импульс распространяется в диспергирующей среде без
изменения своей формы. При учете же высших степеней B форма
импульса меняется — он расплывается, и понятие групповой
скорости становится без дальнейшего не вполне определенным.

Введенное понятие групповой скорости, вообще говоря,
неприменимо также при наличии поглощения, если только зависимость
Я от со не может считаться пренебрежимо малой в пределах
спектральной ширины сигнала. В области аномальной дисперсии
пренебречь зависимостью Л от со как раз и нельзя, поскольку
поглощение сильно зависит от частоты. Таким образом, в
области аномальной дисперсии форма сигнала в процессе его
распространения заметно изменяется. В результате формула B1,17)
в этой области частот просто не имеет физического смысла (т. е.
не определяет скорости сигнала). Нужно заметить, что понятию
о скорости сигнала в некоторых случаях можно все же придать

известный смысл и при наличии поглощения, но, конечно, без
непосредственной связи с формулой B1,17). На этом вопросе
мы остановимся в § 22.

Расплывание импульсов. Распространение сигнала в
однородной, изотропной диспергирующей среде с учетом его искажения
(расплывания) было исследовано в работах [219], а также [105,
198, 220]. При этом было показано, что самый передний фронт
сигнала всегда распространяется со скоростью света в вакууме.
Этот результат вполне понятен, так как в спектральном
разложении сигнала конечной ширины присутствуют и сколь угодно
высокие частоты, для которых п -> 1 и г;гр -*- Рф ->• с. Однако
удельный вес этих высоких частот в случае длинного сигнала
совершенно ничтожен. Поэтому примыкающая к самому
переднему краю часть сигнала, так называемый «предвестник», обычно
имеет ничтожную интенсивность. Основной же интерес имеет та
часть сигнала, где его интенсивность значительна («основная
часть» или «тело» сигнала). В случае однородной среды характер
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изменения интенсивности сигнала исследован в уже упомянутых

работах [219], а для плазмы более детально в работе [221];
случай неоднородной среды и конкретно плазмы (ионосферы)
рассмотрен в [218, 222, 223].

Для вычисления изменения формы основной части
квазимонохроматического импульса при его распространении в
произвольной непоглощающей среде обычно достаточно дополнить
разложение фазы в ряд (см. B1,10)) еще одним членом, полагая

ФН=ф(в0)|ф'(Ио)Й + ^ф>Й1 B1,20)
Поле Е (I) принимает при этом вид (см. B1,9)):

Е{1) = ец^-^М 1 \\А(ц)ет1-^'(ао)]-^а2<1ц^ B1,21)
— ОО

Полагая здесь

Ф'(а + 11~ф.+ ф')а-яЕ«, B1,22)
т. е. заменяя реременную й на ?, и учитывая, что

— ОО

получаем:

, +» ,—— ш-<+ф')«

— ОО

п (Т) — *+ф'J Я«2
оаменяя теперь —'— „ т ' на —о—, имеем окончательно*):

+°° . я

#=±^[<^-ф(о>о)] С АA-ц>' (ш0) + "|/ яФ" (со0) и)ет "' Ли.
— ОО

B1,23)

Разумеется, если производная ф"(со0) достаточно мала, то
выражение B1,23), как это и должно быть, переходит в B1,11),

*) Для определенности считаем, что ф" > 0; если ер" < 0, то, меняя
при замене переменных знаки, приходим к тем же результатам, причем

вместо ~\/яц>" (йH) стоит ~\/л | ф" (ш0) |. Если же ф" = 0, то, разумеется,
для выяснения характера расплывания сигнала необходимо учитывать
следующие члены в разложении ф (ш) в ряд.
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поскольку
¦4-эо

•ц2 йи ---1 + 1.

Проведенные вычисления, однако, недостаточно корректны, так
как не учтена уже отмечавшаяся необходимость замены при
со<0 знака у фазы ср(|со|). Это обстоятельство несущественно,
если при интегрировании по й в B1,21) можно в хорошем
приближении заменить предел —оо на —м0. После подстановки
B1.22) эта замена приводит к появлению в выражении типа
B1.23) следующего интеграла по |:

1Р =
— *2

2 й\=-.

-|/^йо+ Л-1+Ф'

1 — 1

/^„. Л/Щ" (ш0)
где Р— интеграл Френеля:

и п и

Р(и)=[е~2и2Aи = С + 18, Р* = С-18=\ йи,

Р(СС):

С (и)',

о

14-1 ,. Р(-и) = -Р(и), Р@) = 0,
11 я
-5- + -— зш-^-и2 (при и > 1),
1 1

5 (и) ж -тг- соз4 ' 2 ли

2

Яи2 (при и > 1).

B1,24)

B1,25)

Точность приведенных выражений для С и 5, пригодных при

ы > 1, порядка 2 з ; поэтому уже при и > 3 приближенные

выражения справедливы с точностью За 1%.
Выше при переходе от B1,21) к B1,23) в выражении B1,24)

было положено Р* = Р*(сс) = —п—. Если этого не делать,

то в B1,23) вместо множителя 1 — I будет под знаком интеграла

стоять величина B1,24) с заменой ф на и, т. е. выраже-

-^+'•(/4С0П

Уяф"

Это выражение равно 1 — г, как
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это принято в B1,23), если

/Ф^о)^»!

[ГЛ. IV

B1,26)

и, кроме того, если в интеграле B1,23) существенны значения
и — щ, для которых (при щ > 0)

/Ф со0 > и0. B1,27)

Условия B1,26) и B1,27) можно заменить одним требованием,

чтобы величина Т/ — со0—и была велика во всей существенной

области интегрирования в B1,23).
При условиях B1,26) и B1,27) расплывание сигнала

определяется формулой B1,23), которая может быть конкретизирована
лишь при заданной функции АA), определяющей форму
падающего (первоначального) сигнала. В случае «оборванной
синусоиды», т. е. прямоугольного импульса B1,5), имеем:

Е{1\- \ — 1

1 —г

Г-0

Уф

е1[©о(-Ф(ио)] \ е 2 Ли =

|Д(*)| =

¦/лф"

г[и0г-ф((Оо)] [р ! Т~®

У2

\ \У.Чф"@)о)
т—е \ , „г |в

-Р
-е

Уяф" (ю0)

Уяф" («о) +^ У.-1ф" (йH)

B1,28)

Здесь ^ — интегралы Френеля B1,25) и

в = -2-И-ф'(ю0). B1,29)

Очевидно, 0 есть время, отсчитываемое от момента —9" + ф'(соо)>
т. е. от момента прихода сигнала в точку наблюдения без учета
его расплывания.

Если длительность сигнала

Т » УлФ" (шо), B1,30)

то интерес представляет искажение сигнала лишь в области
значений 6 < Т у точки 0 = 0 и в области Т — 0 < Т у точки
0 = 7", т. е. на краях сигнала. В этом случае для переднего
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края сигнала

|*<0| = ^ Р(оо)+Р

Л/г

Ущ" («о)
'* + ' .

Ущ" («о)

тЛсЛ/2 Ущ" (щ) 4Г+ИУщ" («о) + 4]' B1,31)

Для заднего края сигнала справедлива эта же формула, но с заме-

ной — 0 на 0! — время, отсчитываемое от момента -у + ф' {щ)
прихода в точку наблюдения заднего края нерасплывшегося
сигнала.

Выражение B1,31) хорошо известно, так как оно определяет
интенсивность волнового поля при дифракции Френеля у края
плоского экрана. График функции \Е(и)\, где

Т

6  "+* —<Р'(ю0)
и~ = , — ,

Уяф"(ш0) уяф"(и0)

приведен на рис. 21,1. Положение максимумов этой функции

отвечает значениям . -, равным 1,22; 2,35; 3,08; 3,67; 4,18
У яф" (ш0)

и т. д.; минимумы расположены в точках 1,87; 2,74; 3,39; 3,93;
4,42 и т. д. Значения IЕ I в максимумах и минимумах указаны на

рис. 21,1; отметим, что в первом максимуме при — - = 1,22
Уяф"

интенсивность \Е2\ равна 1,36 (интенсивность первоначального
сигнала принята равной единице). При 0 = 0, т. е. в момент,
когда без учета расшшвапия в точку наблюдения должен
прийти передний фронт сигнала и его амплитуда должна
измениться скачком от 0 до 1, согласно B1,31) амплитуда равна

|Я|-у. B1,32)
Время установления амплитуды сигнала определяется, как

ясно из B1,31), параметром

т0 = Утр" К). B1,33)

То обстоятельство, что время установления должно
определяться величиной ф"(а>0), ясно сразу; появление же в B1,33)
квадратного корня можно было предвидеть из соображений
размерности.

Точное определение времени установления может быть
произведено, если задать требуемую точность установления амплитуды.
23 В. Л. Гинзбург



354 ВОЛНЫ В НЕОДНОРОДНОЙ ИЗОТРОПНОЙ СРЕДЕ [ГЛ. IV

Например, интервал времени т между моментами, когда
амплитуда устанавливается с точностью до 5% при 0 > 0 и | Е\ =0,05
при 6 < 0, согласно рис. 21,1 равен х « 8т0.

Если условие B1,30) не выполнено, то нужно использовать
Т

формулу B1,28) и форма сигнала определяется параметром — =

— . Амплитуда сигнала | Е | после его отражения от слоя
У'яф* (Ш0)

:

0.05

1Ш

0.2

Щи

Н2

и

1.0

0,9

0,8

07

ол

0,5

1

0.1

0,3

0,2

0.1

и?

0,88

1.10

А/ 1 V
0,92

Ш-10В

\7\
-0.93-0,.

1,05

/V
ц0,95^

-4 -3 -г 2 3 4 5
в

и'уЬ?*/Щ

Рис. 21,1. Форма переднего края импульса, который до
прохождения среды был прямоугольным.

или вообще прохождения некоторого пути в среде представлена
на рис. 21,2 как функция переменной 6/т0 для значений 77т0,
равных 1, 3 и 5 (амплитуда падающего сигнала принята равной
единице; использована формула B1,28)).

Условие B1,26) применимости используемого выражения B1,28)
можно записать в виде (см. B1,33))

B1,20а)

В ионосфере, как ясно из оценок т0, приведенных в § 30, это
условие обычно хорошо соблюдается. Что касается
неравенства B1,27), то в случае B1,28) под щ можно понимать пределы
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если только они положительны.

Полагая для определенности |6| < Г, получаем условие B1,27)
в виде:

Ф*Ю°>о»Г. B1,27а)
1 1

При соблюдении неравенства B1,3), когда Т ~ ^ > — , усло-^
вия B1,27) и B1,27а) слабее условий B1,26) и B1,26а), которыми.

-з,о -г,о

Рис. 21,2. Форма отраженного сигнала при — =1, 3 и 5. Пунктиром
показана первоначальная форма импульса в том же масштабе.

поэтому можно ограничиться. Точнее, условие B1,27) имеет
в этом случае независимое значение лишь в областях, где Т—в > Т
или — 8 > Т; эти области соответствуют, очевидно, далеким
«предвестнику» и «хвосту» сигнала, где поле \Е\ ничтожно мало.

Величина ф", так же как сама фаза ф, тем больше, чем больше
проходимый сигналом путь. Поэтому условия B1,26а) и B1,27а)
имеют смысл требования, чтобы этот путь был достаточно велик.

При наличии поглощения, вообще говоря, необходимо
рассмотрение всего вопроса заново. Если, однако, как это иногда

23*
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имеет место, в области спектральной ширины сигнала амплитуда
волны с частотой со или коэффициент отражения К (со) меняется
мало, можно положить В (со) = Н (со0), и таким образом, все
полученные формулы остаются без изменения, конечно, за
исключением появления множителя К (оH). Вместе с тем не следует
забывать, что поглощение сказывается и на фазе ср (со), но в
проведенном общем рассмотрении это обстоятельство, разумеется,
несущественно.

Подчеркнем, что формула B1,28) и последующие, а также
рис. 21,1 и 21,2 относятся лишь к первоначальному (падающему)
сигналу вполне определенной формы — речь идет об «оборванной
синусоиде» B1,4) — B1,5). Поэтому, конечно, использование
соответствующих результатов очевидным образом ограничено.

Пределы применимости использованного приближения и более
точпые результаты. Полученные результаты ограничены также
в силу приближенного характера исходного соотношения B1,20),
в котором опущены члены, пропорциональные Я3, Я4 и т. д.

Условие применимости полученных результатов можно найти,
учитывая роль, которую играет в разложении типа B1,20) сле-

„ ф'" (й>п) Г>4
дующий член, равный ' — №.

Если не говорить о далеких «предвестнике» и «хвосте»
сигнала, в которых представлены волны с частотами, существенно
отличными от со0, то во всех интегралах важна область
изменения Я ~ Дсо, где А со — спектральная ширина сигнала. Поэтому

членом -- ^ ¦ Я3 можно пренебречь по сравнению с предыдущим
членом при условии, что

Ф'" (м0) Асо ф'" (со0) , ,,, ,й
. 3Ф"(«о) Ф^оТТ^1- {г1^>

Если, например, ср (со)- сопз1 со , где показатель т не слишком
велик, то неравенство B1,34) является следствием условия
квазимонохроматичности B1,3). Таким образом, нужно думать, что
для квазимонохроматических сигналов, т. е. когда

Т » 7'0, B1,3а)

в основной части сигнала пренебрежение членами,
пропорциональными Я3, Я1 и т. д., будет несущественно. Это утверждение

ф'" (Щ) Г>4
подтверждается количественной оценкой роли члена „ Ял,

которая может быть произведена путем проведения всего расчета
поля на основе разложения

ср (со) = ср (со0) -|- ср' (со0) Я + ^ Я* + -2^- Я3. B1,35)
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В этом случае вместо B1,28) для Е (I) получается
выражение [223]

3/

Е (I) =¦¦ 4—7=- е1[(оо(-(Р<м»)] \ 1^1 . г 1 +2~]/я О V \ ~[/щ" (ш0)О V V ~\/щ" (ш0) /.

— / »\
1/яш" Гш„) Л+ /Ч +Г__^_—]Ыу)Ду, B1,36)\ Уяф"(<й0) ''

где V (у) = \ сов (^-\-ху)йх — функция Эйри.
При ф'" (со0) = 0 выражение B1,36) переходит, как это и должно

+°° _
быть, в B1,28), так как \ V (у) йу = ]/" я . В приближении B1,35),

— оо

как ясно из B1,36), сигнал характеризуется, паюимо т0=]/ллф"((о0),
также параметром

Ф" ("о)

B1,37)
Ущ" (щ) '

В условиях, имеющих место при отражении радиоволн от ионо
сферы, Р »0,1 -Ь 0,3, и, как показывают расчеты [223], основан
ные на формуле B1,36), в основной части квазимонохроматических
сигналов точность формулы B1,28) не меньше нескольких
процентов. Применение этой формулы недопустимо практически лишь
для очень узких сигналов, для которых не выполнены усло-

вия B1,3) и B1,3а). Столь короткие импульсы с Т < Т0 =— =
(Од

- т- при распространении радиоволн в ионосфере обычно инте-
/о

реса не представляют (при радиозондировании ионосферы в
большинстве случаев Т ~ 10~4 сек при Т0 ~ 10~6 -г- 10~7 сек).
Впрочем, как можно показать на основе рассмотрения,
предпринятого в [221], и видно из дальнейшего, вблизи точек 0 = 0 и
0 = 7" формула B1,28) применима и в случае коротких
сигналов.

Общее исследование распространения коротких импульсов,
а также «предвестника» и «хвоста» любых импульсов представляет
значительные трудности. В случае однородного ионизированного
газа эта задача подробно рассмотрена в [221], где для
прямоугольного сигнала B1,4) — B1,5), прошедшего достаточно длинный
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путь, получено простое окончательное выражение:

\E(t,z)\=^\F(Ul)-F(u2)\,

га (со0) = у 1
4rte2/V

(21,38)

Здесь предполагается, что сигнал вышел из точки z = 0 в момент

t == —у (при z ==0 сигнал прямоугольный с длиной Т, т. е.

в точке z — 0 сигнал оканчивается при £ = у J ; формула (21,38)
справедлива только в том случае, когда сигнал прошел в среде

достаточно длинный путь, в результате чего выполняется неравенство
1 1\ г(1 — п)

гр
с \vTp с J

»?V (21,39)

Смысл этого неравенства состоит, очевидно, в требовании,
чтобы разность между временем tTp, необходимым для

прохождения пути z с групповой скоростью vTp — сп, и временем— ,

необходимым для этой цели переднему фронту («предвестнику»)
сигнала, движущемуся со скоростью света в вакууме с, была

2я
значительно больше периода колебаний Т0 = —. Кроме того,

предполагается, что t > у -| . Это условие означает, что
рассматривается лишь поле на достаточном расстоянии от

переднего фронта сигнала, распространяющегося со скоростью с
г Т / „

и достигающего точки z в момент ti — =- ( задний край

первоначального сигнала, если бы он двигался со скоростью с,

достиг бы точки z в момент t2 = \- у ) .
В рассматриваемом сейчас случае однородного

ионизированного газа

ф (щ) ■■ (j>0n (щ) z
с ф' К) 'гр_™(«о) И |ф"К)| =

Z 1-

с л3о)0
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Учитывая эти соотношения, из B1,38) можно видеть, что
/ Т 2 Т

вблизи точки I — 1гр п- = 2~ с точностью до членов по-
/¦ т \г

рядка М — ^гр + -2~) имеем:
Т

Уяф"(ш0) Уяф"(ш0)
т

Аналогично, разлагая иг в ряд вблизи точки I' = 1Гр-{--*>-, полу-
0 — Г Т

чаем и2 = —7==г, где 9 =• г — *гр +-тр.^/Яф" *
Подставляя в B1,38) полученные значения их и и2, мы видим,

что в данном случае формула B1,38) совпадает с
выражением B1,28). Для достаточно длинных сигналов этого, разумеется,
заранее следовало ожидать, так как формула B1,28) должна быть
применима и в частном случае однородной среды. Однако теперь
мы видим, что формула B1,28) вблизи точек 0=0 и 0 = Т,
по крайней мере в однородной плазме, применима и в случае
коротких сигналов (о чем мы уже упоминали). При
значительном удалении от точек 9 = 0 и 0 = Т, что для сильно
расплывающихся коротких сигналов представляет интерес, пользоваться
формулой B1,28) уже нельзя, но в случае однородного
ионизированного газа пригодна формула B1,38).

§ 22. Плотность энергии в диспергирующей среде.
Скорость сигналов в плазме при наличии поглощения

Введение. Для выяснения некоторых моментов нужно
получить выражение для плотности энергии в диспергирующей среде.

Плотность энергии электрического поля в изотропной среде
часто полагают равной

^ = -&Г = -8я-- B2,1)

В случае монохроматической волны Е= Е0з1па>01 это
выражение дает:

Ме = ъг К 81П2 щ1 = -^ Е\ A - соз 2а>00,1
B2,2)

8л 2 8я

где черта означает усреднение по времени.

Пусть теперь е (со0) <С 0, что для непоглощающего ионизиро-
4пе2УУ п

ванного газа, где е (со) = 1 ———, вполне возможно. В этом/ПО)'



360 ВОЛНЫ В НЕОДНОРОДНОЙ ИЗОТРОПНОЙ СРЕДЕ [ГЛ. IV

случае 1^Е<0, а №Е < 0. Но отрицательное значение
плотность электрической энергии принимать не может (мы не касаемся
здесь неравновесных, неустойчивых систем). При ю0 ->¦ 0 (в
статическом поле) это ясно из термодинамических соображений:
в состоянии термодинамического равновесия \УЕ есть плотность
свободной энергии (см., например, [И]), и в изотермическом
случае значение \УЕ будет минимально; если же ШЕ < 0, то
минимум отвечает значениям ]УЕ ->- — <х> и Е% ->- оо, что явно
не имеет места. Далее, при пренебрежении поглощением и
тепловым движением, чему соответствует приведенное выражение для
е (и), плотность энергии в среде есть сумма плотностей энергии

УУ-е = д- в вакууме и энергии, связанной с поляризацией среды.
В случае свободных зарядов (в плазме) эта последняя часть
энергии есть кинетическая энергия упорядоченного движения
зарядов, т. е. величина заведомо положительная. Отсюда ясно, что
в плазме при любой частоте и при отсутствии поглощения И;Е>0.
Итак, выражения B2,1) и B2,2) в общем случае не могут быть
справедливы.

Плотность энергии в непоглощающей диспергирующей среде.
Для выяснения поставленного вопроса обратимся к исходной
теореме Пойнтинга, выражающей закон сохранения энергии и
вытекающей из уравнений поля (см., например, [10—12], магнитная
проницаемость [г = 1):

Е 'дТ + Тл Л~вГ = ~дГ \ 4л ^ + "аГ"8я" =4л

с

~^Е—~б1ч[ЕЩ. B2,3)

Отсюда следует, по крайней мере при отсутствии поглощения
(т. е. при $Е = 0), что плотность электрической энергии равна

Ш

Е

"-ЕГ^-Ж-*-. B2'4)
Для монохроматической волны Е = Е0 зш со0г имеем 1) —

= е (оо0) Е и ЩЕ {I) = + сопвЬ. Входящую сюда произ-
1. »

вольную постоянную *) для монохроматической волны, которая
задана во всем интервале — оо <С I <; + оо, определить нельзя,
и поэтому в этом случае утверждение об отрицательном значении
И^е при е<0 не имеет смысла. Но на первый взгляд кажется,

*) Точнее, речь может идти о произвольной функции координат, не
зависящей от времени, которую можно было добавить еще к выражению B2,4).
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что вывод об отрицательности \УЕ справедлив и для
квазимонохроматической волны: достаточно считать, что волна не
монохроматическая, а квазимонохроматическая, и тогда при I ->¦ — оо
имеем Е (— оо) — 0 и плотность энергии поля равна \УЕ (— оо) =
---О, а значит, получающаяся аддитивная постоянная равна
нулю. Повлиять же на выражение для плотности энергии
переход от бесконечно длинного сигнала к конечному, но сколь
угодно длинному сигналу, казалось бы, не может; в результате
получается, что для квазимонохроматической волны при е < О
опять ШЕ < 0, а это как раз и не" может быть верно. Однако,
как мы сейчас покажем, для диспергирующей среды переход
от монохроматической волны к квазимонохроматической нужно
делать более тщательно, в результате чего сформулированный
парадокс разрешается.

Рассмотрим некоторое поле Е (I):
-{-оо оо

Е(!)— \ 8 {(*) е™Ч<д =\ [§((х>)еш+§*((>>) е-™1} й®, B2,5)
-00 О

где переход ко второму выражению связан с вещественностью

Е{1) (при рассмотрении энергетических соотношений удобно
использовать вещественное поле с самого начала). Очевидно,

оо

0A) = \ е (со) [§ (со) еш + §* (со) е~ш] йсо, B2,6)
о

где учтено, что е(со)--е( — со); этому последнему условию
функция е (со) удовлетворяет в самом общем случае*).

Общее выражение для плотности энергии получается теперь
в результате подстановки B2,5) и B2,6) в B2,4); оно имеет вид:

I оо

РРЕ=_1-Г Г С {^(со)^(со')гсое(©)в1«а+(в')Ч-к. с.}й(йд.а>'д,1 +
о о

* оо

+ Ш \ \ \ ^Н^М^Н^^' + к. с.}йсоЛо'е^, B2,7)
о о1

где к. с. означает комплексно сопряженное выражение.
Рассмотрим теперь случай квазимонохроматического

импульса, когда функция § (со) имеет острый максимум вблизи несущей

*) Равенства е (— со) — е (а>) и а (— ш) = а (м), из которых следует,
что е' (— со) — е' * (со), вытекают из требования, чтобы величины I) и $
были вещественными при любом вещественном Е (см. B2,5), B2,6) и
аналогичное выражение для 3).
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частоты со0. Полагая со = ю0 -+- й и ш' — со0 + й', можем

в первом приближении записать е (со) в виде е (ю0) + (т~ ) й-
Для достаточно узкого импульса членом, пропорциональным Й2,
действительно можно пренебречь; но членом, пропорциональным
й, пренебречь, как мы увидим, уже нельзя. Далее, в первом
из слагаемых в B2,7) появляются множители е2{а><>1 и е~ 24ш<>(,
и при усреднении по времени это слагаемое дает нуль (ср. B2,2)).
Второй член в B2,7) равен средней плотности энергии \УЕ и при
пренебрежении членами порядка й2 имеет вид (точнее, речь все
время идет только об усреднении за время, большее по
сравнению с 2я/(о0):

4 V

+
О -о

+ (е>о)+(-^H«о) О] е*СО-о'Х + к.с.}аОйа'Л; B2,8)
здесь нижние пределы интегрирования заменены на — оо, так

как фактически существенна лишь узкая область частот вблизи
частоты ю0 (квазимонохроматический импульс).

Легко видеть, что часть выражения B2,8), содержащая член
<о0е(а>0), равна нулю (в этом случае комплексно сопряженное
выражение равно выписанному выражению, взятому с обратным
знаком). В результате получим:

I + оо

X ^ 5 5 {»Оя(а>0 + 0)$*(ео0 + 0')г*(о-°'>' + к. с.}йй<К1'Л =
О -оо '

где индекс 0 у скобки означает, что производная берется при
<в = со0. Если используется комплексное поле Е—Е0еш, то Шк-=

Переход от первого выражения B2,9) ко второму сделан,
учитывая, что

о о
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(можно положить Е @) = 0, так как в начале процесса поля
не было, а выбор точки 1-=0 произволен); с другой стороны,

(

записывая 4п\Уе)= \ Е—^-сИ через интегралы Фурье, опираясь
о

на B2,5) и отделяя высокочастотную часть от постоянной во Вре-

мени, можно видеть, что выражение —^— равно как раз
интегралу, фигурирующему в B2,9) (вывод формулы B2,9) можно
найти также в [3, 12, 32, 191, 224-227]).

Выражение B2,9) показывает, что при наличии дисперсии
учет немонохроматичности существен: он приводит к замене е (со)

на е + со^_- " случае, когда 8 = 1 "-—^- , имеем:

^ = !+^ = 2-е- B2,10)
Выражение B2,10) всегда положительно, тем самым

парадоксальный результат, сформулированный в связи с
выражением B2,2), действительно ошибочен, и плотность энергии в
плазме без поглощения положительна, как это и должно быть.

Может возникнуть вопрос, а что же будет в непоглощающей

среде без дисперсии, но с е < 0; в этом случае производная -г-

роли не играет и \УЕ < 0. Ответ на этот вопрос состоит просто
в том, что подобная среда существовать не может, что
доказывается приведенным абсурдным результатом и получается,
конечно, автоматически при вычислении е для любых реально
существующих сред. Парадоксальность же вывода о том, что \УЕ •< 0
для квазимонохроматической волны, к которому можно было бы
прийти, если исходить из B2,2), состояла именно в том, что этот
вывод был справедлив и для реально существующей равновесной

среды с 8 = 1---^.
Можно показать, что для произвольной равновесной среды

-, > 0 и, таким образом, \УЕ>0. В соответствующем

доказательстве (см. [10], § 2.5 и [12], § 64) используется
предположение о равновесном характере среды в том отношении, что в такой
среде под действием поля тепло обязательно должно выделяться
(отсутствие поглощения нужно при этом понимать как предел
очень слабого поглощения электромагнитной энергии). Если же
среда неравновесна (например, неустойчива), то она под
действием поля может остывать, а не нагреваться. Поведение таких
сред с «отрицательным поглощением» может очень существенно
отличаться от более привычного поведения поглощающих сред
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(см., например, [129]). В частности, для неравновесной среды
вполне может оказаться, что <0и IV Е < 0 (см., например,

[228]). Неравновесные среды (в частности, неравновесная плазма)
в этой книге не рассматриваются. Мы не будем также сколько-
нибудь подробно останавливаться на энергетических соотношениях
для сред с пространственной дисперсией (см. [229, 230] и [10],
§ 3), но обсудим здесь вопрос об энергии поля в поглощающей среде.

Случай поглощающей среды. Приведенный вывод формулы
B2,9) остается в силе и при наличии поглощения, отсутствие
которого нами при выводе нигде не предполагалось. В этой связи
можно сформулировать еще один вопрос. Для плазмы при и2 <

•С ^эфф имеем е«1 ^— (см. C,11)), и при соответствующих
т\'эфф

значениях N и Vафф величина е может быть отрицательной, в то
же время дисперсия отсутствует, а значит, согласно B2,9) все
же №Е < 0.

В этом случае, однако, выражение B2,9) не имеет смысла
полной средней плотности энергии. Вообще нужно подчеркнуть, что
при наличии поглощения не представляется возможным в общем

• случае феноменологически ввести понятие о средней плотности
электромагнитной энергии. Формально это связано с тем, что
при наличии поглощения в выражении для закона сохранения энер-

(

гии B2,3) присутствуют два объемных члена: я7 ( т- \ ¦Е-ъг <11лг
о

+ о—^ = ^- AУЕ + №н) и $1$\ поэтому, особенно при
усреднении по времени, остается неясным, каким образом однозначно
разделить эту сумму на части, отвечающие изменению энергии и
диссипации (приведенный выше пример свидетельствует о
недопустимости при наличии поглощения выбрать в качестве полной средней
энергии по-прежнему величину №Е, определенную согласно B2,9)).

Более того, при наличии поглощения плотность энергии,
вообще говоря, не выражается через е и о и производные этих
величин по о. Тем самым однозначная, так сказать,
энергетическая интерпретация отдельных членов в законе сохранения B2,3)
вообще невозможна.

Для выяснения ситуации рассмотрим движение электронов
в плазме с помощью кинетического уравнения D,2). Тогда после

,, „. ту2 ,
умножения уравнения D,2) на —^- и интегрирования по аь легко
получить соотношение (подробнее см. [227])
д Гл„ , Я2 N е дП , ._ ,. С тц2 (• ту2 /с>г> лл\
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где кинетическая энергия

и принято во внимание, что для плазмы

•?" =  Г1Г & ~ Е) + *--е\»1 <*»• B2'12)
При получении выражения B2,11) учтено, что в силу B2,12),

причем при проведении интегрирования по частям использовано

естественное предположение о достаточно быстром убывании
функции /A,г,ь) при V—>оо. Отметим, что обозначение V,-,
фигурирующее в D,2), заменено в B2,11) на оператор оМу. Последний
член в B2,11) есть энергия, передаваемая в единицу времени
электронами тяжелым частицам.

В сочетании с теоремой Пойнтинга B2,3), из B2,11) имеем:

1?Л 8я +&?) =

= -6ы{^1ЕЩ+\^г1с1г}-1^8^. B2,13)
Выражение B2,13) имеет очевидный смысл закона сохранения

энергии, причем А ^= \ -~- V] аг есть поток энергии,

переносимый частицами. Как ясно из вывода, этот член в B2,11) и B2,13)
появляется только при учете члена гЧг] в кинетическом
уравнении D,2) и, таким образом, непосредственно связан с учетом
пространственной дисперсии. При пренебрежении же
пространственной дисперсией полный поток энергии равен потоку

электрической энергии — вектору Пойнтинга $ •¦- — [ЕН]. Можно

показать (см. [229—231] и [10], § 3), что при отсутствии
поглощения и использовании тензора Ец((й, к) среднее по времени
значение

^"-ЖТГ1^ <22'14>
где Е = Е0еш (см. также § 24; обратим внимание на то, что
в B2,11) и B2,13) 5 есть интеграл соударений, который ненужно
смешивать с обозначаемым той же буквой вектором Пойнтинга $).
При отсутствии поглощения (соударений) и неучете простран-



366 ВОЛНЫ В НЕОДНОРОДНОЙ ИЗОТРОПНОЙ СРЕДЕ [ГЛ. IV

ственной дисперсии закон сохранения энергии B2,13) принимает
вид

61 (-^8^- + ЗГ) = —&&ПЕЩ. B2,13а)
Кинетическая энергия плазмы, если отвлечься от равновесной

3

кинетической энергии частиц у хЫТ (ограничиваемся учетом
электронов), зависит от / и поля Е. С другой стороны,
проницаемость е (со) или в общем случае тензор гц (со, к) выражаются
через функцию распределения / (см. §§ 6 и 10). Поэтому априори
не исключена возможность выразить -тт- через такие величины,

как е, -г-, Ег и т. д. Действительно, легко показать [227], что

при отсутствии поглощения

Ж—^кНТ = ^{?-^---1\Ё2. B2,136)
Тем самым, как ясно из B2,13а) и B2,136),-д— + а%" = 1^ =

=ш^ё*~в*'чт0 совпадает с B2>9)-
При наличии соударений (поглощения), напротив,

кинетическая энергия, вообще говоря, не выражается через е, а, Е и
производные этих величин. Кроме того, в законе сохранения энергии
B2,13) фигурирует член, зависящий от интеграла соударений 5

член \ —у-8<1ь в B2,13)
определяет энергию, передаваемую эл&ктронами всем другим
частицам — молекулам и ионам; ясно, что этот член зависит от

состава плазмы ) . В силу сказанного при наличии поглощения нельзя,
вообще говоря, связать выражение \УЕ = г- Г -\—- ) Е% или
какое-либо другое аналогичное выражение, содержащее е, о и Е
и их производные, со средней кинетической энергией Ж. Такое
заключение станет еще более ясным, если напомнить свойства
дискретных электрических цепей, состоящих из элементов с
самоиндукцией Ь, емкостью С и сопротивлением Д. Известно, что
импеданс такой цепи 2 (со) = К + IX, играющий роль прони-

/ / \ / \' • 4яа (со)
цаемости е (со) = е (со) — г 1— , не определяет запаса энергии

и параметров цепи — при К ф 0 тл одном и том же значении X
эти параметры и запас энергии могут быть совершенно
различными (пример такой цепи приведен в [227] и в [10], § 3.1).
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Таким образом, при наличии соударений в плазме
энергетические вопросы нужно рассматривать на основе кинетического
уравнения и уравнений поля, а также вытекающих из них
законов сохранения B2,11) и B2,13). Свести же эту задачу к
вычислению е (со) и аналогичных величин, вообще говоря, нельзя.
Однако в некоторых частных случаях такое сведение все же
возможно. На соответствующем примере не лишено интереса
остановиться.

Плотность энергии для модели поглощающей плазмы.
Рассмотрим энергетические соотношения при использовании

уравнения для средней скорости электрона г:

й ' <Ч —5 ЬУ )
лтг -еЕ-^-т^щГ, К г,, + = егЕ-тхэффг\ B2,15)4.1 " ' •¦-¦афФ-7 Л1

где {/ — потенциальная энергия, отвечающая некоторой силе,
которая для свободных (плазменных) электронов равна нулю.
При Е — Е0соз (щ1 -\-ф) и V — О из B2,15) получаем (см.,
например, § 4):

Щ Е Е2 , лтё" С'л I *яе™ \ Е* 2-е Т*

~ _ тг* е*Е*
2т(<й1 + м*ь)

B2,16)

уэфф'

поскольку из B2,15) следуют выражения C,7) для е и о.
Очевидно, энергия \У'е всегда положительна в отличие от выражения

с которым она совпадает при уЭфф = 0. В этой связи на первый
взгляд представляется разумным считать \У'Е плотностью,
Зависящей от поля части энергии плазмы (см. [32], § 68 и [225,
226]). Сопоставление с результатом кинетического рассмотрения
показывает, однако, что использование уравнения B2,15) и
выражения B2,16) отвечает вполне определенному конкретному

предположению о виде интеграла \^—8в,ь. Именно, при
усреднении за время, большое по сравнению с —, должно соблюдаться

равенство [227]

тЛЧффг2= ^ ^8Лг. B2,17)
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Такое условие является по меньшей мере весьма частным, и его
использование для плазмы, вероятно, в большинстве случаев
не оправдано.

О плотности энергии в случае совокупности осцилляторов.
Если вместо плазмы мы имеем совокупность независимых

осцилляторов с собственными частотами со,-, то при использовании
уравнения B2,15)

4яе|Л>;

В'.~ * 2^ СО2-СО?@*-®3-1Шэфф1

ег.

л 8я ' ' *-1 (оJ — от2-4-ш^?, , . 8тг.

B2,18)

где N1 — концентрация осцилляторов с частотой со,, значением

"Уэфф — Vэффг^ зарядом е, и массой т, Г в B2,15) при этом ?/,=

Если нет поглощения, т. е. уЭфф, = О, то Щ'Е в B2,18)
выражается через е с помощью формулы B2,9). Однако при наличии
поглощения даже в такой простой осцилляторной модели Ш'Е
уже не выражается через е или г . Аналогичный факт, как уже
отмечалось выше, известен для электрических цепей
(двухполюсников), где роль е' играет импеданс 2,. Отсюда становится ясным,
что при наличии поглощения не только в плазме, но и в других
средах нельзя указать какое-то выражение для средней
плотности энергии, которое получалось бы феноменологически, т. е.
как-то однозначно выражалось через е' (со). Таким образом, для
вычисления энергии поля в среде с поглощением нужно
прибегать к микроскопической теории, к конкретной модели среды.
Плазма при пренебрежении энергией взаимодействия между
частицами и использовании элементарной формулы е' = 1 —

—-—?-—- , а также уравнения B2,15) является при этом

известным исключением: для такой плазмы и при наличии
поглощения средняя плотность энергии Ш'Е выражается через е'

(из B2,18) при со; = 0 видно, что \УЕ --= ~ Ё~% = 2~^ее'Ё~*
и для плазмы, состоящей из частиц разных сортов).

Плотность энергии в плазменных волнах. Согласно B2,9) и
B2,10) для плотности энергии в плазме без поглощения имеем

ШЕ — -з—Е2, причем это выражение носит локальный характер,
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т. е. не зависит от характера изменения поля в пространстве.
Другими словами, пространственной дисперсией пренебрежено
и поле можно с равным правом считать и продольным и
поперечным (поляризация поля волны е1(-ы~кг~> определяется
значением сИу Е — — ЬкЕ и становится неопределенной при к-*~0).
Поэтому средняя во времени плотность энергии в плазменных
волнах (колебаниях) равна

™Е=Ж> B2'16а)

как это следует из B2,9) и B2,10), при отвечающем плазменным
волнам условии 8 = е (<и0) = 0 (соударениями пренебрегаетея).

Результат B2,16а) не противоречит тому факту, что для

плазменных волн, для которых -^- = 0, выражение B2,4) равно

нулю, т. е. т- \ Е-^дХ = 0. Дело в том, что теорема Пойн-
тинга (см. B2,3)) теряет смысл, если с самого начала положить
^ „ 1 ах> /л „

го* Я =—дг ~ 0. & ели же исходить для плотности энергии

из выражения УУЕ = ^—|- \ -у- (/ — /о) Л>> то оно преобра-
I

зуется к виду ^- ^ Е -^ <Н, где — = — -{- 4я<? ^ ю/ й»,
— оо

только при двух предположениях. Во-первых, нужно считать,
что при ^ — — оо функции / (( = - м) = /0 и В (< = — оо) = 0,
т. е. IV (I — — оо)=0; во-вторых, используется кинетическое

уравнение типа -^ = — Уг-/ (выше /0 — равновесная функция
распределения). Первое из этих предположений означает, что
сначала (при I = — оо) никаких плазменных колебаний не было,
как и нужно считать при рассмотрении квазимонохроматических
волн. Но эти волны не могут возникнуть сами по себе: их создание
требует либо действия неэлектрических сил, либо движения
каких-то внешних по отношению к плазме зарядов с плотностью р.
В первом случае (например, когда электроны и ионы
«раздвинуты» с помощью сил тяготения) несправедливо приведенное

уравнение для -^, в котором не учтено действие
неэлектромагнитных сил. Во втором, значительно более реальном случае
(например, при излучении плазменных волн движущимся
зарядом) (Иу Л = 4яр, и нельзя во всем временном интервале

положить -дг = 0- Итак, кажущееся противоречие, связанное
с использованием выражения B2,4) для плазменных волн,
24 в. Л. Гинзбург
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снимается, и формула B2,16а) действительно определяет плотность
энергии в плазменных волнах. Формула B2,16а) определяет
также плотность энергии в поперечных волнах с несущей
частотой со = со0> Для которой е (ю0) = 0. В этом случае можно

исходить из выражения B2,4), но величина -г- не равна тождественно

нулю, так как рассматривается квазимонохроматическая волна.
По последней причине в спектре присутствуют частоты,

отличные от со0, для которых значения е и I) = гЕ не равны нулю

(именно учет этого обстоятельства и привел к замене формул B2,1)
и B2,2) на B2,9)).

Скорость сигналов в поглощающей среде. Применение к плазме.
В условиях, когда можно воспользоваться выражением для
плотности энергии в поглощающей среде, представляется
возможным ввести также понятие о скорости сигналов (импульсов),
распространяющихся в такой среде [225, 226].

Групповая скорость была введена в § 21, по существу, из
кинематических соображений, и, действительно, выражение VТV =
= -тт- годится для квазимонохроматических волн любой природы.

Вместе с тем групповая скорость как скорость распространения
сигналов должна иметь и энергетический смысл скорости
переноса-энергии. Это действительно так, в чем легко убедиться,
определив скорость переноса энергии как отношение среднего

по времени значения плотности потока энергии 5 к средней
плотности энергии IV:

»*» = -=-• B2,19)

Для диспергирующей непоглощающей среды

где в последнем выражении используются комплексные поля

1? = _Е0е"°( и & = Н0еш (квазимонохроматический характер поля
уже учтен в B2,20) путем замены е на ® -; поэтому в B2,20)
поля можно считать монохроматическими).

Далее, в любой среде, как и в вакууме, поток
электромагнитной энергии

= ^Ке(ЕхЩ-ЕуНх), B2,21)
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где рассматривается поперечная волна, бегущая по оси 2, и в
последнем выражении используются комплексные поля (подробнее
см. § 24).

Для плоской, поперечной, монохроматической и однородной
волны

Е = Е0е^~к'-), И , у 7 [ -|- Е ] .9

(кЕ)^-О, к'- ^г' = ^{п-1ху,
^п(ЕЕ*),

Не/в7-.-.п.

При отсутствии поглощения ]/е'

5г^4-п{ЕЕ%№8я

¦У

IV

п

"8я
со

Лп

г --п, к-

(ЕЕ*) -

п й (сои)
8я <1ы

п и

ЕЕ*

й (сои)

Aш

Чк

</<в

B2,22)

B2,23)

7гр- т. е., как и утверждалось, ит1~ уг
При наличии поглощения волновой вектор к комплексен

(частоту о считаем вещественной; см. § 7) и, следовательно,
вектор д,(й1йк> также является комплексным. Скорость же
распространения импульса, если она вообще имеет определенный смысл,
во всяком случае является вещественной величиной. В качестве
такой скорости при наличии поглощепия можно было бы,

например, выбрать выражение и'гр й (от) '
йсо

где п — показатель

преломления для однородных плоских волн с к (п — т) 8, 5 = 1

и — п = Ее к. В §21 мы уже подчеркивали, что значение и'тр

может превосходить с и, помимо того, такой выбор выражения
для скорости импульса не имеет оснований. То же можно
сказать, например, о выражении

у;р = Ко
/<г(со»)у ^д?(йж)у

Можно показать [232, 233] (см. также [10], § 3.2), что при
наличии существенного поглощения никакого универсального
выражения для скорости импульса вообще не существует. На этом
вопросе мы еще остановимся в § 24, где сразу рассматривается

24*
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анизотропная среда. В то же время, если известна плотность
энергии ЖЕ при наличии поглощения, скорость уан, определяемая

формулой B2,19) и уже не равная ,. . , может быть найдена и

в какой-то мере характеризует скорость распространения сигнала.
Для плазмы при использовании элементарной формулы для

е' и формулы B2,16) для \У'е'-

е' = 1 ;—^ =е-; —= (п-й«)8, ~8г=4-п(ЕЕ*),со((о — 1УЭфф) со *• ' 8я ^"^ "

^= Ш «2 ~ е) ^* + НН*} = 1В5ГB ~ е +1 8' I) ^* <22'24>
получим:

„ _ 5 _ 2с ВеУе' сге 9„ «._
ВВ_Ж~ 2-Вве'+|е'| """Ц-и» - ^,^

При отсутствии поглощения и = 0 и рэ„ = сп = -ц- (см. B1,18));
если а = 0ие<0, топ = 0и уэн = 0, как это и должно быть
при полном внутреннем отражении без поглощения. Отсюда,
а также из рассмотрения других примеров ясно, что
формула B2,25) для скорости сигналов в плазме приводит к вполне
разумным результатам. Однако, как подчеркивалось ранее,
использованное выражение B2,16) для Ш'Е является частным
и не может иметь места в общем случае. Кроме того, даже
отвлекаясь от этого момента, формула B2,25) может оказаться
совершенно непригодной, если волна заметным образом затухает уже
на длине рассматриваемого квазимонохроматического импульса
(подробнее см. [226], а также [227]). Последнее вполне
естественно, поскольку понятие о скорости сигнала в среде по самому
своему смыслу является приближенным понятием,
характеризующим распространение сигнала при пренебрежении его
изменением (искажением) во времени. В то же время все сведения
о распространении сигнала в линейной среде с учетом его
искажения, очевидно, могут быть получены из анализа
соответствующего интеграла Фурье (см. §§ 21, 24).



Глава V

Распространение волн в неоднородной
магнитоактивнои плазме

§ 23. Введение. Приближение геометрической оптики

Волновые уравнения. При исследовании распространения
электромагнитных волн в неоднородной анизотропной среде,
и в частности в магнитоактивнои плазме, исходной является
система уравнений (см. B,22) и B,18); пространственная
дисперсия не учитывается):

ЬЕ{—щйЪЕ + ^в\1(«>, г) Д,-0. B3,1)
Для изотропной среды, когда г'ц = г'Ьц, эти уравнения,
разумеется, переходят в A6,1). Что касается аналогичных
уравнений для магнитного поля волны 11, то они в общем случае
неудобны в связи с их громоздкостью (эти уравнения можно получить,

исключая поле Е из уравнений ЛН. + — гоЪ ( I) — ^) = О,
го* Е = -^Н, И1-^]1 = еЬ- (г) Е}).

В частном случае плоскослоистой среды, когда г'ц = е' (со, г),
при рассмотрении плоских волн уравнения B3,1) заметно
упрощаются, но даже при нормальном падении волн на слой
получаются два уравнения второго порядка (см. B,32) и A1,3)):

™?.+ <!*-[АЕх-г1СЕу]~0,

-^-и^\-1СЕх-~ВЕу\^0;
B3,2)

здесь А, В и С определяются формулами A1,3), в которых пара-
4ле2./У сон л'эфф ,

метры V = 5- , и — —5- и » = —- зависят от 2 (в частных слу-г ты2 ' со2 ш ч *

чаях зависеть от % может, конечно, только один или два из этих
параметров; зависимость и от % отвечает случаю, когда плазма
находится в неоднородном внешнем магнитном поле Нт (г)).

Система B3,2) эквивалентна уравнениям четвертого порядка
для Ех или Еу, в то время как при нормальном падении волн
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на изотропный слой компоненты Ех и Еу подчиняются уравнению
второго порядка A6,3). Усложнение, связанное с переходом
от этого уравнения A6,3) к системе B3,2), в математическом
отношении настолько велико, что исследование точного решения этой
системы до сих пор не проводилось. При этом, конечно, имеется
в виду, что магнитное поле Н(Ю составляет с осью г (т. е. с

нормалью к волне) угол а, не равный нулю или ~ . При а = 0 и а =

= тг- система B3,2) строго разделяется на два независимых
уравнения второго порядка. Поэтому эти частные случаи имеют
особенно большое значение как сами по себе, так и при их
использовании (с некоторыми модификациями) в качестве приближенных
решений, пригодных иногда и при других значениях а.

Сказанное объясняет, почему в теории распространения волн
в неоднородной магнитоактивной плазме еще большее значение,
чем в случае изотропной среды, имеют приближенные решения.
К их числу в первую очередь относится приближение
геометрической оптики, а также метод фазовых интегралов и метод теории
возмущений.

Приближение геометрической оптики. Широкая область
применимости приближения геометрической оптики связана с тем,
что в ионосфере, солнечной короне и для некоторых других
объектов свойства плазмы обычно медленно изменяются в
пространстве. При этом медленность изменения означает, что
показатели «1,2 и х1J весьма мало меняются на расстояниях порядка
длины волны в среде. Очевидно, что в подобном случае в каждой
относительно небольшой области слоя распространение можно
считать таким же, как в однородной среде, с соответствующими
этой области значениями щ,г и х1J.

Характер распространения и отражения волн от слоя
неоднородной плазмы в приближении геометрической оптики становится
ясным из рассмотрения кривых гс1J (у) при заданных и и а
(см. рис. 11,2; 11,3; 11,6 и др.; поглощение для простоты не
учитываем). В начале слоя при у = 0 (т. е. при N (г) = 0) волна
расщепляется на две: обыкновенную и необыкновенную, которые
в дальнейшем распространяются независимо. Если, папример;

и < 1, то при V = у^' — 1 — ~У и показатель п1 = 0, и дальше
необыкновенная волна распространяться не может (при п\ < 0
волна затухает). Поэтому, так же как для изотропной среды
(см. § 16), можно заключить, что в области п\ »0 происходит
полное отражение необыкновенной волны от слоя. Обыкновенная
волна, как ясно из аналогичных рассуждений, отражается в
точке V = у20 = 1. Исключение составляет случай малых углов а,
когда область отражения должна «перескочить» из окрестности
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точки у2о = 1 к точке у^' = 1 + У^и. Подобный «перескок»
не может быть понят на основе приближения геометрической
онтики и рассматривается в § 28. То обстоятельство, что в
окрестности точки у2о = 1 ПРИ малых углах а геометрическая оптика
неприменима, сразу становится ясным из рис. 11,10—в этом
случае свойства среды с изменением V резко меняются.

На основании сделанной в § 16 и выше идентификации
приближения геометрической оптики с возможностью рассматривать
среду, как квазиоднородную, ясно, что в этом случае изменение
фазы волны при распространении должно определяться

выражением типа — \ тг1;2 (г) йг, так же как это имеет место в
изотропном случае. Однако для полного определения напряженностей
поля ^ЖI/,1,2 в приближении геометрической оптики необходимо
более детальное рассмотрение вопроса, которое аналогично
проведенному в § 16 (см. [234]).

Будем искать решение системы B3,2) в виде:

Е (Г) = (я<°>(г)+-^<»>(г) + -^Ж<2) (г) + ...) в-'"^(г),
B3,3)

где вместо г можно поставить 2, так как в B3,2)
дифференцирование происходит только по оси г. Подставляя B3,3) в B3,2)
и приравнивая нулю члены, стоящие у разных степеней

относа

шения —, получаем:

- 1СЕХ0) + {В- (V')*} Е(у0) = 0, } ( "' °

{А- (Ч"J} Ех1) + 1СЕ{у1) = I {Ч"ЕХ0) + 2Ч'ЕХ@)}, |
- 1СЕХ1) +{В- (^'J} Е^ = I {Ч"Е[0) + 2Ч'Е'и{0)}, ' B3,5)

{А - (Ч"J} Ех2) + 1СЕ^ = I {Ч"ЕХ{) + 2Ч"ЕХA)} - Е"х@\ } »@) Г B3>6)1СЕ(Х2) + {В- (Т'J} ЕB) - I {У'Е^ + 2У'Е\}Х)) - Е^ )

и т. д., причем штрихи здесь означают дифференцирование по

2 ( У == -т— , Е' = -г— И Т. Н.

Уравнение B3,4) для Ех0)у совпадает с уравнением A1,26),
имеющим место в однородной среде, при замене гаа на (Чг'J (для
простоты мы считаем поглощение отсутствующим). Таким
образом, условие существования нетривиального решения для Ех%\
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определяет функцию (^Р'J:

(У;,2)» = п?,2, B3,7)
где «1,2 определяется уравнением A1,6). Отсюда

Ъ,г=±\пиг(гHг, B3,8)
го

причем решение с плюсом соответствует распространению по
положительному направлению оси г, а решение с минусом —
распространению в обратном направлении. Ниже мы будем
выбирать всегда в B3,8) знак плюс, учитывая, если это нужно, знак
^Р в самом выражении для поля.

Далее, согласно B3,4)

т. е. поляризация волны в первом приближении геометрической
оптики в каждой точке такая же, как в однородной среде с
соответствующими значениями и, а и V (г) (см. A1,26)). Разумеется,
этого и следовало ожидать.

Условие существования нетривиального решения у
системы B3,5) приводит к уравнению, определяющему зависимость
Ех1,2 и ^°1, 2 от координат:

Е* +(лг-1-*.;** _о,|
*<у +^24" К(\-К*)) Лч ~и' )

где для волн 1 и 2 нужно под Ч*1 и К понимать выражения
B3,8) и B3,9) соответственно с индексами 1 или 2. Согласно
B3,10)

Е®шЯ= , «""==-. С0Ш 9 B3,11)
V Чи 2A-^,2) Уп1>2(г)A~К12(г))

а компонента Еу0) в согласии с B3,9) равна К^ гЕ(х ).
В результате в' первом приближении геометрической оптики

Еххг= Г С0П3^ '*• 1,а
V «1, 2 (*)(!-*?, 2 (*»

Еу\, г— ^1,2^x1, 2-

B3,12)
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Если бы мы учитывали поглощение, то получился бы такой же

результат с заменой везде У--«1,2 на ^' = («1,2 — "<1, г)> ГДе
(щ, г — "Ч, г) определяется выражением A1,5); величина К^ 2 при
учете поглощения определяется формулой A1,25).

Общее решение системы B3,2) в приближении
геометрической оптики имеет вид:

г

+ г~\ (П1-гк1)Л1
Ех = , С±+ _ е -» +

|. У(«1-

I. _ .

У(п2-

Ъ-

С2+

-Ы2)A-К\)

С2-

г

—г \ (их—гИ1)й2

. е ° *о -|-
г

+г — ^ («2—1къ)йг
. е ° г0 +

г

—г ] ( — гхг)^

У(л2-т2)A-/Г1)
B3,13)

Выражение для Еу отличается от B3,13) появлением множителя
К1 при С1+ и С)- и множителя К2 при С2+ и С2_- Компонента
Ег выражается через Ех и Еу с помощью формулы A0,20).
Решение B3,13) зависит, как это и должно быть, от четырех
произвольных постоянных С{± и С2±, поскольку любое изменение г0
эквивалентно некоторому изменению этих постоянных.

Формула B3,12) отличается от формулы A6,11),
установленной для изотропной среды, лишь своей зависимостью от
характеризующей поляризацию величины Ки2. В изотропном случае
поляризация волны при нормальном падении (уравнение A6,3))
с изменением координаты г не меняется, т. е. К^2 = сопз1,
и B3,12) переходит в A6,11) или, точнее, формулу A6,11) с х—-0.

Границы применимости приближения. Границы применимости
приближения геометрической оптики, которые мы отождествляем
с условиями применимости первого приближения B3,12), можно
найти, определяя поле во втором приближении, т. е. вычисляя
Щу из B3,5) и B3,6).

Из B3,5) находим связь Е^ и Е(уи:

41} = К& + 4- (Ч"Е(Х0) + 2VХ@)) = К& > + ^Ш) Ч'Е*\
B3,14)

где С — один из коэффициентов в уравнении B3,2).
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Условие существования решения у системы B3,6) приводит
к уравнению для Е^ \-

П*)^1-ч>-A-к',{^-к*)Е"'т-2кк'в''т+ I

B3,15)

Приближение геометрической оптики пригодно, если
г

«|^0)|=^1, B3,16)

2/Лс

где х^У A— Кг) = п A — К2), %0 — и для определенности
взята компонента Ех.

Так же как в § 16, условие B3,16) можно заменить рядом
достаточных, более сильных условий. При этом мы не будем для
краткости производить в выражении B3,16) интегрирование
по частям, как это было сделано в A6,21), и ограничимся самой
простой оценкой.

Если функция х B) является монотонной, то при выполнении
неравенства

-^|/B)|<<|^0)^г1п)с| B3,17)
условие B3,16) выполнено, коль скоро на всем интервале (г, г0)
значение 11п х I не слишком велико (например, требование
|1пх|<Ю означает, что 10  <х< Ю4)- Для Т0Г0 чтобы убе-

г,@) СОП81
диться в сказанном, достаточно вспомнить, что Ех — —-т=- и

Ух
подставить B3,17) в B3,16). Условие B3,17), как легко видеть,
используя явное выражение для /(г), в свою очередь заведомо
выполнено, если соблюдаются неравенства:

^11^1 Х° С К Л пп'кк' " \ Х° кк' « -1
2л п% ^ ' 2п \ С )%'A-К*) ^ ' 2я х

гй"^*1'^—^ \ B3,18)
х0 пкУ% _ё_г пкк>
2я х' Лт. \ СA-ЛГ«)Ух
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здесь все величины нужно брать по модулю (см. § 16) и для
каждой из волн 1 или 2 нужно подставить свои значения п, К и %.
Некоторые из этих неравенств можно было бы упростить или
совсем ликвидировать подобно тому, как это было сделано в § 16
и отношении второго из неравенств A6,15). Мы не будем на этом
останавливаться, так как легко видеть, что при плавной,
медленной зависимости у от 2 условия B3,18) практически (за
исключением, указанным ниже) сводятся к одному неравенству:

2я

которое вполне аналогично условию A6,22) и имеет совершенно
ясный физический смысл.

Для того чтобы убедиться в законности замены условий B3,18)
на B3,19), нужно учесть, что функции С и С" стремятся к
бесконечности лишь при у->- У!, 2оо и стремятся к нулю при V ->• 1
и у->-0; | К2 | -^ °° и |^1,2|-^-°° при у->1. Параметр К^
к бесконечности но стремится и при V ->¦ 1 (см. рис. 11,9). Вместе
с тем из сказанного в § 11 о поведении кривых п^2{ц) (см.
рис. 11,3 и др.) явствует, что в точках у — у20 -— 1 и г^гоо
геометрическая оптика неприменима к соответствующим волнам
уже в силу невыполнения условия B3,19).

В приближении геометрической оптики волны обоих типов 1
и 2 и волны одного типа, но с противоположным направлением
распространения совершенно независимы. Поэтому, в частности,
отражение волн может наблюдаться только в областях, где
геометрическая оптика неприменима. Последнее имеет место при

малых значениях п\<2 или больших значениях ~~^. Поэтому волна

типа 1 может отражаться в окрестностях точек 1>(±> или, как мы
условно говорим, в точках у<±) — 1 ± У и, где п\ = 0
(ограничиваемся для простоты разбором случая, когда и «< 1). В то же
время к волне 2 в точках у<±) геометрическая оптика применима
и, таким образом, отражение волны 1 не затрагивает волну 2.
К волне 2 (обыкновенной волне) геометрическая оптика
неприменима при V = у20 = 1, где п\ = 0. И опять-таки к волне 1
в этой точке геометрическая оптика применима. Исключение
составляет случай малых углов а, когда в окрестности точки
V = 1, как ясно из рис. 11,10, геометрическая оптика

неприменима к волнам обоих типов (при а—>¦ 0 и V «1 значение п2 ~0и *'2 =

-- п'^2 -*¦ °°)- Поэтому при а ->- 0 возможно превращение волны
типа 2 в волну типа 1, что действительно имеет место и объясняет
указанную в § 11 особенность предельного перехода к случаю
продольного распространения (см. § 28).

«1, B3,19)
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Выше мы, разумеется, имели в виду случай плавного,
медленного изменения и в зависимости от т,. Если же имеются большие
градиенты концентрации N или, что то же, V, то производные

~-~ могут быть велики для обеих волн при любом V. Иначе

говоря, рисунки типа рис. 11,2; 11,3 и т. п., на которых отложена
функция п1J (г;), позволяют судить о поведении функции п^г (я),
только если у является на всем протяжении линейной или во
всяком случае плавной монотонной функцией т.. Только при этом

условии на основании малости производной — можнозаключу
йп

чить о малости производной п' = у- , которая входит в B3,19).

При наличии резких градиентов —~^ волны разных типов и

направлений, вообще говоря, переходят друг в друга. В пределе,
когда имеется резкий скачок свойств среды на некоторой
границе, отражение и преломление волн описываются известными
формулами Френеля для анизотропной среды.

Область начала слоя и взаимодействие нормальных волн в этом
случае. В самом начале слоя (при V -> 0) соблюдение условия
B3,19) не является, однако, достаточным для справедливости
приближения геометрической оптики (именно этот случай и был
при переходе к B3,19) оговорен как исключительный).

При малых V, если
и — 1

»«1, »« и сов2 а — 1 B3,20)

с точностью до членов первого порядка малости имеем (см. A1,3),
A1,6) и A1,26)):

V A — м8Ш2а)А---1-

чг — 1 •

ДМ ¦= 71,

в=\
и-1 ,С ~\/и V сова

~1
2и

2 — К81П20 ± / !31п4а + 4иС082а

"|/и2 вш4 а + 4и сов2 а B3,21)
-п, = ¦

2 A-м)

2 Vм с03 а A — 1

V,

' и 31П2 а :р уи2 вш* а + 4и соз2 а

Обратимся теперь ко второму из условий B3,18):

«1. Х0 К пп'КК'2я С х'A-#2) хх *" B3,18а)
Учитывая B3,21) и в первую очередь пропорциональность
величины С параметру V, мы видим, что при V -*• 0 коэффициент
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С -> 0, и, таким образом, условие B3,18а) не выполнено;
в то же время неравенство B3,19) выполняется, если только

производная -^ пе слишком велика (в ионосфере и солнечной
короне это последнее требование обычно можно считать
выполненным).

Если в начале слоя записать V в виде:

у = аг, B3,22)

то, не обращая для простоты внимания на множители типа и — 1,
соз2а, 8Й12а и т. п. (т. е. предполагая эти множители не слитком
большими или малыми), вместо рассматриваемого неравенства
B3,18а) получаем условие

здесь п2 — п1 = Ага ~ V т аг и координата 2 отсчитывается
от начала слоя. Если вместо B3,22) положить V — ат,т, где
показатель т не слишком мал или велик, то практически получается

также условие B3,23). Вообще же при любой зависимости у от 2,
если по-прежнему не обращать внимания на множители типа

(IV

и — 1, вместо B3,23) получается условие тр — < 1.
Из B3,23) ясно, что при достаточно малых г геометрическая

оптика неприменима. Точнее, геометрическая оптика в этом
случае неприменима для рассмотрения поляризации

распространяющихся волн, так как при V -*- 0 показатели тг1J-»-1
и в отношении скорости распространения или изменения фазы
среда приближается к вакууму.

В применении к неоднородным слоям плазмы вопрос о
распространении волн и их поляризации в области V -> 0 будет
рассмотрен в § 26, где указана также соответствующая литература.
Здесь же сделаем лишь еще' несколько замечаний довольно
общего характера.

Непригодность приближения геометрической оптики в начале
слоя (при V ->• 0) является частным случаем неприменимости
этого приближения к рассмотрению поляризации в
неоднородной среде при исчезающе малой анизотропии. Дело в том, что
в анизотропной среде поляризация нормальных волн остается
фиксированной (см., например, A1,29)) и при стремлении
анизотропии (т. е., например, разности п2 — га4) к нулю. В
изотропной же среде имеет место вырождение, так как скорости
распространения обеих нормальных волн одинаковы, а сами эти волны
можно в известных пределах выбирать произвольно: их можно
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считать линейно поляризованными, поляризованными по кругу
или эллиптически поляризованными. Далее, в изотроппой среде
при нормальном падении волны на слой (т. е. если волновая
нормаль параллельна градиенту е) изменения поляризации
не происходит (в A6,3) компоненты Ех и Еу независимы) *).
В магнитоактивной среде, напротив, как ясно из A1,25) и всего
вышеизложенного, поляризация зависит от V (г) и согласно
приближению геометрической оптики должна начать изменяться
с самого начала слоя. С другой стороны, очевидно, что наличие
предельно слабой анизотропии не может быть существенно и,
таким образом, геометрикооптическое приближение непригодно.

Сказанное особенно ясно на примере' распространения света
в кристаллической среде со слабой анизотропией и
изменяющимися вдоль луча направлениями главных осей эллипсоида
диэлектрических постоянных, т. е. главных осей тензора е^- [235].
Пусть свет распространяется по оси 2, а две главные оси
расположены в плоскости ху и вращаются при изменении т, так, что
на пути А2 угол главных осей с каким-либо фиксированным
направлением в плоскости ху изменяется на АЧГ = аАг. В
приближении геометрической оптики нормальные волны, которые
линейно поляризованы в направлении главных осей
эллипсоида диэлектрических постоянных, совершенно независимы
одна от другой и в каждой точке их поляризация такая же,
как в соответствующей однородной среде. Таким образом, в
приближении геометрической оптики плоскость поляризации волн,
распространяющихся в рассматриваемой среде, должна на пути
Аз поворачиваться на тот же угол АЧ*- = аАг, на который
поворачиваются главные оси. Вместе с тем, если разность
показателей преломления волн Ап достаточно мала, то
вращение плоскости поляризации должно, очевидно, становиться

сколь угодно малым, так как при Ап = 0 вращение плоскости
поляризации отсутствует (вращение осей имеет в этом случае
чисто формальное значение).

Противоречие снимается, если учесть, что при Ап ->¦ 0
геометрическая оптика непригодна. Условие пригодности
приближения геометрической оптики в разбираемом случае таково [235]:

^Ч1- Х0 ако € 1. B3,24)Лг 2яД/г 2лАп

Если Ап ~ 1, то это условие приобретает обычный при переходе

*) В общем случае изотропной среды изменение поляризации,
разумеется, происходит (см., в частности, § 19) и связано с нераспадением
векторного уравнения A6,1) на независимые уравнения для Ех, Е„ и Ег. Если
луч имеет кручение, т. е. траектория луча не является плоской, то
происходит также вращение плоскости поляризации.
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к геометрической оптике смысл требования малости изменения
свойств среды (в данном случае угла Ч') на длине волны. Но при
Дге < 1 условие B3,24) приобретает самостоятельное значение.

В магнитоактивнои среде роль -у- играет —-~ ; в начале

ионосферного слоя —р2 ~ у- ~ а, Ап ~ V — аг, и условие B3,24)
переходит в B3.23). Как уже упоминалось, распространение
волн в начале слоя магнитоактивнои плазмы, когда
геометрическая оптика неприменима, рассмотрено в § 26. Пользуясь
терминологией, уже применявшейся и поясненной в § 20, можно
сказать, что в начале слоя имеет место взаимодействие
нормальных волн типа 1 и 2.

Другими словами, нормальные волны 1 и 2, полученные и
приближении геометрической оптики, в начале слоя не передают
характера точного решения уравнений B3,2). В определенном
приближении, вместе с тем, правильное решение можно
сконструировать на основе некоторой комбинации связанных между
собой («взаимодействующих») геометрикооптических решений.
Взаимодействие волн, понимаемое в таком же смысле имеет место
и в области р«1 в упомянутом случае малых углов а (см.
подробнее § 28).

Наконец, такое же по существу взаимодействие ответственно
за отражение волн типа 1 или типа 2 от точек и[^~> = \. ±Уи
или и20 — I, гДе величины п\ или п\ обращаются в нуль. Здесь,
однако, для достаточно протяженных слоев неоднородной плазмы
возможно существенное упрощение, о котором уже шла речь.

Именно, если точки у<±) и 1?2о далеки друг от друга,
неприменимость геометрической оптики в каждой из этих точек относится
лишь к волне одного типа. В подобной ситуации выход за
пределы приближения геометрической оптики требует, по
существу, исследования не системы B3,2), а одного уравнения
второго порядка, аналогичного уравнению A6,3) для изотропной
среды. Соответствующие вычисления проведены в § 25

§ 24. Распространение импульсов

Вектор групповой скорости в анизотропной среде. Выше
в гл. III и § 23 рассматривалось лишь распространение плоских
монохроматических волн Е = Е0е1(-(Л'—кг,>) в однородной
магнитоактивнои среде, а также распространение волн Е = Е0 (г) еш
в неоднородной магнитоактивнои плазме. Теперь необходимо
выяснить также вопрос о распространении в магнитоактивнои
среде импульсов, т. е. ограниченных в пространстве и во времени
волновых пакетов или групп.
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Вначале при этом нет оснований ограничиваться случаем
магнитоактивнои среды, а нужно выяснить, как распространяются
импульсы в произвольной анизотропной среде. Направление
движения такого пакета, по определению, есть направление луча,

а скорость пакета называется лучевой или групповой скоростью.
В анизотропной среде направление луча и направление
волнового вектора к (т. е. нормали к волне), вообще говоря, не
совпадают.

Направление луча (направление движения волновой группы)
в произвольной однородной среде может быть найдено путем
разложения волнового поля в интеграл Фурье по «нормальным»
плоским волнам, распространяющимся в этой среде:

Е(г,1)*=\в (к) гЧвХ*)'-**] йк; B4,1)

здесь йк = <1кхс1ку<1кг, и под Е нужно понимать любую
компоненту электрического поля (с таким же успехом можно,
разумеется, рассматривать компоненты векторов Н и X); считая функцию
§ (к) векторной, в качестве Е в B4,1) можно взять сам вектор
поля Е). Как уже сказано, волны Е = сопз1;-е{[С0<л>'-*г]
предполагаются удовлетворяющими однородному волновому

уравнению (см., например, (8,6) —(8,8)). Именно такие волны и были
ранее названы «нормальными» волнами. В частном случае
магнитоактивнои плазмы при пренебрежении пространственной
дисперсией волновое уравнение имеет вид A1,1), A1,2). При
наличии поглощения волновой вектор к является комплексным
и лишь для однородных плоских волн имеет простой вид

к = — (га — Ы) *, « = т-дл , 5 = 1. О поглощающей среде ниже
речь пойдет особо, и сейчас будем считать, что среда является
непоглощающей и прозрачной, т. е. вектор к веществен
(напомним, что непоглощающая среда может быть и непрозрачной, как
это имеет место при Л2 = — х2 <; 0). Тогда в произвольной
анизотропной среде и, в частности, в магнитоактивнои плазме
при пренебрежении пространственной дисперсией и
возможностью существования плазменных волн (колебаний) в кажцом
направлении могут распространяться две нормальные волны.
При учете пространственной дисперсии таких волн может быть
несколько. Эти волны отличаются поляризацией и фазовой
скоростью УфГ

с

где п (к) = ~ , по определению, есть показатель преломления

и запись частоты со в виде со (к) означает, что при каждой задан-
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ной частоте со в данном направлении в = т-тл величина к (или

Уф, или п (к)) для каждой из нормальных волн является вполне
определенной. Таким образом,

к = к ($, со) = — п(.ч,и>), B4,3)

и обратно, со = со (#, /с) = со (&). В конкретном случае
ионизированного газа в магнитном поле значение п = 7г1J определяется

2 2

формулой A1,6), где п^2 зависит от со через V = —,\; и и = —\
и от направления волновой нормали через угол а между » и Нт.

Возвращаясь к распространению импульсов, предположим,
что импульс является квазимонохроматическим, т. е. достаточно

протяженным во всех направлениях, так что функция § (к) имеет
острый максимум вблизи «несущего волнового вектора» к; мы
можем разложить частоту со (к) в B4,1) в ряд. Ограничиваясь
двумя членами разложения, получаем:

Е (г, I) = ««[»(*>«-*••] \ е (к) еЧйй « ") ад> B4,4)
где

(здесь*, ,/, Л' — орты осей х, у, г), причем значение -^- берется
при к = к.

Выражение B4,4) можно написать в виде

Е(г,1) = е«»(*)*-«»-)Л (г—%Л, |
, *»' ч > B4.4а)

А(г-^1у\ё(к)е-'(Г-^1)^д. I
Амплитуда А постоянна, если -^- I — »•=-—соп81, и, таким
образом, из B4,4), B4,4а) явствует, что в рассматриваемом
приближении весь импульс распространяется как ;целое с групповой
скоростью

причем зпачение -7=- нужно брать для несущего волнового век-
и. К

тора к. При учете более высоких производных в разложении
со {к) в ряд импульс расплывается (для простейшего случая рас-
плывание было рассмотрено в § 21):
25 в. Л. Гинзбург
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Направление вектора »гр есть направление луча, величина
VТр есть скорость движения группы вдоль луча.

В изотропной среде, по самому определению изотропности

среды, к — — п (со), т. е. п пе зависит от направления. Поэтому,

например,

до) _ А<х> дк йш кх
дкх йк дх ёк к

(так как к = Ук% + к'у + к\) и

т. е. групповая скорость, как это и должно быть, равна по
величине выражению B1,17).

Что касается направления вектора ггр в изотропной среде, то
оно может либо совпадать с направлением к, либо быть
противоположным — это зависит от знака величины -п- = -г.—г • Можно

ак а (шп)

показать, что при пренебрежении пространственной дисперсией
в изотропной среде всегда

а [м/г (<¦>)! ^ л /о/ 7^

т. е. скорость #гр направлена по к, причем г;гр<с. Последний
вывод отвечает требованиям, связанным с теорией
относительности и принципом причинности (подробнее см. [12, 229] и [10],
§ 2.5). При учете пространственной дисперсии вместо B4,7)
имеем:

Л [соге (о)]
аа >1, B4,7а)

т. е. по-прежнему угр < с. Однако знак . может быть любым

и, таким образом, возможно существование волн, в которых
#гр и к антипараллельны. Физическая природа этого вывода
будет разъяснена несколько ниже.

Для произвольной прозрачной среды (т. е. при вещественном к)
в нормальных волнах

со = со (к) = со (кх, ку, кг) = со (к, зх, «„), B4,8)

в — -Ь*- х — — ? — -^- с2 4- <?2 4- <г2 — 1
**—^р ' У— к * г А^ ' ж * V > *¦ — *
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9со 9со 9со 1 8ж 9@ 5ж5г/

6>АЖ — дк х~ д$х

9со 9(о 9о) ^ 5у 9со Зх8у
дк дк V ~ дЗу к 9х,,

да 9@ 9@ вд;«г 9@ *г/*г

дк, дк д$у к

B4,9)

9ш

Удобнее, однако, выразить -^т через га, учитывая, что

А5:
(О

га (со, 8Ж, 5И) в, B4,8а)

дк
:5Х =

дкх "* к

1 9ш

с дкх
. со 9га 9ш , (о дп двх . со 9га ^8г/
"^ с 9@ 9А-Ж с дзх дкх ' с 9«„ 9Агж

1 9 (сога) 9ш , со дп 1 *ж со дп 8хву
г^ • —| • >
с 9со дкх с дзх к с дз„ к

дк дк

и аналогично для ~т- и -^- .

Отсюда, поскольку ге = —, получаем:

V
дш *+Я-&<'-*+-Е-Ч

ГР' Х ~ дк*

_ 9со
ОКу

9со

1 9 (шга)

с 9со

, 1 Г 9га 9га ., ,,  

^•|-т[-^г'х'у~^Г( "^
1 9 (сога)
с 9со

1 Г дп дп ~\
^1^ЗА+-дзТ"У8Ч

'гр' г _ 9А, 1 9 (сога)

B4,10)

с 9со

Далее, как легко убедиться, проекция г>гр на к равна

к с/со п 9со с

„ГР1Л = в.„гр=т_ = УррСозе = ^=.^р
9со

B4,11)

25*
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где Э — угол между ггр и к, причем

^гр, к _
«'гр _

1

СОВ 8:

2 /

с

1,'е- д(тп)

:^J<-
1

С05 0 *

0 > дп дп

B4,

5@

Из B4,10) и B4,12) ясно, что направления групповой ско-
угр, г д (соге)

рости #гр, т. е. отношения , не зависят от -~—' и опроде-

дп дп тт
ляются только значениями зх, $у и -~— и ——. Напротив, проек-

ция уГр, к групповой скорости #гр на волновой вектор к зависит
д (соге) дп дп

лишь от —5—-, но не от -„— и -^— .
да) двх да у

Случай магнитоактивной плазмы. В интересующем нас
случае магнитоактивной среды показатель 7г = га112, помимо со,
зависит лишь от угла между вектором 8--тгт и полем Н'°\

I * I
Поэтому, выбирая направление Н'0) за ось г' и обозначая

/\ „
соз а _- соз (к, II<0>) = у3 = у,

имеем:

к = ^п^,^=^п(со,у); B4,13)
отсюда ясно, что со — со (к, к2), и, дифференцируя выражение
B4,13), мы имеем:

К.

<чЛк 1 дш , ш дп д(л . м дп

1 /~ , дп \ ди> , 1 дп .. „,
=т{п+а>ж)-дк--^^A-у^ и т; л-
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3 результате получаем:

Угр х' :

^гр у''~~

•'ГР 2'

'гр Г

<5сй

ды

VIе 71 ду

с9со

/г <5 (ап)

с да

Уг д(уп) ду
дку.

да

~' дкг, ~

= У ^гр х

п д (ап) '
с да

Г Х дп ,а

VI-

' + угр у' п

2I /(V») а"У ' -1 _ У ду ду
п д (ап) '
с да

—^ д (уп) д (п сое а)
ду да

д (ап) га д (ап)
да да

B4,14)

где у! и у2 — косинусы углов между вектором к и осями х' и у'
(напомним еще раз, что в B4,8) у = у3=соза косинус угла а
между вектором к и осью г', направленной по полю Я<0)).
Далее,

уГр =
йа
йк

соз ( к, да ~Ш

^=^У^=

с |/ц-

= соз 0 = -

— (~ УA-
ге2 V ду У

<9((»ге)
да

1

-V2)
1

/^с^)*<«-«!
дп

п <9соза 81Па~

\ду у
1

B4,15)

дп*

2ге2 аа

Угп,к~- ¦¦ VIр С08 0 = д (ап)
да

B4,16)

Разумеется, формулы B4,14) — B4,16) являются частным
случаем формул B4,10) — B4,12), но мы повторили их вывод для
удобства и в связи с другим выбором аргументов. Так, в B4,8а)
п зависит от 8Х и зу, а в B4,13) — от 82 = у. Это значит, что для
магнитоактивной среды в B4,8а) показатель п (со, $х, 8У) =
— п (со, У~1 — зх ~ $1). С учетом этого обстоятельства
формулы B4,10), B4,12) переходят в B4,14), B4,15).

Формулы B4,15) и B4,16) справедливы, очевидно, при любом
выборе системы координат, причем для «холодной» магнито-
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активной плазмы под у нужно понимать косинус угла между к
и Нт, а в качестве п (со, у) в B4,11) — B4,16) следует взять
значение A1,6), т. е. п1 для необыкновенной волны и п2 для
обыкновенной (кроме того, у = соз а); при этом мы считаем
величину га1J вещественной и, таким образом, значения п\^ < 0
не рассматриваются (в этом случае волны обычно сильно
затухают и понятие групповой скорости, вообще говоря,
неприменимо). Наличие поглощения, так же как это было указано в § 21,

Рис. 24,1. Направление векторов групповой скорости уГР1,2-

не меняет приведенных результатов, только если коэффициент
поглощения в пределах спектральной ширины сигнала
достаточно слабо зависит от частоты. Подробнее о влиянии
поглощения речь еще пойдет ниже.

Из сказанного явствует, что в общем случае векторы
групповой скорости волн типа 1 и 2, т. е. векторы ьгрл и 1>гр,г> не
параллельны вектору нормали к и друг другу, но лежат в плоскости
Н@), к (рис. 24,1). Останавливаться на выяснении направления
и величины векторов 1?гр>1 и 1>гр,2 в различных случаях мы здесь
не будем (см. § 29). При нормальном падении волны на
неоднородный слой вопрос о направлении 1>гр не имеет большого
значения, поскольку вектор к всегда направлен по оси г, а проекция
»>гр на к, которая в этом случае определяет время группового
запаздывания (см. ниже формулу B4,28)), согласно B4,16) равна

1
'ГР 2 -

 ,2" НЮ &п1, ; д [-7-"!, г(ш, у) ]
B4,17)

да>
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Другими словами, проекция групповой скорости на к (в
данном случае на ось г) имеет такой же вид, как групповая
скорость в изотропной среде (см. B1,17)) с заменой, конечно, п
на пи2-

Ввиду сложности выражения A1,6) величина уГр1,2г
выражается через V, и и а довольно громоздким образом. Здесь мы
ограничимся указанием на то, что при «квазипоперечном» и, в
частности, поперечном распространении для обыкновенной волны
величина уГрг,г согласно A1,14) совпадает с групповой скоростью

угп = сп = с 1/ 1/Гр = СП = 1-1/ 1 ,

без учета влияния поля. При «квазипродольном»
распространении (см. A1,37) при Vэфф = 0)

СП1 2
»гр1.2*- 2яе«ЛГшЬ ~

1 -н тосо (со + о>х,J
с /1 4я^ ~ /;

_ Г тсо (со + со^ У
~ ,, _ 2леШса1^ ~ со§ сох.

со (со ± со^)
B4,18)

тсо (со ± соьJ 2со (со ± сох,J

Заметим также, что для низких частот, когда справедлива

формула «2=—=-^— (см. A1,24)), из B4,15) получаем
у и соз а

1

*§6= — у^а-
И» о сопз1;

з последнего соотношения следует, что для функции п* =

угол 0 между кж-тг зависит только от а. Далее, легко видеть, что

угол между -г=- и полем Н<0) не может в этом случае превосходить
19°28'.

Вектор грушювой скорости, направление луча и вектор
потока энергии. Приведенный выше способ нахождения направления
луча как направления групповой скорости эквивалентен
нахождению луча на основе принципа Гюйгенса, согласно которому
поверхность лучей является огибающей семейства плоскостей
волны. Действительно, семейство плоскостей волны в
параметрической форме (параметры кх, ку, кг) имеет вид кг' = со (к) =

= —.—г^ , а уравнение огибающей в параметрической форме есть
1 (С0Т К)
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** = Ж * ДРУГИМИ словами, при заданном к луч направлен по -тг ,

причем вектор -^- при заданном в = г-=-г в силу дисперсии
зависит еще от со.

Направление луча часто связывают не с г>гр, а с направлением

вектора Пойнтинга 8 = -г- [ЕН ]. В известных пределах это

законно, но, вообще говоря, только при пренебрежении
пространственной дисперсией. Дело в том, что, помимо
электромагнитного потока энергии — вектора Пойнтинга $, существует
еще поток энергии $A), переносимый частицами среды. Общее
выражение для среднего по времени значения $ш имеет вид
B2,14); физический смысл потока /8Ш в плазме особенно про-

зрачен, поскольку в этом случае $ш = \ —х- *>/ йг (см. B2,13)).

Совершенно естественно, что направление луча, когда такое
понятие имеет смысл, совпадает с направлением среднего по

времени полного потока энергии $' = $ + #ш, а не с
направлением вектора 8.

Прежде чем придать этому результату более определенную
формулировку, запишем поля для рассматриваемого
квазимонохроматического импульса в виде

Е(г, 1) = ±-{Е0е^-кг> + 1]*0е-{(<о*-кг)}, "

Н (г, 1) = ~ {Я-ов<(в|-*г) + Н%е-^-*г)},
B4,19)

где комплексные векторы Е0 и Н0 медленно меняются с г и I
(медленность означает, что изменение мало за период — и на
расстоянии 1/к = Я/2я).

Поля B4,19) вещественные, и Е2 =-»-Е0Е*, причем обычно
можно, и по смыслу усреднения по высокой частоте даже нужно,
зависимостью Е0 от I в конечных результатах пренебречь и

полагать Е\ = -т?-Е0Е*. Такой же, по существу, результат получается,

если, как это делалось в § 22, рассматривать комплексное поле

Е=--Е0еш или полагать Е = Е0 зт со г ( в последнем случае

В обозначениях B4,19), которые наиболее удобны, для
средних по времени значений плотности энергии И^ и потоков $ и #A)
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получаем (подробнее см., например, [10], § 3.2):

д ( к) |B4,20)
¦* = Ш «Н*] + [Е*Н^> Я" = —ш -^Щ-2 Е^-)
Можно показать, что (см. [224, 229, 231] и [10], § 3.2)

ттр = 8' = 8 + 8а\ гтр = ^. B4,21)
В этом соотношении B,21) содержится как утверждение о
параллельности 1>гр и $', так и вполне естественное представление
среднего потока энергии в виде произведения средней плотности
энергии на групповую скорость.

При пренебрежении пространственной дисперсией $' = $
и имеет место совпадение направлений *?гр и среднего вектора
Пойнтинга #. Далее, имеем:

8 = ^{[Еот] + [Е*0Но}} =

= -^ {2к (Е0Е*0) - Е0 (кЕ*0) - Е*0 (кЕ0)}, B4,22)
где векторы Е0 и Н0 считаются постоянными, вектор А;—веще-

ственным и использовано уравнение поля хо\Е= ^-,

приводящее к связям —Н0= —[кЕ0], — ¦//$ = —\кЖЪ].

Умножая выражение B,22) на к, получаем:

к8 = з^ {А2 (Е0Е*0) - (кЕ0) (кЕ*0)} > 0. B4,23)
Таким образом, средний вектор Пойнтинга $ всегда образует
с к острый или максимум прямой угол (этот результат в
несколько более общем виде получен в [229] ив [10], § 3.3). При
отсутствии пространственной дисперсии, в силу сказанного выше,
групповая скорость гтр также не может образовать с к тупого
угла. В изотропной среде векторы ггр и к коллинеарны (из
соображений симметрии), отсюда следует совпадение направлений
*>гр и к, что находится в соответствии с неравенством B4,7).

При учете пространственной дисперсии на угол между ггр
и к ограничений не накладывается — этот угол 0 может быть
тупым за счет вклада, связанного с потоком энергии #A). О том,
что такая возможность может реализоваться в «горячей» магнито-
активной плазме, было уже упомянуто в § 12 (см. также [149]).
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Укажем еще на две теоремы, имеющие место в равновесной
среде при отсутствии пространственной дисперсии, но могущие
нарушаться при ее наличии (доказательство см. [229] и [10],
§ 3.3).

Во-первых, при отсутствии пространственной дисперсии в
равновесной среде

пк>0, B4,24)

т. е. знаки п и х совпадают, причем п и х относятся к любой
нормальной волне, например, бегущей по оси г и имеющей вид

./ . (О \ 0)

1] = Е0ек с -е с ;

очевидно, в этом случае амплитуда убывает в том же направлении,
в котором бежит волна.

Во-вторых, при отсутствии пространственной дисперсии
и поглощения величина

(п— гиJ всегда является вещественной. B4,25)

Это значит, что в прозрачной среде п ф 0, х = 0, а в непогло-
щающей непрозрачной среде (например, если о"(со)=Оие(со)<С

4 (О

<С 0) /г = 0, х#0и поле затухает по закону е С без
осцилляции.

В справедливости теорем B4,24) и B4,25) для «холодной»
плазмы легко убедиться непосредственно из выражений для
(п — гхI;2. При этом в изотропном случае доказательство ясно
сразу же, ибо пг — х2 = е (со), 2пк — ла (а> (см. G,11)) и в
равновесной среде о (со) > 0.

Все три результата B4,23) — B4,25) по сути дела связаны между
собой, а причина их возможного нарушения при учете
пространственной дисперсии имеет одну и ту же и при этом вполне ясную
физическую природу.

Поскольку вектор Пойнтинга # составляет острый угол с &
и, с другой стороны, при отсутствии пространственной
дисперсии равен полному потоку <§", вполне естественно, что волна
в этом случае затухает тоже в направлении к. Далее, при
отсутствии поглощения в монохроматической волне средний поток
энергии $ должен быть постоянен в пространстве или в случае
непрозрачной среды равняться нулю. Отсюда и следует (см.,
например, [10], § 3.3), что при отсутствии пространственной
дисперсии, когда $' = Ф, вектор к является либо вещественным,
либо мнимым, но не может быть комплексным (поглощение,
по предположению, отсутствует).
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Итак, возможное нарушение неравенства йя»гр>0 и свойств
B4,24) и B4,25) при учете пространственной дисперсии
обусловлено существованием потока энергии /8 '. Особенно нагляден при
этом случай изотропной среды, когда при учете пространственной

дисперсии групповая скорость игр = -тг может иметь любой знак

(если г;гр < 0, то вектор 1>гр антипараллелен вектору к). При
достаточно слабом поглощении понятие о групповой скорости
сохраняет свой смысл и, поскольку при гср < 0 энергия течет против к,
затухание волны тоже должно происходить в направлении,

противоположном к. Но это значит, что пк < 0. В непрозрачной
непоглощающей среде при учете пространственной дисперсии
вектор Пойнтинга 8 ф 0 я лишь $' = 0; именно поэтому и при
отсутствии поглощения для такой среды с л^=0 одновременно
и п Ф0.

Выше, как правило, речь шла не о самом векторе Пойнтинга

8 = г- [ЕН], а о его среднем по времени значении /9. Это

связано с тем обстоятельством, что в гиротропных кристаллах, т. е.
кристаллах, обладающих естественной оптической активностью,
и в случае магнитоактивной среды (в частности, в случае
ионизированного газа в магнитном поле) тензор гц эрмитов, но
не веществен, и «нормальные волны» в общем случае эллиптически

поляризованы. Поэтому вектор 8 = -т-1 ЕН ] с течением времени

меняет свое направление, причем его конец описывает за

половину периода, т. е. за время —, некоторую замкнутую кривую.

Приводить выражение для компонент вектора $ мы не будем,
так как в этом нет никакой необходимости. Укажем, однако, что
компоненты вектора 'Е определяются по формулам* приведенным
в § И, а магнитное поле плоской волны е1<шг-йг' равно

При вычислении вектора потока энергии $ следует перейти
к вещественным векторам Ей Н, например, в форме B4,19).
Соответствующие формулы для магнитоактивной плазмы можно
найти, например, в [105, 236]. Характер вращения вектора $
ясен из схематического рис. 24,2. Поскольку вектор N вращается,
его мгновенное направление не может, разумеется, иметь особого
физического смысла. В то же время, как было указано выше,
при отсутствии пространственной дисперсии среднее по времени
направление $ совпадает с направлением потока энергии (как
ясно из рис. 24,2, вектор $ направлен по оси конуса, описывае
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мого вектором #, и, таким образом, этот последний никогда

не совпадает с #, если только конус не вырождается в сектор
или прямую).

Вычисление вектора ьтр в однородной среде проще, чем

нахождение вектора $ или #. Таким образом, оперировать с
вектором $ в случае однородной среды нет ни особых оснований,
ни какой-либо необходимости (поэтому мы выше и не
останавливались на этом вопросе подробнее). Впрочем, возражать против

Рис. 24,2. Вектор Пойнтилга й>, средний но времени вектор в и вектор
групповой скорости «гр (индексы 1 и 2 относятся к необыкновенной

и обыкновенной волнам).

нахождения направления луча путем вычисления $ тоже не
приходится. Именно таким путем направление луча вычислялось
в работе [101 ], на которой мы еще остановимся в § 35.

Распространение импульсов в неоднородной среде.
Распространение импульсов в неоднородной среде в приближении геометри-.
ческой оптики происходит так же, как и в однородной среде
с изменяющимися свойствами (квазиоднородность). Другими
словами, в каждой области среды импульс распространяется с
групповой скоростью 1>гр, отвечающей однородной среде со

значениями параметров у = -| , и = —- и а такими же, как для
данной области неоднородной среды. Траектория луча есть кривая,
в каждой точке которой направление касательной совпадает
с направлением вектора г>гр.
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Сказанное ясно из самого смысла приближения
геометрической оптики и может быть формально оправдано следующим
образом. В неоднородной среде разложение B4,1) с произвольной
функцией д (к) незаконно, так как плоские волпы не
удовлетворяют в этом случае волновому уравнению. Однако, если
справедливо приближение геометрической оптики, можно, по
крайней мере в ограниченной пространственной области, разложить
поле Е (г, I) по решениям типа B3,12). Если при этом не
обращать внимания на медленно зависящие от координат предэкспо-
ненциальные множители, то поле можно записать в виде

Е (г, I) =¦ ^ 8 (к) с1 К<'»Ч*«Н Ш. B4,2В)
Разлагая теперь (л(к) в ряд, получаем:

г »'

Е(г,1)- = е1 л 1 \§(д)еЫк ¦> ¦' с1д, B4,2/)

где к {г) —волновой вектор несущей волны импульса и д = к — к.
Отсюда следует, что уравнение движения импульса имеет вид

г

~(д(г)-^д(г)Aг=сопвг B4.27а)
и скорость импульса, если производные д по г достаточно малы,

равна #гр = —77- = —Г7- (этот результат получается путем

дифференцирования равенства B4,27а) с г—г{1) по I); при этом по
смыслу разложения, предпринятого в B4,26), производная
берется при к- к (г).

Если приближение геометрической оптики неприменимо, то
поле Е нужно разлагать в интеграл по собственным функциям
волнового уравнения в данной неоднородной среде; для
линейного слоя в изотропном случае такими функциями являются
функции Бесселя или Эйри, как это ясно из § 17. Подробное
рассмотрение, необходимое, например, для определения
направления групповой скорости в вершине траектории луча при его
отражении от слоя, непосредственно не проводилось. В
условиях ионосферы и солнечной короны геометрическая оптика
неприменима лишь в узких областях, в связи с чем рассмотрение
траектории лучей вне пределов геометрикооптического
приближения малосущественно (см. также § 34).

В приближении геометрической оптики при нормальном
падении (волновой вектор к параллелен оси г) согласно B3,12)
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изменение фазы волны при прохождении пути т, равно
г

<р—^$в1>2B)йг. B4,28)
о

В том же приближении время группового запаздывания вдоль
траектории луча из равно (см. B4,16))

ГР"~ . угр1,2_ ) угрЬ2созе_ •' ^гр1,2г
О О О

1^д[ап^а'г)]^-=-^, B4,29)

где предполагается, что интегрирование вдоль луча происходит
до той же высоты г, что и в B4,28); точка т, может быть, в
частности, точкой отражения волны от слоя. Формула B4,29) отличается
от имеющей место в изотропном случае (см., например, C0,10))
лишь заменой п на ге1J. Несовпадение направлений г»гр и вектора

нормали 8 = |хт и отличие величины ггр от значения групповой
скорости в изотропной среде в B4,29) ни в чем, кроме замены п
на и1J, не проявляются, как это ясно уже из B4,16). Нужно,
однако, подчеркнуть, что это утверждение справедливо только

при предполагаемой независимости свойств среды от координат х
и у (см. в этой связи § 35). Заметим также, что соотношение

А^гр = у*- не связано с конкретным видом функции ф, а является
общим, так как соответствующее доказательство, проведенное
в § 21, совершенно не зависит от свойств среды. То же относится
к рассмотрению расплывания сигналов, и, таким образом,
результаты § 21 полностью справедливы и для данного случая.

Распространение импульсов в поглощающей среде. Мы уже
несколько раз затрагивали вопрос о распространении импульсов

при наличии поглощения. Строго говоря, вектор групповой
скорости ггр = <1(а/(Ие имеет вполне определенный смысл и
вводится только для совершенно прозрачной среды. Конечпо, уже
из общих соображений ясно, что при очень слабом поглощении
его роль может быть достаточно мала. Но каковы критерии этой
малости и, что не менее важно, как обстоит дело для сред с
сильным поглощением? Последнее особенно существенно в магнито-
активной плазме и в кристаллах вблизи линий поглощения, где
как раз и могут наблюдаться некоторые интересные эффекты,
обусловленные пространственной дисперсией.
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В изотропной среде направление распространения
симметричного импульса (пакета или цуга волн, сигнала) всегда будет,
очевидно, направлено по или против к, поскольку нет никакого
другого выделенного направления. Таким образом, для
изотропной среды нужно знать влияние поглощения только на
скорость распространения сигнала. Соответствующее исследование
[219, 220] свидетельствует о том, что при наличии поглощения
импульс, вообще говоря, искажается и о какой-либо его
универсальным образом определенной групповой скорости говорить
не приходится. Но как обстоит дело в поглощающей среде с
направлением движения импульса, т. е. направлением луча? Такой
вопрос представляет несомненный интерес, если только
направление луча не совпадает с направлением к уже из соображений
симметрии. Насколько нам известно, этот по сути дела простой
вопрос был рассмотрен лишь недавно [232, 233]. Кроме того,
учет влияния поглощения на скорость сигнала в изотропной
среде обычно проводится довольно сложным образом [219, 220].
В этой связи остановимся на поставленной задаче несколько
подробнее.

Средний поток энергии $' может быть вычислен и в
поглощающей среде, поэтому можно было бы предполагать, что
направление луча в этом случае есть направление $'. Кроме того, суще-

ствуют другие векторы ( например, Ке-^ ) , с которыми можно
было бы надеяться связать направление луча. Мы, однако,
убедимся в том, что никакого «универсального» направления луча
в поглощающей среде вообще не существует.

В соответствии с постановкой задачи, встречающейся в теории
распространения радиоволн и в оптике, будем считать частоту ш
всегда вещественной. Тогда в непрозрачной среде вектор к,
а вообще говоря, и вектор с1а/Aк оказываются комплексными.
Это обстоятельство, однако, не препятствует использованию
выражений B4,1), B4,4) и B4,4а), если только уточнить область
интегрирования и считать, что функция А существует и при
рассматриваемых комплексных значениях йт1йк. Таким образом,
при корректной в физическом отношении постановке задачи,
когда в соблюдении соответствующих математических требований
сомневаться не приходится, результат B4,4а) относится и к
непрозрачной среде. Но, очевидно, и в этом случае величины г и I
являются вещественными, а значит, при комплексном Ат/Ак
импульс не будет перемещаться как целое. В самом деле,
перемещение импульса как целого означает, что в некоторой точке г

и в любой другой точке г' = г -\- -гг Т функция А совершенно

одинаковым образом изменяется во времени, если только сдвинуть
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начало отсчета времени на интервал Т. При комплексном
й(а1йк, очевидно, точки г' уже также комплексны, а значит, при
перемещении в обычном пространстве функция А изменяется.
Вместе с тем в рассматриваемом приближении *) формула B4,4а)
дает полный ответ на вопрос о распространении импульса. Для
иллюстрации этого утверждения обратимся к двум более
конкретным задачам.
Рассмотрим распространение одномерного

квазимонохроматического импульса

с?со

B4,30)
в случае, когда

л - р=1
АA) = А0е-^, а>0, е(Я) = -^==.е *« , А--^-(га-1х).

Формула B4,30) сразу же дает следующее выражение для
Е{%,1):

Е(г,1)--=А0е{-а^г-^НШ-кг)У B4,31)
При наличии поглощения форма импульса с расстоянием
искажается и говорить о скорости импульса как целого уже нельзя.

Можно, однако, найти некоторую эффективную групповую
скорость, с которой распространяется точка максимума функции
\ Е (г, I) | . Для этой цели фиксируем 2 и находим время I,

отвечающее условию " = 0. Легко видеть, что в случае B4,31)

максимум амплитуды | Е | перемещается со скоростью -^ =

= -г-—-гт- . При несколько иной постановке вопроса, фиксируя I

и находя положение максимума импульса гт, видим, что в

случае B4,31) этот максимум перемещается со скоростью

йг™ _с Г а(®п) ( <*(<0И) V У й (От) \-2п-1

Из B4,31) ясна вместе с тем неприменимость полученных выра-
г в.т,т .. в, (сои)

жении для — и -— при достаточно больших —^—- г, что связано1т СИ й@

*) Речь идет об ограничении при переходе от B4,1) к B4,4) — B4,4а)
членами порядка д. При учете членов порядка д2 импульс расплывается
уже в прозрачной среде (см. § 21). Такое расплывание, однако,
определяется другими параметрами, чем в случае влияния поглощения.
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с непригодностью в таких условиях самого исходного
приближения B4,4).

В качестве второй задачи рассмотрим падение на
анизотропную поглощающую пластинку (например, слой магнито-
активной плазмы, занимающую область 0<2</)
монохроматического импульса (пучка) электромагнитных волн. Падение
считаем нормальным, т. е. «несущий» волновой вектор к =

— — {п (и, «) — гх (со, в)} «, в = {0, 0, 1}, в то время как к =

= — [п (со, в) — т (со, «) ] «, в = {$х, 8У, 8г}.

Считая импульс большим по сравнению с длиной волны, имеем:

где для сокращения записи введено обозначение п — п — ги.
Если функция § (вх, 8У) известна и удовлетворяет в физическом

отношении вполне естественным математическим условиям, то

выражение B4,33) в пределах применимости самого приближения
типа B4,4) — B4,4а) можно использовать для получения ответа
на любой вопрос, возникающий в эксперименте. Например, если
в качестве А{ (|, г\) выбрать функцию

Л, (I Л) = Л01е-"&+*\ а > 0, B4,34)

то согласно B4,33) сразу же находим Е-^г, I) при 2=1, а
максимум интенсивности определим из условий:

!1М = 0, -^1 = 0. B4,35)
Направлением луча при этом естественно назвать прямую,
соединяющую ТОЧКУ X = у = 2 — 0 И ТОЧКУ X — Хт, У = ут, 2,-1,
отвечающую максимуму функции | А г | . Значение хт и ут
нетрудно найти из формул B4,33) — B4,35):

п I 1 дп хт -= — Ке
п

.1 = -Г-^) ¦'.

»-=-в,(т^-)*--,= B4-36)
1 д\п\

|в| дзУ ;гУ=0
26 В. Л. Гинзбург

,1ЛёВ=У*™+у*т
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где б — угол между «лучом» и вектором к. При вещественном п
формулы B4,36) переходят в выражения, которые легко
получить для прозрачной среды с помощью B4,10) с зх — яу — О
и зг = 1 (см. [10], § 3.2).

§ 25. Отражение волн от неоднородного слоя

Отражение волн от слоя. Углы а — 0 и а — я/2.
Приближением геометрической оптики нельзя ограничиться, в частности,
в случае, когда одна из волн отражается от слоя, достигая
области отрицательных значений п2. Вместе с тем, в подобных
условиях еще нет обычно необходимости исследовать общее
решение системы B3,2). Напротив, как уже упоминалось в § 23
и ясно из качественных соображений, решение задачи об
отражении одной из волн может быть в хорошем приближении сведено
к исследованию одного уравнения второго порядка, а именно

уравнения типа

^1,2 , Ю2 ~2 „ _ П (9Ъ П
"^ГТ^-Пьг^,!-"! (<2&.1)

где функции §и2 как-то связаны с Ех и Еу. Обобщение
получающихся на таком пути результатов на случай наличия поглощения
в принципиальном отношении не составляет труда. В дальнейшем
поэтому ограничимся рассмотрением непоглощающей магнито-
активной плазмы.

Если а = 0 или а = я/2 (продольное и поперечное
распространение), система B3.2) строго распадается на два независимых
уравнения второго порядка. Так, при продольном
распространении введем новые переменные:

Р± = ЕХ±1ЕУ. B5,2)

Учитывая, что при а —0 (см. § 11)

п1г = п\ = А^С=\- \ , /Ц,2=±г, B5,3)
1 ± У и

легко видеть, что в переменных Р± система B3,2) сводится к
уравнениям:

а2Р1 , ш2 , р а*Р± . ш* /. V \ „ п /ос ,.
-1-^ + -г„»±^± = -5-^ + -г^1___^± = 0. B5,4)

Каждое из уравнений B5,4) совпадает с уравнением B5,1) если
положить #1J -~Е±', в частности, если V есть линейная
функция г, т. е.

у=й2 + Ь, B5,5)
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то каждое уравнение B5,4) эквивалентно уравнению B5,1) для
линейного слоя со всеми вытекающими отсюда следствиями
(см. § 16).

При поперечном распространении (а=я/2) получаем:

1 1—и—р ' 1 = 0,

5 = 1-1;, С = 0, К2

1

= 10О, ]
B5,6)

и система B3,2) принимает вид:

а*Ех + 72" П1Ех '¦
(РЕ.

а*Е,

А&

0-г^)*.-°-
— "Т" /-2 '"а"»

B5,7)

т. е. уравнения разделяются и имеют форму B5,1) с §1 = Ех
к 8г = Еу.

Второе из уравнений B5,7) совпадает к тому же с уравнением
для изотропной плазмы, поскольку п\ = п\ = 1 — V.
Уравнение же для Ех и при V = ат. нелинейно зависит от ъ. Однако для
справедливости ряда формул нужно лишь, чтобы функцию п\ (г)
можно было заменить линейной только в области, где
неприменима геометрическая оптика. Выбирая начало координат в точке
п\ = 0, положим

и = \±Уй+ах, B5,8)

где знак (+) или (—) берется в зависимости от того, вблизи
какой из двух точек п\ = 0 ведется рассмотрение.

Тогда при условии

1±Уи «1
имеем:

B5,9)

B5,10)
1 1+УЙ'

и первое уравнение B5,7) сводится к B5,1) с линейной зависщ-*
МОСТЬЮ П2 ОТ 2.

Использование условия B3,19) и выражения B5,10)
показывает, что геометрическая оптика применима, если

:|»( !±_Уи ц 1/з-8.—ЙГ/ • B5'И)
Таким образом, если условия B5,9) и B5,11) выполнены

одновременно, то функцию п\ (г) в первом уравнении B5,7) можно
2й*
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считать линейной во всей области, где неприменимо
приближение геометрической оптики (это обстоятельство позволяет
получить некоторые важные общие формулы, на которых мы
остановимся в § 30). Для ионосферного Р-слоя а ~ 10~6 -г- Ю-7,

к0 ~ 6-Ю3 см, и при 1 ± У и ~ 1 условие B5,9) означает, что
г < 106 -г- 107 см, а условие B5,11), что % > 104 см, т. е. оба
неравенства вполне совместимы.

Приближенное решение при произвольном угле а. Распадение
уравнений B3,2) на два независимых уравнения второго порядка
при а = 0 и а — я/2 связано с тем, что в этих случаях
поляризация волны не зависит от г (т. е. К 1,2 — сопз1). Вообще же
К = К(%), уравнения B3,2) не распадаются и могут быть
приведены только к одному уравнению четвертого порядка для Ех
или Еу. Здесь целесообразно поэтому прибегнуть к
приближенному решению (см. [237]; несколько другим методом этот вопрос
рассмотрен в работе [238]; см. также [105]).

Если перейти к переменным

Р±-^ЕУ±КЕХ, B5,12)

где в зависимости от характера задачи К = К1 или К — К2,

то уравнения B3,2) принимают вид

<рр+ к' ар+ . «2 (А+в , .с(к*—\у

то уравнения B3,2) принимают вид ( К' — -т- , К" = -т-^) :

+ {(т)'-й}'--^+2{^+*1&Ьй}'-

а*Р_ К' йР_ ю2 (А--, В . С(К* — 1)
Лг* К йг +

(А~ В . С(К*-1) 1
[2 1 гк ) Р-

'\\к; 2К\Г-~ТК йъ ^ С2 \ 2 ЧК ) +

Учитывая, что в силу A1,3) и A1,26)

А+В 1С(К* — 1) _ 2 В—А 1С(К.1-'Г\) п
2 + гк п " 2 гк = и'

и оценивая порядок отдельных членов в уравнениях B5,13)
и B5,14), оказывается естественным искать решение этой системы
п виде

Р± = Р^-'ГР^\ B5,15)



§ 25]

где
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№1 \р^\

Л0)и величины Я у удовлетворяют уравнениям:

а*Р^ К' ар^
йг2 К йг ^0)^^+1)^@)^К

К' №{+ со2 1С(К*-\) р@)
ГУ -7 _ _ О ТУ ¦»
к а* к

:0.
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B5,16)

B5,17)

Таким образом, будет применен, по существу, метод теории
возмущений.

Легко убедиться в том, что в приближении геометрической
оптики отвечающие нормальным волнам решения систем B5,13) —
B5,14) и B5,17) совпадают с результатами, приведенными в § 23
(в приближении геометрической оптики Р+ = 2ЕУ = 2КЕХ иР- — 0)>

Используя B5,15) —B5,17), из B5,13) и B5,14) получаем
уравнения для Р^:

0^A) К> й№ , Ш2
Й22 К йт, ¦п*1ф- 1С(К*\-1) ^A)_К

{*-&)'} *?-**>¦
К' арр ш*1С(К*-1) „A)_
К Лт, с* К -

а*р™

к' а№
К Аг

К' ЛРф
\ B5,18)

й& К Й2

-5^^+Ш-СтJ}^0-^-
?A)Исключая в B5,17) и B5,18) соответственно Р^ и РA', после

простых преобразований имеем:

&рф гк' дру> , оJ Ь(А0))Й22 #(#2 — 1) йг
¦тг^(+0) = 0,

2Я' <2Л°> со2 ^К^+1~\ „@) ЛГа.|-1й2/-(о)

?(°)\

Я(Я2-1) йг с2 ^^2-1 /г' #2 — 1 <2г2

B5,19)

B5,20)

Если условие B5,16) выполнено, то приближенное решение
имеет вид Р^ и получается из уравнений B5,17) или \ 115,19).

Для дальнейшего существенно поведение функции К, 2
(см. A1,26)г и A1,27)) вблизи точек отражения у2о=1 и уХо —
= 1 ± У^и. С точностью до членов высшего порядка относительно
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„(±)\(у — у2о) и (и — у\о) имеем:

К1 (у & 1 ± У«) — ± г сой а -г

Уи8Щ2

г атласов а

УйA+соз2а) (и-1+У»),
Кг(иъ1)--=1

а

A —г) сова '
г 8ша а соз (п2, ;а /^Л

V <** уВ10 Уи(Н-со82а)
/^<ч\ _ г зш2 а соз а /а^Л
^ Л2 у„10— уцA + со82а) Ч<*22Л«о

+ 1 . 2 8т2асо8аC"{-Зсо82а-|-со84а) /ЛЛг
и A-Ьсоз2аK \Л1/ I

B5,21)

Рассмотрим теперь распространение волны типа 1 в области
точек V&=^ ±Ущ в этом случае везде в B5,13) —B5,20) мы
должны положить п2 = п\ и К — К± (для волны типа 2 в этих
уравнениях нужно положить га2 = п\ и # = К2, но этот случай
не интересен, так как для волны 2 в области точек V^о\ по
предположению, применимо приближение геометрической оптики).

Полагая в B5,19)
„@) __ #! @) ¦8+', B5,22)

для $^ получаем:
а^> (ЗКЬ№ __|_},@)=0_ B5J3)С2 "^ Д-2(Д-8_1)а^2 ¦ 1с2 '-1 ' а:?(/с?-1J /С1

Это уравнение имеет вид B5,1), но отличается от него членами,

содержащими К1. дт члены порядка ( -з- ) и ( ;гт ) > т- е-

в ионосферных условиях порядка 10 2ч- 10 4(г; — ат., а~10~6-г-
йJ

-н10-7). Одновременно-2--~ 10  и, следовательно, члены с Кг
существенны только при п\ ^ Ю-5-:-Ю-7, в то время как
первому максимуму напряженности поля отвечает значение

»; в.2
1 '

1 4я2

2
-0 у/з_ ( ^л1 I ^0 ^2/3ёг | 2я у

10"

(см. C2,2) и далее). Таким образом, влияние членов с К^
ничтожно, оно сводится к смещению точки, где коэффициент у #+0)
обращается в нуль, на Аг — 0,1 -=- 1 см (для ориентировки
принимаем, что п\ ~ ог) и к ничтожному изменению фазы ф на Дф~10~6.

Итак, вблизи точки отражения решение уравнений
распространения сводится к уравнению B5,1), причем для самих полей
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появляется также амплитудный фактор ' (см. B5,22)),
у\—к±

необходимость присутствия которого выясняется еще в
приближении геометрической оптики B3,11).

Разумеется, этот вывод справедлив только, если соблюдено
условие B5,16), т. е. величины /\>) действительно являются
приближенным решением системы B5,13) — B5,14).

Решение уравнения B5,20) имеет вид:

Р^ = Р0 $ {д^-в $ ^ЧК»-1)Й*'} йг, B5,24)
где Р0 — решение того же однородного уравнения, т. е.
выражение B5,22). Согласно B5,17)

-*» _ с«_ К' ЛЕТ . B5 2Б)

далее, вблизи точек гДо — 1± Vй величина С не стремится
к нулю, а К1 не стремится ни к нулю, ни к бесконечности
(см. B5,21)). Поэтому в рассматриваемом случае

/«<$*?-(ё),,.-?*(%)Л^ <25-26>
(здесь для простоты опущены факторы, содержащие и и зтга,
которые обычно порядка единицы). Для обоснования соотношения
B5,26) учтем, что в приближении геометрической оптики

дгрт м2 @) со <1п± „@)
йъъ "Г С2 п1г - с йгг~ '

а в области, где п\« 0, отклонение от приближения
геометрической оптики порядка самой величины поля, т. е.

%~Т~ )~значение п1 ПРИ % — 2^ (см* РезУльтаты § 32);

„™ ^г^Я1^)<й^о, и согдЯасно B5Д7) <^(_0)^
С-') дрЮ)

—^— , откуда и вытекает выражение B5,26).
Подставляя в B5,24) значение / (г) МB5,26), можно видеть, что

В интересующей нас области вблизи точки п\ = 0 имеем
(-г) 2 ~ аъ < 1; таким образом, условие B5,16) выполнено,
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и решение Е+} является хорошим приближением, тем более, что
фактически уже в B5,27) знак < можно заменить знаком <С.

Для волны типа 2 вблизи точки отражения V20 = 1, где п\ =
= 0, напротив, приведенное приближение незаконно.
Действительно, как следует из A1,3) и B5,21), вблизи этой точки С ~

A - V), Кг , в B5,25) Л0'
1 <Н?т

-. -р^ и в / (г) главный
•(

член ~ ц_1;)зР(+)- Поэтому условие B5,16) не выполнено и все
приближение не годится. Это связано с тем, что как раз вблизи
точки V = 1 поляризация волны 2 резко изменяется (см. рис. 11,9).
Областью V та 1 придется поэтому заняться особо.

Положим в этой области

р=1 + аг, B5,28)
где

|а*|«1. B5,29)

Тогда с точностью до членов высшего порядка малости система
B3,2) принимает вид (см. A1,3)):

й& Г с* \\ И51п2ау х уи8т2а "/
Г. аг с03 а г? _ аг „ 1 „ V , а>* > B5,30)

Далее,

81ГО
, К2 ==

]/и 81Паа
B5,31)

В приближении геометрической оптики и при условии, что

I %2 I | "|/Й 8Ш2 а <1, B5,32)

выполняется неравенство Еуг = | К21 > 1 (при у = 1 волна 2
в случае однородной среды линейно поляризована (см. A1,26)
и рис. 11,9). Это обстоятельство делает естественным
использование приближения

ЕУ = Е^ + Е«\ ЕХ = Е«\
причем

|41>1<14°)|. 1^)|«14°)|

B5,33)

B5,34)

<^Я«»

Л2

(О2

с2 8ш2 а Е^ = ^ + ^п1Е^ = 0. B5,35)
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Для ЕХ/у имеем (см. B5,30), B5,34) и B5,35)):

^1 + ^A ^_)^)^^^^4°)^/1B), B5,36)

^+Х^™^Е™-^^ВУ~Ъ. B5,37)С?22 С2уи8;п2а Х С281П2а У V ' /

Решение уравнения B5,36) таково:
г

Ех1) - Дж0 ^ \-щ-о \ к СО Ех0 Ы } Й2, B5,38)
где Ех0 — решение однородного уравнения B5,36). Для оценки

величины B5,38) можно положить Ех0 — е с ; учитывая далее,
что в рассматриваемой окрестности точки V = 1 показатель п\ < 1
и поэтому зависимость #(у0> от 2 значительно слабее (см. B5,35)),
чем эта зависимость от г для Ех0, имеем:

При условии B5,32) и, строго говоря, если это условие B5,32)
справедливо и для 2 ~ Я0, из B5,39) вытекает второе неравенство
B5,34); первое из этих неравенств следует из уравнения
B5,37). Таким образом, при условиях B5,29) и B5,32)
принятое приближение законно. Заметим, что в разбираемом случае
применимость приближения геометрической оптики, как
следует из B3,19) и B5,31), эквивалентна соблюдению неравенства

121»(Й^I/3- <25'40>
Например, при а ~ 10~е, ~ ~ 103 см и 'Уи ~ зт а ~ соз а ~ 1
условия B5,29) и B5,32) означают, что 2 < 106 см, а
условие B5,40), что 2 > 104 см. В этом случае, таким образом,
выбранное приближение справедливо и в области, где уже применима
геометрическая оптика. При малых а положение ухудшается, но

даже при зт а ~ а ~ -^ условия B5,32) и B5,40) таковы: 2 <
< 101 см и 2 > 2-Ю3 см. При менышЦс значениях а приближение
уже не может быть справедливо и| |за эффекта «утраивания»,
связанного с взаимодействием воли'» 1 и 2 в области V та 1
(см. § 28).

Уравнение B5,35) имеет вид B5,1) с %г — Еу, т. е. на
рассматриваемое решение непосредственно переносятся все
результаты, получаемые для изотропной среды.
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Выше мы не только стремились показать, что в области точек
отражения можно пользоваться уравнением типа B5,1) для
отражающейся волны, но и переходили в этой области к линейному
слою. Последнее связано с тем, что в подавляющем большинстве
случаев для толстых слоев достаточно ограничиться точным
решением волнового уравнения для линейного слоя (см. § 30).
Линейная аппроксимация функции п\<2 (г) вблизи точки отражения
недопустима практически только вблизи критических частот,
когда точка пги2 (я) = 0 приближается к максимуму слоя. В этом
случае, при соблюдении условий, ясных из вышеизложенного,
волны 1 и 2 также можно считать независимыми.
Распространение каждой из них поэтому также может быть рассмотрено на
основе уравнения типа B5,1).

Полученными в этом параграфе результатами мы еще
воспользуемся в § 35, посвященном вопросу об отражении радиоволн
от ионосферы при учете влияния земного магнитного поля.

§ 26. Предельная поляризация волн, выходящих
из слоя неоднородной магнитоактивной плазмы

Введение. Некоторые оценки. При распространении
электромагнитных волн в неоднородной магнитоактивной среде
приближение геометрической оптики неприменимо, в частности, в начале

слоя при V = —:—~ -*- 0. Причина этого была выяснена в § 23

и, коротко говоря, связана с «поляризационным вырождением»,
имеющим место в вакууме или любой изотропной среде
(вырождение обусловлено тем, что в изотропной среде нормальными
являются волны любой поляризации).

Остановимся здесь на выяснении влияния области малых
концентраций (т. е. начала слоя) на поляризацию и фазу
выходящих из слоя волн (например, волн, возвращающихся на землю
после отражения от ионосферы).

Проще всего произвести оценку того вклада, который вносится
в значения фазы волны и коэффициентов ее поляризации К^г
в результате распространения в области с малой концентрацией.
Для этой цели можно рассматривать [237] непосредственно
уравнения B3,2) с подстановкой в качестве А, В и С
значений B3,21), относящихся как раз к области у< 1.
Приближенное решение получающейся системы можно найти, выбирая

за нулевое приближение либо решение типа Е1х,у = сопзЪ е с ,
либо более точное решение в приближении геометрической оптики.
Не останавливаясь на вычислениях, укажем лишь их результат
для случая, когда V = а% (для зависимости типа V — агт, где т
не слишком велико, результат получается такой же).
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Поправки к нулевому приближению (точнее, отношение

членов первого приближения к нулевому) — порядка аъ и "аз .

В области, где геометрическая оптика уже применима, т. е.
выполнено условие

а\ьп\

(см. B3,23)*), основным является член~-^—. В верхних слоях
Ло

ионосферы это отношение меньше единицы. Действительно, при

а_ Ю-6-МО  и ^~Ю3 см имеем:
?^!!_A0-9ч-10-10J2;

таким образом, при г ~ 104 см получим -\ 0,1 -г- 0,01 -С 1,

и в то же время геометрическая оптика применима, так как
А

~- ~0,1 < 1. Отсюда следует, что поправка к фазе и к отношению 2Я2
Еуи2

амплитуд К1 2 = -г— много меньше единицы, и, таким обра-

зом, фаза и, главное, поляризация волн, отражающихся от
ионосферы, в хорошем приближении получаются при применении
геометрической оптики с самого начала слоя, т. е. без учета
области, где условие B3,23) не выполнено и геометрическая
оптика неприменима. Для поляризации волн, отраженных от слоя,
можно поэтому пользоваться формулой A1,29). Объясняется этот
результат просто тем, что в начале слоя (при V -»- 0) в
рассматриваемых условиях верхней ионосферы разность фаз обеих волн
и изменение их поляризации настолько малы, что не
представляют интереса безотносительно к тому, точно или не точно они
выражаются в приближении геометрической оптики. Например,

у 2яаг2
разность фаз в начале слоя порядка —т— , т. е., как показано

выше, обычно весьма мала. Сама же фаза каждой из волн
определяется значением п1J, которое в начале слоя близко

) Напомним, что условие B3,23) было получено в § 23 в
предположении, что множители тина и — 1,
Поэтому при и ->- 1 (область гиро! •( )8^а, зш'о и т. п.— порядка едипицы.I стоты) и при а -> 0 и а -*¦ я/2 оценки
нужно делать более тщательно. П--.'[ этом, очевидно, при а = 0 и а = я/2
геометрическая оптика может быть в начале слоя всегда применима,
поскольку в этих случаях поляризация от у не зависит, т. е. К' = 0. Уже отсюда
ясно, что при а -»¦ 0 и а -»¦ я/2 неравенство B3,23) является более сильным,
чем нужно.
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, (О 2Л2 ,,
к единице, так что фаза ф4 2 «— 2 — -г— в первом приближении

не содержит никакой ошибки.
Неприменимость приближения геометрической оптики в нача-

ле слоя могла бы быть существенной для ~ ~ 103 еж при а >

^ 10~8 ( см. приведенные выше оценки величины -4— )•
„ 4ле2Л^ 0 .0 , А(Д (г) Х0
Поскольку у— 2- = д,1о-0)у—^, параметр а при ~^ =

== -^ = 103 см порядка а ~ 3,18- 10е~/^ ~ 3-Ю  ^"ЗГЛ" Для
того чтобы в этом примере было а ~ 10~5, нужно значение -^- ~
<~ 3, в то время как в /''-слое обычно -т- ~ 0,1

(полутолщина слоя 2т ~ 100 кж, Лгтах ~ Ю6). В начале слоя естественно

к тому же ожидать уменьшения -т- . В .Ё-слое величина

2яаг2_ 3,18-10% /Ш\ 2
к0 2яс2 V. йг у о

обычно больше, чем в /''-слое, так как волны, отражающиеся
от Р-слоя, длиннее. Вместе с тем в .Ё-слое по той же причине

условие применимости геометрической оптики ~- < 1 жестче,

чем в Р-слое. То же в еще большей степени относится к области
ионосферы, расположенной ниже 2?-слоя. От этой области
отражаются длинные и очень длинные волны, для которых
геометрическая оптика становится неприменимой не только из-за

«поляризационного вырождения» в начале слоя, но и в силу недостаточной

медленности изменения показателей (п (г) — Ы B)I]2 на
расстояниях порядка длины волны. Таким образом, для длинных
волн вопрос о предельной поляризации должен рассматриваться
лишь как одна из сторон более общей проблемы. На этой
проблеме отражения от ионосферы длинных и очень длинных волн мы
останавливаться не будем (ее исследованию как без учета, так
и с учетом влияния земного магнитного поля посвящен ряд

работ; см. [32, 43, 192, 193, 239—245], а также
дополнительную литературу в конце книги).

Приближенное решение. Для не слишком длинных волн
вычисление предельной поляризации может, очевидно, производиться
на основе использования геометрикооптического приближения.
Точнее* решение можно искать в форме «взаимодействующих»
нормальных волн геометрикооптического типа. Выше при оценке
роли начала слоя для вычисления коэффициентов К^г и фазы
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ф1J мы, по существу, так и поступали. Использованный метод
возмущений позволяет без труда установить критерий малости
отклонения величин К^,2 и ф112 от их геометрикооптических
значений. Для того же чтобы более полно выяснить характер
взаимодействия нормальных волн в начале слоя, нужно решить задачу
в- условиях, когда это взаимодействие достаточно велико.

Вопрос о предельной поляризации выходящих из слоя волн
рассмотрен в нескольких работах (см. [105, 237, 246—250]).
При этом приводимые ниже вычисления [248] основаны на
применении некоторой системы «связанных волновых уравнений»,
широко используемой также при решении других задач [105,
238, 251 ]. Эта система тождественна с основной системой
уравнений B3,2), но иногда более удобна. Впрочем, подобное
утверждение об удобстве является довольно условным и часто определяется
только привычкой. Соответствующие уравнения уместно, тем
не менее, привести, учитывая хотя бы факт их использования
в ряде статей.

Введем вместо Ех и Еу новые функции Ех1 и Ех2:

Ех = ЕХ1 - (¦- Ех2, Еу ----- Еу1 -I- Еу2,

Еу1~- К^ЕХ\1 Еуч ----- К2ЕХ2,
21/ и A —18 — V) соз а

#1,2B)= — I и 81П2 а + "I/  81П4 а--;-4и A — гя — г.»J соз2 а
B6,1)

(волне 1 отвечает нижний знак и волне 2— верхний знак). Смысл
производимой замены состоит в том, что для однородной среды

отношения -ТГ- и -— такие же, как для необыкновенной и обык-
»х1 &Х2

новенной волн (коэффициенты Ки2 в B6,1) суть коэффициенты
A1,25), определяющие поляризацию нормальных волн в
однородной среде). Именно по этой причине новые функции отмечены
индексами 1 и 2, хотя в общем случае неоднородной среды они
могут не иметь ничего общего с нормальными волнами 1 и 2 в
однородной среде.

Для функций Ех,у1 и ЕХ,У2 или их комбинаций можно получить
систему уравнений, эквивалентную исходной системе B3,2).
Такими уравнениями являются, в частности, уравнения B5,13)
и B5,14) для величин Е± = Еу ± К1JЕХ. В работах [238, 248,
251] производится, однако, еще одно преобразование, а именно
вводятся функции ч.

Щ = #«/1=1^1 \\^ЕХ2УТ=К\, B6,2)
где 2?*1, г — функции, определенные согласно B6,1). Для
-функций П1, г система B3,2) приводит к эквивалентным ей
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уравнениям

041^

ат2

¦ <Ш2

йт?

B6,3)

причем функции (я—«4I,2 определяются формулой A1,5) и

V- _1_ . 0_, /С2—12 1 Аг /С2+1
ЛК2

К1-1 йг

4 0,7.

1 — V — и -\-1 "|Л*8181^0'
2соза

1— у — 1$ — г . ~\/и 81П2 а
сое а-*

B6,4)

Нужно заметить, что преобразование B6,2) недопустимо при
или К-2=-А. Поскольку всегда К1К2=\ (см. A1,27)),

условие влечет за собой равенство К\ = \ и наоборот.
тт г^2 т^2 . 4леЩ (г) . ^эфф
Далее, Л1 = л2 = 1 только при V — ^ = 1, 5 = = $к =

~~77" Г (СМ- AМ)I и, таким образом, системой B6,3) нельзя^ I С08 С*

пользоваться лишь в этом случае.

Если внешнее магнитное поле Нт может считаться
однородным, то в B6,4) нужпо дифференцировать по г только V и 5.
При этом

V" 81п2а

Чг = 4соз а

A- -"J +

I (д,у | . йв
М281П4а \Й2 ' «?2 B6,5)

4 сов2 а

Характерно, что даже при полном отсутствии ионизации,
А X 1ТГ <** 1 °^Эфф

когда у = 0, функция 4х отлична от нуля, если -г- — ^—
Этот результат вполне понятен, поскольку при и=-0

2 ~\/и A —15) сое а

#0.

*.,:
и 81П2 а + "|/и2 81П4 а + 4и A — г'«J соз2 а

B6,6)

т. е. коэффициенты поляризации и при V = 0 зависят от $
через 5 (г).

Система B6,3) является точной, и из нее при отсутствии
ионизации, конечно, следует очевидный с самого начала вывод о неизмен-

Л ЕУ1-\-Е1 2/2
ности поляризации ( т. е. о постоянстве отношения •=-.= ¦=—т-ъ

хотя вспомогательные величины П4 2 и зависят от г. Вместе с тем



§ 26] ПРЕДЕЛЬНАЯ ПОЛЯРИЗАЦИЯ ВОЛН 415

уже этот пример перехода к неионизированной среде, как и
упомянутое требование К\,2Ф 1, свидетельствует о том, что
система B6,3) отнюдь не всегда может считаться удобной для
применения.

Задача о предельной поляризации решается на базе
уравнений B6,3) в предположении о применимости в начале слоя гео-
метрикооптического приближения для уравнений

^ + 5.(,,-*х)?.2П118 = 0. B6,7)
Соответствующие частные решения таковы (см. A6,11)):

П@) - 1 ±4 Т I <п-{иIйг
И1,±— ¦-,/-, т-т-е >

у (п.— гхЬ

шГ \ B6,8)
П@) 1 ^7 1 (п-ШJагш

При отсутствии поглощения эти выражения хорошо
аппроксимируют точные решения уравнений B6,7) при соблюдении

условия ~-
Аг

< 1 (см. A6,22)); при наличии поглощения

аналогичные условия в несколько символической форме записы-
й (п— 1ХI,2

ваются так тт-—, :-тз—< !•
2л (га —гн)?, 2

Уравнения B6,3) можно записать в виде:

ЛШл . СО2 , • \2тт л 1 \ й2По , Ш2 , . ч2гт 1 I \ "\
¦йГН-3-(П-1»СIП1=/1B)' ^Г+72-(ге-1ХJП2 = /2B). I

/^та^^Ъ + гч^, /2= 4^-^-24^.
Принимая в качестве решений однородных уравнений B6,7)

выражение B6,8), мы можем теперь найти решения системы
B6,9) по известным формулам, получающимся в методе
«вариации постоянных». Именно, если П1;+ и П^- являются
решениями однородного уравнения B6,7), то частное решение
неоднородного уравнения B6,9) для П! таково:

ш ^и-п п ч«ДЦ.+ B6,10)

Решение для П2 получается про^го заменой индекса 1 на 2. Для
решений B6,8) вронскианы равны \Уг = ]У2 = — • Кроме
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того, в задаче о предельной поляризации для плавного слоя

можно ограничиться рассмотрением волн, идущих только в одном

направлении (из слоя). По последней причине в решениях типа
B6,10) с функциями B6,8) в качестве П1;2,± нужно оставить лишь
члены, пропорциональные П^2,+. В результате имеем:

П,

П9

шй»+
2

с̂

5 /1ПA?>- йг;

2 *̂¦ \ №%-
B6,11)

йг.

Эти выражения еще не являются решениями задачи, поскольку
сами функции /1J зависят от П1J. Тем не менее, они могут с
успехом использоваться при слабом взаимодействии между волнами
1 и 2, когда функции /112 малы. Проще всего воспользоваться
здесь методом последовательных приближений, называемым также
методом теории возмущений. В применении к выражениям B6,11)
этот метод сводится к подстановке в /1>2 в качестве П112,+ решений
№,"!,,+. Так мы, по существу, уже поступили в начале настоящего
параграфа в применении к исходным уравнениям B3,2). В работе
[248] проводится более полное решение, но лишь для конкретного
ионосферного слоя. Все вычисления в своей совокупности
довольно^ громоздки, хотя и просты по идее. Ограничимся поэтому
только указанием общего хода расчетов и их результата.

Решения П1J ищутся в виде:

1@)
П1,2-=А,2B)ПГ2,+, Л^щ{1)е

X

А2 = и2 (г) е 'г»

-*27 \ ( -П1)йг
го

' } B6,12)

где точка 20 выбрана вне слоя, так что п2 (г0) — щ (г0); при
наличии поглощения здесь и везде ниже нужно просто заменить п1J
на (п —

гипофункции Аи2 (г) при слабом взаимодействии могут считаться
медленно меняющимися по сравнению с П^2,+.

Далее, для конкретных условий, отвечающих началу
ионосферного .Б-слоя, как показывают оценки, можно пренебречь

множителями Ч^П^'+Ц
@)

ПО!

и ^Щ0,_ п:ь + и им аналогичными
еШ@) <Ш<0>

сравнению с 2^И^- ь + и 2ЧГП<°,_ ,а,+ . Впрочем, возможностьЛг
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такого пренебрежения вполне естественна и без дальнейших
гШ@)

оценок, поскольку производные Ь2 содержат большой множи-йт.

тель отсутствующий у отбрасываемых членов. В итоге для

функции «1,2 получается уравнение

с1*и 1, 2
<1г2

Если

{ЧН + Т7^-П«I-7Т^^-В4«1,2 = 0. B6,13)

У|2» 4с2 (и2 — ГС,J — -5-
г 03 й

77 (га2 —«4) B6,14)

уравнение B6,13) оказывается практически таким же, как при
щ-— п2. Но для изотропной среды результат решения уравнений
известен заранее и состоит в том, что поляризация волны остается

неизменной (поэтому мы и не будем проводить здесь
соответствующего доказательства, связанного просто с переходом от и1у2 к П1J
и затем к полю Ех>у). В обратном предельном случае

Ч\г« 4с2 (га2 — щJ — - _ _ (ге2 _ щ) B6,15)

в уравнении B6,13) можно пренебречь членом с Т2 и, учитывая

медленность изменения и1>2 с г, найти и^2 = сопз1 е гс
Отсюда для Л1;2 и П4J получаются, в частности, решения Л1>2 =
— соп81 и П1>2 = сопз1 П^ц. (см. B6,12)), т. е. волны П15 +
и П21+ не взаимодействуют. Таким образом, область
взаимодействия при определении предельной поляризации отвечает условию

1ЧЧ 1 со2 (п2— га,J I ш а

(п2 — щ) B6,16)

Обычно один из членов в правой части этого выражения мал
по сравнению с другим. Так, например, для модели слоя,
принятой в [248], при / > 1 Мгц (к0 < 300 м) можно пренебречь чле-
0) Л , ч Ш2 номс йг (ге2 — п4) по сравнению с -% (п2 — га^2, а при /
•< 0,5 Мгц (л-о > 600 м), наоборот, доминирует второй член.

Результаты расчета. Уравнение B6,13) имеет вид волнового
уравнения в изотропной среде (см. A6,3)), и его исследование
может быть доведено до конца. Это и сделано в [248] для
случая, когда

п2 — п1 --- сопй{ еРг, <| ЧР = сопз1 и Х0 < 300 м.
Результат расчетов состоит' /в том, что предельная поляризация
-7 в. Л. Гинзбург
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выходящей из слоя волны 1 или 2 равна

(

8

1,2
= к

К(?\(Е-в)-{Е + б)
1,2 =

(р-8)-к^2{Р-\-е) '
ГA-г)
ГA+г) ' 1Т

B6,17)

Здесь Г (х) — гамма-функция и К[\ (гь) — обычные коэффициенты
поляризации (см. A1,25) или B6,1)), в которые нужно подставить
значение концентрации электронов на уровне 2Ь, определяемом
из условия

У* Ы = ^ (п2 Ы - Щ Bь)). B6,18)
Для конкретного примера [248], относящегося к началу .Е-слоя
и Я0=300ж, в области взаимодействия 1ЧМ ж2-10~8 смг1, г « 2-10~3

и — ж — 0,973 ( для более коротких волн значение | Ч*1| еще меньше,

а отношение еще ближе к единице ) . Если же —= —1, то

С -%\, = Хи> = №Ы- B6,19)

Таким образом, в рассматриваемом примере для волн короче
300 м предельная поляризация практически такая же, как в
приближении геометрической оптики для среды с параметрами,
отвечающими точке 2ь, определяемой условием B6,18). Эта точка
комплексна, так как в начале слоя поглощением, вообще говоря,
нельзя пренебречь и везде выше вместо га2 — «1 фактически
фигурирует разность (п — Ьу.J ~ (п — 1хL. Однако для
достаточно коротких волн (здесь для волн с К0 < 300 м) опять имеет
место упрощение и координата ъъ может считаться вещественной.
Более того, оказывается, что точке гь отвечают весьма
небольшие значения параметров г; и я. Это и попятно, так как в начале
слоя у<1 и 5<1. В итоге получается почти тривиальный
результат: в качестве К^ч = К[  нужно взять предельное
значение

^1,2 =

*1,2 = К%

2~[/и соза
и зт2 а + ~[/и2 51П* а + Аи сов2 а

B6,20)

вытекающее из A1,25), B6,1), B6,6) при V = 0 и 5 = 0.
Другими словами, в конкретных условиях, рассчитанных

в [248] до конца, приближение геометрической оптики
фактически применимо и для вычисления поляризации в начале слоя.
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К такому выводу можно было бы прийти уже на основе оценок,
приведенных в начале этого параграфа. Мы осветили тем не менее
путь более подробного расчета, имея в виду методическую сторону
дела и возможность подобрать другие примеры, в которых
взаимодействие более существенно. В ионосферных условиях, в области

взаимодействия B6,1о), все же, по-видимому, всегда V = тш2 <

< 1, 5 = < 1, и значение предельной поляризации
определяется только земным магнитным полем, т. е. величинами и
и а. Отсюда ясно, что экспериментальное определение предельной
поляризации не может служить источником новых сведений
об ионосфере (поле Нт в нижней части ионосферы известно,
разумеется, с достаточной точностью).

В случае солнечной короны, напротив, магнитное поле плохо
известно и измерение предельной поляризации могло бы быть
очень интересным. Здесь встречается, однако, другая
трудность — она связана с отсутствием информации о характере
поляризации или типе волны до достижения ею «границы»
короны или, точнее, области взаимодействия. Не исключено, тем
не менее, что из дополнительных соображений можно будет
иногда считать выходящую из короны волну обыкновенной без
примеси необыкновенной или наоборот; измерение поляризации
такой волны позволило бы получить ценные сведения о
магнитном поле в короне на «уровне взаимодействия».

§ 27. Поведение поля волны, коэффициенты отражения
и прохождения при наличии особенности у показателя
преломления

Введение. Особенности (полюса) у показателя преломления.
Одной из характерных черт неоднородной магнитоактивной плазмы
является возможность обращения показателей преломления «1,2
в бесконечность в условиях, когда электронная концентрация N (г)
остается конечной. Действительно, как об этом уже говорилось, при

данном значении и = —%- < 1 значение п\ —> оо при V —> и1оо =.

-- =— — -. д—! если же и со&1 а > 1, то п: —> оо при V —>тал2 1 — и сов2 а' ' 2 г
Атхр^М и 1 >—-р

""* У2о°= т(о2°° = ЦС082а-1 ' Ход КРИВЫХ  .2 (и) в районе
полюсов ясен из рис. 11,3; 11,6; 11,8 и 11,10. Величина п\ может иметь
полюс, в частности, в простом случае поперечного

распространения ( а = -р- ) , когда волновое уравнение для волны 1 имеет вид
27*
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(см. B5,7)):

™*-+*-ЪЕя = 0, Ъ-..1-1*=±. B7,1)
Отсюда или из приведенного общего выражения для V^0о ясно,

я

что при а = ~2"

1>1<х> = 1 — и, @%, -^ со* -(-со^; B7,2)

здесь сооо — частота, для которой п\ ->- оо при данных со0 и сон

оба написанных выражения, конечно, тождественны, если запи-(
сать параметры V и и в виде !)--^ив = т , При а = 0им^=

(Ооо (Ооо/

^ 1 у функции п2и2 = п± полюса нет (при а -> 0 параметр
1 — и .

'Го0 = гг—5Р5 ~*" ' но п0ЛУчаюш.аяся в этом пределе прямая
г; =-• 1 отвечает плазменной волне; см. § 12). Если а Ф 0 или

с^=у, система волновых уравнений B3,2) не разделяется
«трого на два уравнения второго порядка, но для достаточно
протяженного слоя такое разделение обычно все же может быть
эффективно произведено в хорошем приближении (см. § 25).
Исключение составляет, во-первых, область малых
концентраций (г;->-0), рассмотренная в § 26. Вопрос о полюсе функций
л^2 Для этого случая мало интересен (у1оо ->• 0 только при и -*- 1;
кроме того, в начале слоя обычно велика роль соударений и полюс
расположен далеко от вещественной оси; см. ниже). Второе
исключение, когда невозможно ограничиться исследованием

уравнения второго порядка, имеет место при а -V 0. Этот
случай, соответствующий эффекту «утраивания» сигналов,
рассмотрен в § 28. Здесь же в силу сказанного можно ограничиться
исследованием уравнения типа A6,3):

4рН-^фф(со,2)^ = 0, <27'3)
где Р — некоторая функция, связанная с полем волны Е (см.,
например, B5,22), B5,23) и B5,4)).

В магнитоактивной плазме при а = у имеем е^фф — (п — 1к)\,
или при отсутствии соударений Еэфф = п\; при других углах а,
как указано в § 25, также можно обычно положить еёфф ==
= (п — 1у)\,ъ- Уравнение B7,3) с функцией 8эфф, имеющей
полюс, интересно и для изотропной плазмы при наклонном
падении на слой волны с вектором Е, лежащим в плоскости
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падения. В этом случае (см. A9,22) и A9,23))

Еэфф = е' (г) — г @) 81П2 0О Ч- "^2
^2

~2хГ

. ш

С ¦ „,,п ±г—^Е'@M1п9о
Ег ¦¦-.- 8ш 6 (г) /е с

B7,4)

При отсутствии соударений эта функция еэфф = еЭфф имеет
полюс в точке, где 8 = 0. Например, для линейного слоя г' =
-- — аг — « при г @) = 1 получим:

е;фф--а2-г8-8т20о-|^~^. B7,5)
В изотропной плазме при нормальном падении

, _ ,_, 4я^7У B)
еЭфф-е-1 т@[@_^эффB)]

и, следовательно, при конечных значениях концентрации N
и вещественном % функция е' не имеет полюса. Для других же
сред проницаемость г' при отсутствии поглощения имеет полюс
и в изотропном случае (см., например, выражение B2,18)).

Итак, для решения ряда задач о распространении волн нужно
исследовать уравнение B7,3) с функцией еЭфф (г), имеющей полюс.
При этом очевидно, что полюс лежит на интересующей нас
вещественной оси г только при еЭфф = еЭфф, т. е. для вещественной
функции еЭфф. Если же в плазме учитываются соударения, то
полюс еэфф отвечает комплексным значениям г (см. B7,5)). Для
магнитоактивной плазмы при наличии соударений (га— шI,2-+-
—> оо при *)

_ 4Я8»ДГ(») _ .. , A_,-,J_ц
У1>2°°- тш2 -A-18> A_^J_МС052а ' ^''°>

где в самом общем случае плоскослоистой среды

<»н B) ,уэФФ B)
ОJ Ш

Поскольку при учете соударений на вещественной оси г все
величины конечны, может показаться, что обсуждаемая задача
не имеет, по сути дела, никаких характерных особенностей.
Это, тем не менее, не так. При наличии у функции еэфф (г)
полюса первого порядка проходящая через сингулярную область

*) См. общее выражение A1,6) для (п — гх)!,2- К формуле B7,6) можно
сразу прийти также, учитывая, что значениям (п — 1У)\,г = оо отвечает
обращение в нуль знаменателей в выражениях для А, В и С в исходном
уравнении A1,3).
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волна, как оказывается, ослабляется даже при 5 = — >¦ 0.

Кроме того, при малых значениях 5 волновое поле в области
больших значений | е^фф | ведет себя весьма своеобразно (в этом
мы уже убедились в § 20). Таким образом, вопрос о
распространении волн в условиях существования «резонансной области»,
т. е. полюса функции еЭфф, действительно заслуживает
специального разбора (эта проблема в различных ее аспектах была
рассмотрена в [32], § 79; [105, 204-206, 252-254]).

Строгое решение для слоя Еэфф = г~ттт2 • Для некоторых

функций 8Эфф (г), обладающих полюсом, уравнение B7,3) имеет
строгое решение, выражающееся в известных функциях. Так, если

ЕэФФ —B + ;'вJ ' B7'7)

общее решение уравнения B7,3) уже приводилось в конце § 17
и имеет вид:

/¦^(г + и/Ч-С^М-**)'2, г1J=4±|/±-^. B7,8)
Если постоянная § вещественна и -у § > -г , коэффициенты г^2
комплексны и волны являются бегущими в противоположных
направлениях. Обе эти волны независимы, и, таким образом,
в точке 2 = 0 или ее окрестности никакого отражения не
происходит. Функция Р при 2 = 0 конечна и стремится к нулю при
5 ->¦ 0. Для изотропной среды при нормальном падении в
качестве Р в B7,3) можно выбрать само поле Е, причем е^фф равна
комплексной проницаемости данной среды е'. Для такой среды
с § > 0, как мы видим, наличие полюса второго порядка у е'
не приводит к появлению особенности у волнового поля.
Положение изменяется, если в B7,8) § <. 0 и один из корней г1;2
отрицателен. Функция Р при 5 -*- 0 имеет теперь особенность в точке
2 = 0 (если г4 ;> 0 и гч <С 0, то особенность имеется, конечно,
только при С2 Ф 0). Эффект разбухания компонент поля Е х я Еу_
при наклонном падении волны на изотропный слой (см. § 20)
связан именно с этим случаем. Действительно, в § 20 функция еэфф
имела вид B7,5), т. е. при 2-+0и 5-*-0 близка к B7,7), а именно
Зс о, \

^ФФ = ~ 4^(аг + г-5J • Отсюда при 5-»- 0 получим гх = — у
г2 = |и^ = -|+ С223/2. Далее, \Ег\=\ вшв Р |

8щ Э0 Р

81П00

"]/ — а: — 1и

У е- (г)

(см. A9,21)) и, таким образом, при 8->-0 имеем
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Кг = С0П81, (постоянная равна С2 = 0 в силу требования об

Ф1

исчезновении поля для г ->¦ оо). Этот результат для Ег совпадает
с полученным в § 20 (см. B0,19)), но, разумеется,
соответствующая постоянная может быть определена лишь при
исследовании решения во всей области (это как раз и сделано в § 20).

Строгое решение для слоя 8эфф = -§-г • Физическая
интерпретация. Для проницаемости е' = (а -}- Ът)т с т Ф- —2
уравнение B7,3) имеет решение [188,
189] в бесселевых функциях.
В частности, если

е' = 7$7' <27'9>
общее решение уравнения B7,3)
имеет вид (см. [199, 252]):

Е~(г+ ИI/* {СЯ™ {2ё B + и,I'*) +
¦\-С2Н?>BеA + 1зI/1)}, B7,10)

где Н[1) и Я"'—функции Ган-
келя и сразу же положено е^фф =
= г и Р = Ех^у — Е, т. е.
имеется в виду задача о
распространении волн в изотропной среде
и притом нормально к слою.

Выберем перед корнем У г знак таким образом, чтобы У г > 0
при 2>0и У% — гУ | 21 при 2 < 0 (т. е. 0 < аг§ (г + гз) < л).
Тогда из требования конечности поля при 2 ->- — оо приходим
к выводу о необходимости в B7,10) положить С2 = 0. При | С | >
> 1, как известно,

Рис. 27,1. Слой 8 (г):

Я'1' (^К^ 4
и

 "@ /? 2 -<(:-Iе

Зя '

Другими словами, при 2 < 0 остается только затухающее
решение, как это всегда имеет место в области е < 0 (рис. 27,1).
При больших положительных значениях 2, когда 2#| (г + '1$I/2| >
> 1, получим:

Е^С1]/'Т{г-1-^е^1+^+^,2-^\ B7,10а)
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т. е. имеется волна, бегущая из области 2 = оо к началу
координат 2 = 0. Никакой отраженной волны здесь нет, при 2 ->• — оо
поле равно нулю, и, следовательно, волна полностью поглощается

в районе начала координат г = 0, где при 5 = 0 имеется полюс
проницаемости г (г).

При 2§ | (г + г$)'/21 < 1 имеем:

Е=С1(г -г 1зI/ш Н[Х) [2§ (г -|- Щу'] еш х - —1- е™, B7,106)
т. е поле конечно.

До тех пор, пока зфО, отсутствие отражения не может
вызывать особого удивления. Волна бежит к области 2^0, где
и поглощается. Поглощение в области малых значений 2
действительно особенно велико, так как оно равно оЕ2, причем

а"~4л Е ^ 4я(г2-Н^2)^СМ- ^ ' "' И вещественное поле
равно Е = -~ Вт со* (см. B7,10 б)). Если же $-»-0, отражения

по-прежнему нет, потому что поглощение не исчезает и при $ ->- 0.
В самом деле, при малых 5 полные потери равны:

— СХ) — ОО

т. е. поглощение не зависит от 5 и в этой связи, естественно,
не исчезает и при $->0*).

Здесь возникает все же вопрос о том, что будет, если положить
5 = 0 с самого начала. Поглощение энергии при этом происходить
не может и становится непонятным, куда уходит энергия
падающей волны. Ответ заключается в том, что при я — 0 физически
не оправдано решение задачи о распространении волн, как
стационарного процесса. Действительно при 5 = 0 в районе полюса
в стационарном состоянии должна скопиться бесконечная
энергия, приток же энергии в единицу времени конечен. Таким
образом, нужно рассматривать переходной процесс, при котором

*) Этот результат соответствует тому хорошо известному факту, что
полная энергия, поглощаемая затухающим гармоническим осциллятором
под действием силы с непрерывным спектром (т. е. площадь резонансной
кривой), при слабом затухании не зависит от декремента затухания.
Условие малости поглощения в приведенной в тексте выкладке использовано
при замене пределов в интеграле на + оо и замене поля Е на постоянную
Е (г — 0); такая операция законна, поскольку

ь>о 1

\ 1г5тг«г«=[агс*8т]а -** при -9->0-
«<0 8
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энергия падающей волны будет все время накапливаться вблизи
полюса и отсутствие поглощения опять не явится парадоксальным.

В физических задачах переход к отсутствию поглощения
целесообразно обычно понимать как некоторый предел,
осуществляющийся при стремлении поглощения к нулю. Именно в этом смысле
мы и будем понимать утверждение об отсутствии соударений.
Наличие в этом пределе не равного нулю поглощения является
следствием некоторого резонанса и после всего изложенного
представляется достаточно ясным

(см. также ниже).

Слой 8;фф=-е2+ __!_. В
работе [252] решена задача о
прохождении и отражении волн
для слоя с

> = Й

когда при 5 —
только полюс 2С

2 -У- 15

> о

B7,11)

имеется не

О, но и нуль

КН41

-%л

1 » \г н/? 1\ > \ч\ \цо\

0 г

Рис. 27,2. Слой е (г) =--- §{ + ¦2о^ —4 функции е;фф(рис.27,2).

Решение уравнения B7,3) с
такой проницаемостью бэфф = е'
выражается в гипергеометрических функциях определенного типа,,
называемых иногда функциями Уиттекера [202]. Исследование
показывает, что при падении волны на полюс слева — со
стороны нуля функции е (г) (см. сплошные стрелки на рис. 27,2),
модули амплитудного коэффициента отражения | Н0 | и
амплитудного коэффициента прохождения | Б0 | равны E ->• 0)

¦Дл 1-е С#1 #п
Я (О 52

2 с 81 B7,12>

В районе полюса поглощается, очевидно, относительная доля
энергии |Л0|2 = 1 —|Л0|2 — |1>о|2>0. Если расстояние меж-

4!

> 1, то \Во

И ПОЛЮСОМ 2о
яш я|0.1ИЛ1 КО

велико, так что - =
С §1

1, | В0 | = 0 и | А0 | — 0. Этот резуль-

ду нулем 20 =

__2п»_Й

тат вполне понятен — между нулем и полюсом функция е (г) <
<0 и волна затухает; поэтому поглощение, происходящее при
.9 —> 0 лишь в полюсе, может быть сколько-нибудь заметным
только в случае близости полюса к нулю. При §2 —*" 0 полюс-
и нуль исчезают, и \Е0\^-0,\О0\-*-1и\А0\^>-0. Наконец,.
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из B7,12) ясно, что доля поглощаемой энергии
Я(о#|

|Л0|2 = 1-|7?0|2_|Д0|2 = е-боA_е-в„); 60 = ^- B7,13)

максимальна при 60-=1п 2 = 0,6931; в этом случае в резонансной
области поглощается х1к падающей энергии.

Пусть теперь волна падает справа — со стороны полюса
(см. пунктирные стрелки на рис. 27,2). Тогда

• _л^4_ )
|Д«| = 0, |0.| = е 2 с Л==|Л0|, | B7I4)
\Аао\*.= 1-\Оаа\*>0. )

При §1-*-0 функция B7,11) переходит в B7,9), в согласии с чем
в этом предельном случае не только | Еоо | = 0, но и ] /)оо | = 0,
т. е. вся энергия поглощается в районе полюса. Коэффициент
прохождения | .Ос» |, естественно, очень мал и при дг Ф 0, но
достаточно большом расстоянии между полюсом и нулем
функции г (г). С другой стороны, при большой близости полюса

к нулю (при -п—-'< 1) волна «не успевает» поглотиться в районе

полюса и свободно проходит через эту область (| /)<х> | ->• 1).
Заметим также, что полученное равенство | /><» | = | /H | не
случайно, а является общим для всех задач такого типа в
изотропной среде, так как следует из теоремы взаимности *).

Полюс функции (п — *х)?,г в случае магнитоактивной плазмы.
Обратимся, наконец, к основной интересующей нас здесь
проблеме: влиянию полюса функции (п — »$)Я на распространение
волн в магнитоактивной плазме. Как уже указывалось, если
исключить из рассмотрения область малых углов а, картина
распространения волн при наличии полюса может быть выяснена
на примере поперечного распространения [253, 254].
Соответствующее уравнение B7,1) для линейного слоя V = аг при
отсутствии поглощения принимает вид:

\-9*Bи-1+и{1-и) )ЕХ = 0, B7,15);-\

1

и

A

A-

= 0

и))я,-
в точке

0,

VI.

ар

где р = — = ^— и?:-у-|-и —1 (Сг-0 в точке у100 = 1 — и, где
ей л,$а

п\—> оо; см. рис. 27,3).
Сопоставление выражений B7,11) и B7,15), а также рис. 27,2

и 27,3, указывает на большую близость функций бэфф в обоих

*) В магнитоактивной среде теорема взаимности в ее обычной форме,
вообще говоря, несправедлива. Об обобщенной теореме взаимности,
пригодной в магнитоактивной среде, речь пойдет в § 29.
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этих случаях до тех пор, пока можно не обращать внимания
на второй (правый) нуль у^' функции п\. Последнее
представляется законным, если расстояние между этим нулем г/*? =
= 1 + У и и полюсом у1оо = 1 — и достаточно велико по срав-

нению с длиной волны -^- ( для линейного слоя V •-= аг это рас-
л Л/и{\ — Л/и) шя(й) —<йя)Л

стояние равно Аг = -— —- = —^—^—^ .г а <ш2 у
Итак, отвлечемся вначале от рассмотрения нуля у^' и тем

самым будем считать, что волна может уходить в область больших

значений у на рис. 27,3 ( того же
можно достичь, если слой не
является линейным и
максимальная концентрация ./Ута1 в нем
меньше, чем соответствующая

точка V).
4яе2Л'Й> _ , Уи

Тогда в известном приближении
можно воспользоваться

результатами B7,12) — B7,14) для слоя
к A— и)

52 ~* 72 > B7,11) с заменой §\

УйA-{-Уй)
Рис. 27,3.

?1 Ж~
кой замене

и 2- Ь, (при та-
у10О= 1 — и

Функция п\ (о) при
я

полюс

функции п\ и ее левый нуль р'"' = 1 — у и — ^<~' -\- 1 — и,
Цо' = — У и A — У и) совпадают с полюсом и нулем функции
B7,11)). В результате получим:

|До|-

во-

1-е-*», |Я0|-|Д„
я<№3/4 A —")

2 д» I = о,

са У~1+Уи

1Л0|2-,1-|Я0|2-|Д0Р = е-«оA_е-бо),
\Аав\л = 1-е-Ь.

B7,16)

Поглощаемая в районе полюса энергия при падении волны слева
(со стороны малых значений V) по-прежнему, конечно, достигает
максимального значения ХД при б0 = 1п 2.

Модули коэффициентов отражения и прохождения для
достаточно протяженных слоев, а обычно в хорошем приближении
и для более общего случая могут быть получены методом фазовых
интегралов. Несколько замечаний об этом методе будет сделано



428 ВОЛНЫ В НЕОДНОРОДНОЙ МАГНИТОАКТИВНОЙ ПЛАЗМЕ [ГЛ. V

в § 28. Здесь же укажем только результат [254] в применении
к уравнению B7,15).

Если не учитывать отражения от второго нуля г{1\ то
выражения для | Е | и | Б | имеют вид B7,16) с

60=—^-$МЕ, р-^-, п1 = уГ2и-1 + -^^-, B7,17)
где интеграл берется в комплексной плоскости по контуру,
дважды охватывающему обе особые точки ^ = —]/«(! — У и)

-С- Ъ-

Комплексная плоскость

переменной С

КеС

Рис. 27,4. Контур интегрирования в выражении B7,17),
причем контур нужно обойти два раза (двулистный

характер поверхности на рисунке не отражен).

и ^оо — 0 (рис. 27,4) *). Стягивая контур интегрирования к отрезку
вещественной оси между точками ^' и С°°> можем также записать
(делается замена 1,= — |/"цA — УиI2):

60= — 2ф \ щй1 =

= 4и*/«р A - У и) A + У иI'2 ^ 1/A - I2) 1л + {^и_ А (П.
B7,18)

Если б0 > 1, то коэффициент |/?0| —1 — е_б° очень близок к
единице. Интерес поэтому представляет случай, когда 60<;1. При

рг_- — ^> 1, т. е. для толстого слоя, это может иметь место только
са

со?

при и--—2" <С 1. Тогда выражение B7,18) принимает вид:
1

б0 = 4—1*»/«Г уТ=?Л = 3,5 — и3/4, и<1, B7,19)
о

*) Необходимость обходить точки Ё^о' и ^ два раза связана с
аналитичностью функции щ (Е) лишь на двулистной поверхности; на рис. 27,4
это обстоятельство не учтено.
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•гак как
1 г Г-*Л г A.)
^У\-1*<Н = ± Ч2^?^4У ^0,875 (Г (х)-гамма-
0 г(т)

функция). В то же время согласно B7,16) при и <С 1 получим
60 ~ л — и3/*." са

Результат B7,19), по-видимому, довольно точен, несмотря на
приближенный характер метода, приводящего к формулам B7,18)
и B7,19), при сближении точек ^' = — У и A — У и) и ^«з.
Это заключение можно сделать по следующей причине.
Формула B7,16) для слоя типа B7,11) получена в результате точного
решения волнового уравнения. В то же время применение общего

выражения B7,18), т. е. выражения б0 = — 2ц> \ пх й^, к слою

B7,11) опять дает эту же формулу B7,16). Таким образом,
видимо, для рассматриваемых задач и им подобных метод фазовых
интегралов фактически позволяет получить точные формулы для
| Я |и|2) |.

Второй вывод, который можно сделать, состоит в том, что
замена слоя B7,15) на соответствующий слой типа B7,11)
приводит (по крайней мере, при и < 1) к весьма близким выражениям
для б0 (замена коэффициента 3,5 в B7,19) на коэффициент л =
= 3,14 в B7,16) при и « 1).

При учете отражения от второго нуля у^' = 1 + У и =
= ^' + 1 — и, %$ — У и A Ц- У и), метод фазовых интегралов
приводит к формулам:

В0 -е 2 [1 —е-6«A —е-2»>')],

В012 =--1 — 4е-*о A — е-«<>) втя 5,
Сю

5--р \ п1й&---2ри!,/«A -\-Уи)A-УиL
?<х>

X | /(!-««) (¦ 1-Уй )а,

B7,20)

где б0 по-прежнему определяется выражением B7,18).
Если расстояние между полюсом ^ж = 0и нулями (^ велико,

из B7,20) получается, конечно, правильный результат Н0 — е*я/2.
Из B7,20) получается правильное значение К 0 — е*я/2 и при и ->• 0,
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/

0,8

Ц6

Щ

0,2

0
я/2 п 2П Зя д„

когда среда становится изотропной и имеет место полное
отражение от слоя е = 1 — у. Этот результат не вполне тривиален,
поскольку метод фазовых интегралов не может, вообще говоря,
считаться пригодным при сближении особых точек.

При и < 1 (см. B7,19)) получим:

5 = А = 1,75-^-и»/4, )2 са '

д B7,21)
|Л0|« = 1 —4е-воA-е-во)81п«-|5-. )

Коэффициент отражения | Н0 |2 как функция б0 в этом
приближении изображен на рис. 27,5. Минимальное значение | Е0 |г
|^ 14 равно приблизительно

65%, т. е. в резонансной
области теряется
максимум 35% падающей
энергии. При неучете же
отражения от второго нуля,
как указывалось,
поглощается не более 25%

падающей энергии.
Сказанное относится к предель-

Рис. 27,5. Коэффициент отражения | П0 |2 Н0МУ случаю « ->- 0. При
в зависимости от параметра 60. зф 0 расчет также может

быть проведен, причем
в методе фазовых интегралов при $ < 1 полное поглощение просто
складывается из вычисленного выше резонансного поглощения

и поглощения, испытываемого волной на пути до точки

отражения ^ и обратно.

Для угла а Ф -^ до тех пор, пока можно пренебречь
взаимодействием между нормальными волнами, задача об отражении
и прохождении волн при наличии резонансной области отличается
при разных а лишь видом функций п^2 (V, и, з, а) в волновом
уравнении типа B7,1). Метод фазовых интегралов приводит

при этом к результатам B7,17), B7,20) с заменой тг4 ( г,и,а = -^-)
на га1J (V, и, а).

Механизм резонанса. Эффект «разбухания» поля в магнито-
активной плазме. Поглощение энергии вблизи полюса функции
бэфф называлось выше резонансным, по сути дела, лишь по
аналогии с резонансным поглощением гармонического
осциллятора. В действительности же для реальных сред здесь имеет место
не аналогия, а одно и то же явление, изучаемое в разных

условиях. Особенно просто это увидеть для изотропной среды, состоя-
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щей из совокупности гармонических осцилляторов с собственной
4зтсг Атт>€^$

частотой а»!, когда 8 = е — г — = 1 -\ Г-5—' . , ¦ . (см.

B2,18)). Если изменять частоту падающего излучения со, то-
поглощаемая осцилляторами энергия оЕг изображается в за-

сопз1*Я2 ,
висимости от со резонансной кривой ~7 г^ (принято г

что | со — сог | < со;). Пусть теперь частота со постоянна, но
собственная частота со, меняется в зависимости от координаты 2.
Ясно тогда, что результат будет такой же, как в предыдущем
случае, только резонансная кривая «растянется» не в шкале
частот со, а вдоль координаты 2. Для осцилляторов такая
постановка задачи несколько искусственна, но в неоднородной маг-
нитоактивной плазме именно с ней приходится иметь дело. Роль

/4яе2УУ (г)
— .

В полном согласии с этим в точках у^ 2оо, где Я^2 -V оо, как раз-
появляются плазменные волны (см. § 12).

При переходе к изотропному случаю р^г» ->¦ 1, и плазменная
волна существует только при у = 1. При нормальном падении
на изотропный слой плазменная волна, однако, не возбуждается-
Поэтому резонансный эффект в изотропной среде и имеет место
только при наклонном падении волны с Е2 Ф 0 (см. § 20).

В магнитном поле плазменная волна в окрестности точки г;1,2<х>
может при а Ф 0 возбуждаться и при нормальном падении. Это-
связано с тем, что (см. A1,28))

„ . уииз'та „ иусовазша „
г~ и — A — V) — ии соз2 а и — A—V) — иц соз2 а "'

и, следовательно, в большинстве случаев Ег Ф 0 и при

нормальном падении ( исключение составляют обе нормальные волны при

а = 0 и обыкновенная волна при а =-р-). В частности, при

а =у для необыкновенной волны Ех Ф 0, Еу = 0 и

Ег „ '-УГ ¦ т Ех, B7,22)и — A — 15) A — 13 — V) \ ' /

где учтено поглощение (см. A0,20)).
Итак, из физических соображений ясно, что эффект

«разбухания» волнового поля, имеющий место в изотропной плазме
вблизи точки е — 0 (т. е. при V да 1) для наклонного падения
волны с Ег Ф 0, в магнитоактивной плазме должен наблюдаться
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вблизи точек п2и2 ->-оо (т. е. при V да ^1,200) как при нормальном,
так и при наклонном падении. Далее, очевидно, что «разбухание»
при прочих равных условиях тем больше, чем ближе точка
"', а ""*" °° к точке отражения. При нормальном падении волны 1
в точке отражения п\ = 0 и г;^' = 1 — У и. Для наклонного
падения точка отражения, определяемая условием тг1J = зт 0О,
лежит ниже, чем при нормальном падении, и, следовательно,

эффект «разбухания» поля менее выражен *). В условиях
ионосферы и короны, т. е. для толстых слоев, точки г^гоо и и10 или
у20 = 1 близки друг к другу лишь при небольших значениях и.
В то же время при и -> 0 эффект для нормального падения
исчезает, так как Ег -*¦ 0. Для наклонного падения эффект при и -> 0
становится, конечно, таким же, как для изотропной плазмы.
Такова довольно ясная в физическом отношении картина.

Получение же количественных результатов при наличии
магнитного поля в общем случае остается еще нерешенной задачей.

Для нормального падения и а = у вопрос о «разбухании» поля
вблизи точки у1оо = 1 — и может быть для линейного слоя
выяснен путем решения уравнения B7,15). В самой окрестности
полюса это уравнение эквивалентно волновому уравнению для

тп с\\ о у I и A — и) иA—и)
слоя B7,У), т. е. можно положить Ли — с, -|— ' да -^—г—- .

При этом, как ясно из B7,10), поле Ех в самой точке полюса
конечно. Но отсюда и из B7,22) следует, что в полюсе

2 ^ и + и — 1^18A+и) = а2'-'Г1!;A-\-и) ' B7,23)
где поглощение считается малым ($2 < 1) и положено и -\- V — 1 =
= аг' (аъ = С при 5 = 0).

Этот результат [253] вполне соответствует формуле B0,19) для
изотропной плазмы. Постоянная С в B7,23) стремится к нулю при
и -> 0 (это сразу ясно уже из^ формулы B7,22), согласно которой
при и = 0 будет Е2 = 0). Далее, как следует и из
соответствующего расчета для изотропной среды (см. B0,14)), и из более общих
соображений, постоянная С должна определяться множителем

»00

С~е

I
»10 *10

_6о_

2 , B7,24)

*) При а Ф -п- и а ф 0 сказанное нуждается в известном уточнении

в связи с несовпадением точек отражения для луча и для волновой
нормали (см. § 29).
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который характеризует затухание волны на пути от точки
отражения ^о' Д° полюса ^оо = 0.

Случай земной ионосферы. Для ионосферных слоев, где
Vэфф > Ю3 и магнитное поле #<°> ~ 0,5 эрст, эффект «разбу-

ДЮ?г

ело в том, что значение и — —-? ОJ
нельзя сделать очень малым, поскольку частота со не

должна превосходить критической частоты слоя сок, иначе полюс
функции п\ вообще будет отсутствовать. Для Р-слоя 2я/к =
= со„ ^ 108 (Як > 20 -г- 30 м) и при сон - 8-Ю6 (Ж°> - 0,5 эрст)
и > 10 . При и < 1 согласно B7,19) и B7,24)

з

С~в са" . B7,25)

Отсюда при со ~ 108, а ~ 10  и сон ~ 8-Ю6 получаем С ~
~ е-1000. В изотропной же плазме эффект «разбухания» поля мог
быть более значительным только потому, что, уменьшая угол
падения Э0, что эквивалентно уменьшению и, можно было
сблизить точку отражения п (г0) = вт 0О и полюс функции е^ф,
расположенный при п (г,х) = 0.

Таким образом, для земной ионосферы, по крайней мере при
регулярном ходе ионизации, разбухание поля вблизи точек
й172 -> °° не играет никакой роли. В условиях солнечной короны,
когда частоты со выше, а поле #<°> может быть очень слабым,
этот эффект иногда мог бы оказаться более существенным.

Отметим, что при рассмотрении с обсуждаемой точки зрения
магпитоактивпой плазмы и, в частности, в применении к
ионосфере может оказаться существенным факт несовпадения
направления групповой скорости ггр и направления волнового вектора
к. В результате такого несовпадения импульс (волновой пакет),
падающий нормально на слой, движется в плазме под углом Э
к нормали (нормаль к слою здесь совпадает с к; 0 есть угол
между 1>гр и к). Поэтому точка (область) отражения импульса
от слоя, вообще говоря, смещена в сторону от точки падения
импульса на слой. Конечно, для строго плоскопараллельного
слоя (при этом свойства слоя зависят лишь от г, где ось т,
направлена перпендикулярно к слою) отмеченное обстоятельство при
расчетах учитывается автоматически и не играет особой роли.
Однако в реальных условиях несовпадение направлений нормали
и луча может сильно изменить ситуацию. Особенно это относится
к случаю, когда угол 0 велик, как это имеет место при
приближении к точке пги 2 ->- оо (при пренебрежении соударениями

и п1,2 -*• °° угол 0 ->у ; см. § 35 и [105]).
28 в. Л. Гинзбург
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Учет пространственной дисперсии и нелинейных эффектов.
Компонента поля волны Ег и энергия поля в точке п\^-*- оо
становятся конечными не только при учете соударений (т. е. при
5 ф О в формуле B7,23)), но и при учете пространственной
дисперсии и нелинейных эффектов. Положение здесь по существу такое
же, как в изотропной плазме (см. § 20). Различие состоит лишь
в том, что при наличии магнитного поля плазменные волны

выступают не как изолированная ветвь волн, а непосредственно
примыкают к ветвям волны, для которой п2->- оо. По последней
причине физически совершенно ясно, что при учете пространственной
дисперсии бегущая к полюсу волна просто переходит в
плазменную (см. § 12). Плазменные же волны затухают и при отсутствии
соударений. Впрочем, если принять во внимание наличие даже
небольшого числа соударений, можно утверждать, что в конце
концов вся поглощаемая энергия переходит в тепло.

§ 28. Эффект «утраивания» отраженных сигналов
(взаимодействие нормальных волн при малых углах а)

Область малых углов а между магнитным полем и волновой
нормалью. Картина явления. При малых углах а между
направлением внешнего магнитного поля И^ и волновым вектором к (при
рассматриваемом нормальном падении вектор к направлен по
оси г) имеет место взаимодействие между обыкновенной и не-

обыкновенной волнами в области точки г;20 = %-*¦ = 1. Об
особом характере распространения волн при малых а речь уже
была (см. §§ 11, 12, 23 и 25). Повторим поэтому лишь кратко,
в чем здесь дело, на примере радиосигналов, отражающихся

от неоднородного слоя (например, от ионосферы).
При продольном распространении (а = 0) радиосигналы

отражаются от точек и{о — 1 ± у и; если же угол а достаточно
велик, то отражение происходит от точек у^' = 1 — |/ и и у20 =
= 1 (см. рис. 28,1, а, где рассматривается случай к<1и
предполагается, что частоты меньше критических). В соответствии
с этим запаздывание обоих сигналов друг относительно друга
при продольном распространении значительно больше, чем когда
а ф0. Формально, если опираться на кривые ге1J (у),
непрерывного перехода от случая а^Ок случаю а = 0 нет, т. е.
отражение обыкновенного сигнала должно скачком перейти
от точки р20 к точке уУо- Физически же ясно, что переход должен
быть непрерывным, и будет наблюдаться следующее.

При V < 1 волна 1 (необыкновенная волна) во всех случаях
распространяется лишь до точки г/Го\ где претерпевает полное
отражение. Что касается обыкновенной волны 2, то, пока угол а
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достаточно велик, имеет место ее полное отражение от точки

у20 = 1. Однако при уменьшении угла а геометрическая оптика
в области рж1 становится неприменимой к волнам обоих типов,
основываться на рассмотрении кривых гс1J (у) нельзя, и будет
происходить лишь частичное отражение волны 2 от области
V « 1. Частично же волна пойдет дальше в форме волны типа 1,
которая как раз может распространяться при у> V^<x>. То, что

Рис. 28.1. Функции п\л при малых углах а (схематический рисунок;
пунктир относится к углу а—0): а) и<1; б) и>1.

подобный переход возможен, делается понятным из рассмотрения
рис. 28,1, а, на котором ясно, что при а->0 кривые и4 и п2 очень
близко подходят друг к другу, так что волны 1 и 2 обладают
в области перехода почти одинаковыми свойствами (эти области
обведены кружками). Последнее относится не только к фазовой
скорости, определяемой показателем преломления пи2, но и
к состоянию поляризации, так как согласно рис. 11.12 при
малом угле а поляризации еолны 2 при г; =С 1 и волны 1 при
V > 1 очень близки.

Распространяющаяся вверх (при V > 1) волна типа 1
полностью отразится в точке уA+о = 1 + У^и и пойдет обратно вниз
(предполагается, что слой простирается на достаточное
расстояние в сторону значений V, больших рЭД). Идущая вниз волна 1
в области V та 1 частично пройдет дальше, превратившись в
волну типа 2, и частично поглотится в резонансной области.
Отражаться от этой области волна 1, идущая сверху, не будет, как

28*
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это следует из решения уравнений и вполне аналогично
отсутствию отражения в родственных примерах, обсуждавшихся в.§ 27.

В результате, если речь идет о радиозондировании ионосферы,
будут наблюдаться не два, а три отраженных сигнала — в этом
и состоит эффект «утраивания» сигналов. Как будет показано
ниже, при пренебрежении поглощением (кроме резонансного

поглощения) амплитуда треть
\ЕН Ш1

I

а=0

Утл ос Велик

\\н
\в,\=т Угол а мал

его сигнала | Е3 | в сумме
с амплитудой второго
сигнала | Ег | равна амплитуде
падающей волны \Е0\.
Соответствующая картина
схематически изображена на
рис. 28,2, где | Е1 \ —
амплитуда первого
отраженного сигнала (отражение от

точки у'Го' = 1 — \^и),
которая считается равной
амплитуде | Е0 | падающей
обыкновенной волны *).

Если и > 1, то при а = О
имеется только один сигнал,

отраженный от точки и'М —
= 1 + ]/"й(см. рис. 28,1, б).
При достаточно большом а
имеются два сигнала
равной интенсивности
(поглощением пренебрегается,
амплитуда падающих волн типов 1
и 2 считается одинаковой).
С уменьшением угла а, как

будет выяснено в конце этого параграфа, имеется уже несколько
отраженных сигналов, причем интенсивность всех этих сигналов,
кроме одного, уменьшается с уменьшением угла а и стремится
к нулю при а ->- 0. Существенно, что при а = 0 одна из волн
свободно проходит через слой, а при малых углах а происходит
частичное просачивание этой волны опять-таки за пределы слоя.

*) Под амплитудами выше понимаются, собственно, модули амплитуд.
По оси абсцисс на рис. 28,2 отложено время прихода сигнала на Землю,
причем это время для первого отраженного сигнала во всех случаях условно
считается одинаковым; па рисунке изображен частный случаи, когда

*/ и

\Е,Н/3

Рис. 28,2. Эффект «утраивания»
отраженных сигналов при и < 1 и разных

углах а (схематически).

и | Е3\ =

22 — <2 — *1

1

и при малом угле а амплитуды равны #2 1=^-
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Этот эффект весьма важен с точки зрения возможности прохож-

дения через ионосферу длинных волн, для которых и = —1->1,
/4яе2УУ "
тах

для обыкновенной волны.
Эффекты «утраивания» и «просачивания» радиоволн через

слои магнитоактивнои плазмы представляют большой интерес
не только в земной ионосфере, но также и в ионосферах других
планет и в солнечной короне. Этим эффектам посвящено довольно
большое количество работ (см. [234], а также [32, 122, 197, 237,
255, 256—260]; экспериментальные данные приведены в [255,
261—263], роль наклонного падения обсуждается в статьях [263]).

В случае «утраивания», как сказано, в области г; а; 1
геометрическая оптика одновременно неприменима к обеим волнам
и приближенные решения типа исследованных в § 25 пригодны
быть не могут, как это ясно уже из условия B3,19). Таким
образом, для вычисления коэффициента отражения | Е ] нужно
обратиться к уравнениям B3,2). Решение их в общем виде не
представляется возможным или, точнее, должно быть весьма
сложным, и мы прибегнем поэтому к приближенным методам.

Решение задачи методом возмущений (область очень малых
углов а). Начнем со случая, когда амплитудный коэффициент
отражения Я весьма мал, что имеет место при достаточно малых
углах а (см. [32], § 79). Итак, пусть

|Д| «1- B8,1)

За нулевое приближение примем решение 1<"± уравнений для
продольного распространения, справедливых при а = 0:

а*г(± . т2

(п± - гх±J = 1 — -—, " г .
1— 1$ =р у и

B8,2)

Если поглощение отсутствует, то 5 = —-— = 0. Однако в

рассматриваемом случае в рамках используемого метода пренебречь
поглощением с самого начала нельзя, это можно будет сделать
лишь в конечном выражении для |-К|*). Если угол а достаточно

*) Необходимость учитывать поглощение объясняется тем, что при
!- Ов фигурирующих ниже выражениях (см. B8,11) и B8,13)) появляется
расходящийся интеграл. Введение поглощения, которое затем можно
стремить к нулю, эквивалентно указанию пути, по которому нужно при
интегрировании обходить особую точку. Неучет этого обстоятельства привел
к тому, что в [237] допущена ошибка (в частности, в выражении для Л
пропущен множитель 2), исправленная в [32], § 79.
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мал, т. е.

а С 1, B8,3)

то условие B8,1) должно выполняться и естественно искать
решение уравнений B3,2) в виде:

Р± = Ех ± 1ЕУ = П} + П\ B8,4)
где

|^,|«1^±1- B8,5)

Как можно показать, исходя из B3,2), величина Р±}
удовлетворяет уравнениям:

а*рТ а2у Г
~[A — г'*J — и]A — г* — V) — а?ии \_и йг* '

+^-у¦V^»(«'-И-«)^, + ^¦и^,]; B8,6)
здесь в силу B8,3) в B3,2) положено соза = 1— -у и соз2а =
= 1 — а2, т. е. проведено разложение в ряд с точностью до
членов порядка а2.

Для конкретизации задачи примем, что неоднородная среда
занимает некоторую область значений V вблизи точки V = 1, так что

V = 1-)-а2, — 20<2<20, аг0 С 1, B8,7)

а при | % | > г0 среда однородна, поглощение в ней отсутствует
и ее показатель преломления равен

п\^пЦи=1) = п1(и = 1) = 1--±7=. B8,8)1 + Vй

В нулевом приближении будем в согласии с характером
рассматриваемой задачи при и < 1 считать, что в среде распространяется
волна типа 2 (типа минус), бегущая вверх, т. е. волна

/-1» = е-1 "Г ""*. B8,9)
Волна Р1- есть по своему типу волна, которая в случае
неоднородной среды отражается от точки и\+о = 1 + \^и. Для нас здесь
волна, отраженная от точки у'^, интереса не представляет, тем
более, что волны одного типа «минус», но разных направлений,
в области !)«1 независимы. В B8,9) не учтено также
поглощение, которое мы считаем малым и учитываем в уравнении для Р±}
только потому, что там нельзя пренебречь даже малым поглоще-
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нием. Подставляя B8,9) в B8,6) и пренебрегая членами порядка 5
по сравнению с единицей, в частности, полагая в левой части
уравнения

11 ~ 73]Т+у^)= V4 ~ Г+У^7) = **'
для интересующей нас волны Р™ имеем:

№
¦п1РЧ

а2м@ае

со
-г —п$г

Яе
-г 712*

2с2 A-г /мJ ( аг + г'х+ ) й.2 + г'«- 1 —и

B8,10)

Общее решение этого уравнения в области — 20 < % < г0, где оно
справедливо, таково (считаем, что я не зависит от г):

Я» = С1е-^П2г-!-С2е+^ г|-
. со с

—г —п%г I

т1п
2 — г/г2а I

-аг0 4 1-й + $2

} - г агс(§
аг0-

а*и

1-й

С ! (

]]

а2и

<)е

4- 1агс1§

-2г — п„г
с -2

аг ~|- 1 —и +

•Й2.

21 —ге2 _,. а2 4--зс г, г0 I (_„ г-»"*
B8,11)

Коэффициенты С4 и С2 должны быть определены из граничных
условий, учитывающих, что при 2 > 20 должна быть только
проходящая волна, а при 2 < — г0.— волны падающая и
отраженная (рис. 28,3), т. е.

20: Р-^Бе

„ —г —п,г
;-20: Р- = е <= 2 -

1

Не

B8,12)

При г = ± г0 поле Р- — Р<У + /""' и его первая производная должны
быть непрерывны, откуда

20

С2 = 7? =

Я = 1

-2г — п„2
с <2

с

¦Й2, 674 = 0,
2 -г0

¦-^-агс^,
B8,13)
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а?и

где везде пренебрежено членом ,__ц , что законно, если ^_— < аг0.
«

При 2^2.—> оо, т. е. при достаточно малом поглощении з и

, Ее

ч

*г0

-1H

¦1<рП}г

-1#пгг Ке -Ф,г

Рис. 28,3. Отражение от слоя неоднородной плазмы
при а < 1.

не слишком малой толщине неоднородного слоя 20, агс1§; Я20 2 '

и мы имеем:

л<2
/>=1

яииа2

2 — п2а

:=1
лсои4 а 4 „2

здесь учтено, что

4 ' ' \N Й2 /1=1

B8,14)

Уи
/г2>=1)

и

1 + У"

поскольку вблизи точки V — 1
4ле2ДГ

тш2 -«+а4?х,-«+«-
Амплитудный коэффициент отражения 7? для достаточно толстого

слоя (— 20, 20), когда — гс220 > 1 и аг0 > 5 (одновременно, по пред-
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положению B8,7), аг0 < 1), стремится с верхнему пределу, равному
з

| Л |м = 2 A-2)) = — ™и'а[ — , B8,15>
так как при х —> О

+оо —2г —П22

\ - йг = — 2я1.

Практически всегда можно считать, что | Л | х, \ Я |м; так, например,
при 20 ~ 10б см и Я0 -: — 6 • 103 см величина 2—п2г0 ~ 10 ч-100
и для а — 10"в -е- 10~7, с одной стороны, выполнено условие B8,7)
и, с другой стороны, как можно показать,

2 — ге2г0
\Щм-\Щ ^-«|Д|

с

Поэтому ниже используется только величина | К \м, причем
индекс М будет опускаться.

Даже в рассматриваемом . пределе я —»0 общее поглощение^
в слое конечно: поглощаемая в слое энергия пропорциональна
выражению

|4|* = [1-(|Я|»-{-|Д|")]«|Д|,

так как, по предположению, | Я \ < 1. Этот результат,
полученный в [32], § 79, подобен обсуждавшемуся в § 27 и имеет,
конечно, ту же резонансную природу (в уравнении B8,10) правая
часть имеет полюс первого порядка). Впрочем, в рассматриваемом
случае взаимодействия волн при малых углах а ситуация
несколько сложнее, о чем еще пойдет речь ниже.

Амплитудный коэффициент пропускания /> непосредственно
определяет напряженность поля Е3 сигнала, отражающегося

от точки и\+() — 1 + У и (этот сигнал является третьим при
и <С 1; амплитуда падающего сигнала принята равной единице):.

з

. яаж4а2
Я,^|Л|*«1-|Д|

з

1,64-10-2"оKи4а2

<н^.(^\,'
B8,16)
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здесь учтено, что коэффициент | Б | для прохождения волны
в прямом и обратном направлениях одинаков (в этом можно
убедиться путем расчета, аналогичного приведенному; это же
следует из более общего результата, обсуждаемого ниже). В-каче-
стве примера укажем, что при ы = -т- и со = 2сон= 1,76-107

|Я|»«1_17-^- . B8,16а)
Амплитуда сигнала, отражающегося от точки р20=1, равна:

Ег = \П\~\-Еа B8,17)

(этот сигнал является вторым при и<1 и первым при а>1).
Таким образом, поглощение существенно меняет картину
распределения интенсивности между сигналами по сравнению с той,
которая имела бы место при недопустимом полном игнорировании
поглощения (в этом последнем случае, если Е2 = \Я\, то Е3 =
= 1-И12)-

Для параболического слоя N = Nтаx A г-г- ) в точке

= 1 имеем: т<в2

( N й У»=1 то2 \д.г;ъ=\ ты*гт
*<0 л/~ \ (^ = 2!^-\/~1 И_ B8,18)

¦"кО -"" ' 'кО

Здесь соко = 2я/ко = у ———^^ критическая циклическая
частота для обыкновенной волны и учтено, что отражение
обыкновенной волны с частотой со, происходящее в точке у = 1, имеет
место при

|2(У=1)|=2т|/1 /кО

В силу B8,18) формула B8,16) для параболического слоя
принимает вид:

з

^з = |/?Г = 1 —/"" .- • B8,19)
2A+УЪ9'*у 1- 2 п
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При / = 2,8- 10е (со = 1,76• 107, К0 « 10* см), /н=1,4.10в, /к0 =
= 3/ = 8,4-106 и гт= 107= 100 км, что отвечает значениям и = -г,

7У(у = 1) = 105 и Л^Л «0,17, имеем:
1-|Я|2 = |Я|«102а2. B8,20)

Условие B8,1) означает, что формула B8,20) применима, пока
•а2 < 10~2, т. е. практически пока а < 2ч-3°. По порядку
величины [ В. \ ~ 1 при а <—- 5° и, таким образом, в рассмотренном
примере эффект «утраивания» разыгрывается в области углов
а ~ 5°. Однако при вполне возможном (спорадически) значении
— 1 эта область может достигнуть 10 ч- 20°, т. е. быть легко
доступной для наблюдений (см. также ниже)*). В связи с этим
нужно заметить, что, как ясно из качественной картины эффекта
«утраивания» (см., в частности, рис. 28,1, а), область, в которой
происходит переход волны 2 в волну типа 1, есть, грубо говоря,
/» л я И 31П2 О ттт

область между точками у2о = 1 и у1» = 1 — т^_ — • Ширина
г А м81П2а . Ду

этой области равна Ду = у2о — ую° = л ж~ » или Дг = — =

При и = -р и даже большом угле а = 20° имеема A— исоз2а) ' 4
. 0,03 0,037У>=1) й /Оо /(ох
Дгл; ——= ' ' -, или для параболического слоя B8,18)

Ат,:

2**У; е. _~Ю4=100 ж (при2т~100к.ми-^- = у) .
Отсюда ясно, что изменение (-т~) _ в зоне всего в несколько
сотен метров уже приведет к соответствующему изменению
коэффициента пропускания Б.

*) Если магнитная широта места наблюдения равна 0 ( т. е. угол между

вертикалью и магнитной осью Земли есть -^- — 0 ), то, считая магнитное
ноле Земли полем диполя, расположенного в ее центре, имеем следующую
¦связь между углом а (углом между вектором Нт и вертикалью) и углом 6:

2 51п 0 . „ сов а
51П 0 = -

УЗзт26 + 1 1/4—Зсоз2а
Угол а = 5° соответствует геомагнитной широте 0 = 80°, углу а = 20°
отвечает 6 — 54е.
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Вариационный метод (другой предельный случай). В другом
более интересном предельном случае, когда

|Д|а«1, B8,21)
задачу при и <С 1 можно решить, выбирая за нулевое
приближение стоячую волну типа 2, полностью отражающуюся в области
около точки у2о ~ !• Соответствующее решение нулевого
приближения в явном виде сразу может быть получено на основании
результатов § 25 и решений для изотропного случая (см. §§30—
32). Для получения коэффициента ] Б |2 в [234] и [32], § 79
использовался вариационный метод. Нужно отметить, что такой
метод не обладает особенной прозрачностью и в целом несомненно
уступает методу фазовых интегралов, о котором речь пойдет
в следующем разделе. Тем не менее мы кратко остановимся сейчас
и на вариационном методе расчета.

Рассмотрим здесь этот вопрос лишь весьма кратко. Система
уравнений B3,2) может быть получена из вариационного
принципа, т. е. как условие обращения в нуль первой вариации

22

интеграла / = \ Ь <2г, где Ь — «функция Лагранжа»:

Ь^-^Щ^^ + ^{АЕх + гСЕу)§ + ^{-гСЕх + ВЕу)§+
+ комплексно сопряженное выражение. B8.22)

В B8,22) штрих означает дифференцирование по 2,
звездочка — комплексно сопряженную величину и коэффициенты А, В
и С, разумеется, те же, что и в B3,2). При варьировании
функции B8,22) все вариации 8ЕЩУ и 8Е%,У нужно считать
независимыми. Например, вариация Ь по Ех равна

ЬЬг=~ Е'Х8Е'Х* -|- ~ (АЕХ + 1СЕУ) 6Е* =

= {Е'х + -^ (АЕХ -|- 1СЕЧ)} 8Щ-^ЕХ8ЕХ). B8,23)
Необходимым условием экстремума интеграла /= \{:Ьс12 является

*1 ."
обращение в нуль вариации 81, которая при варьировании вели-

чины Е% сводится к 81= \ 1ех + ^- (АЕх + 1СЕу)\ 8Е*йъ —
21

— [Е'Х8ЕХ]\\. Поскольку вариация 8ЕХ произвольная, из условия
6/ = 0 следует уравнение Е"х-\—^-(АЕх-\-1СЕу) = 0, т. е. первое
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из уравнений B3,2). Аналогичным образом, варьируя Ь по Е*,
получаем и второе из этих уравнений. Кроме того, однако, должны
еще обращаться в нуль вариации на границах, т. е., как
ясно из выражения для б/, должны равняться нулю величины
[Е'х, у]% = Е'х, у (г2)—Ех, у(г^. Другими словами, если [Е'х, У]Ц = О,
то уравнения B3,2) обеспечивают обращение в нуль вариации

67= \ ЬЬйг, где функция Ь определена выражением B8,22).

Из сказанного, в согласии с идеей прямых методов
вариационного исчисления (см., например, [271]), явствует, что подбор
функций, приближающих интеграл I к экстремуму, является
вместе с тем способом нахождения приближенного решения
системы B3,2).

Будем искать решение системы B3,2) при условии B8,21)
в виде:

Ех, у = Ех, у2 -+- Е)ЕХ, у1, B8,24)

где Ех,у2 — стоячая волна типа 2, т. е. решение, имеющее место
при пренебрежении эффектом просачивания волны далеко в
область V > 1, и Ех, у1 — волна типа 1, распространяющаяся
в области V > V^ао. Неизвестной величиной в B8,24) является
параметр Б, который имеет смысл коэффициента пропускания.

Подставляя B8,24) в B8,22) и выбирая параметр Б таким
образом, чтобы интеграл / = \ Ь йт, был экстремален, мы в силу
сказанного получаем приближенное значение коэффициента
пропускания. Поскольку исходная] функция B8,24), как ясно
из физических соображений, при условии B8,21) передает
характерные особенности решения задачи, нужно думать, что
полученное приближение будет хорошим. Строго доказать ото можно
лишь, как и в методе Ритца, выбирая пробную функцию типа
B8,24), но с двумя неизвестными параметрами и т. д.

Для исследуемого метода решения существенно, чтобы
вариация интеграла I на границах 24 и г2 обращалась в нуль при
любом изменении параметра/). Действительно, только в этом случае,
как ясно из сказанного ранее, уравнения B3,2) являются
необходимым условием экстремальности интеграла I. На нижней
границе ги за которую можно выбрать начало слоя, землю и т. д.,
Ех,у1 = 0 и, таким образом, вариация автоматически исчезает.
На верхней границе при V ~ 1 + ]Лц можно считать, что Ех,у1 ~

-г- Г п йг
~ е с ^ и Ех у2 = 0. Вариация / на верхней границе равна
Ы =* _ {Е'ХЬЕ% + Е'*дЕх + Е'уЬЕЪ + Е'*ЬЕУ) и, как легко видеть,
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пропорциональна г — п1 (г2) (б/)* — б/)). Таким образом, для

обращения вариации в нуль нужно считать параметр />
вещественным, т. е. отказаться от вычисления фазы проходящей
волны (нас это предположение устраивает, и мы его сделаем)»

Интеграл / при подстановке в него функции B8,24)
экстремален, если йЦсЮ = 0, т. е. если

$ {Еу*1Ёу2 + Еу1Еу% + Е'хЛЕх2-гЕх1Е'х2 -(-
Ч

^_ + Ех2Е*1 + Ех\Ех1 + Еу2ЕЪ1 -~ Ё'у%Еу1} йг
2 | {Е'и1Е'у*-\~Е'х1Ех\+Ех1Ех1 + Ех*Ех1 + Е11Е11+Е"у*Еу1}аг
ч

B8,25)

Значение Б согласно B8,25) вещественно, и, таким образом,
сделанное выше допущение о вещественности Б не противоречит
методу расчета.

В качестве функций Ех^2 в B8,24) и B8,25) наиболее
правильно было бы выбрать приближенные решения уравнений B3,2) г
рассмотренные в § 25 (для волны 2, например, речь идет об
уравнениях B5,35) — B5,37)). Однако в этом случае решение Ех,у±<2-
для линейного слоя выражается в бесселевых функциях и для
дальнейших применений довольно сложно. Вместе с тем в B8,25)
наибольшую роль играет не точка V — 1, где геометрикооптиче-
ское приближение непригодно, а другая точка, отвечающая
комплексному значению V (см. ниже). Поэтому естественно сделать
дальнейшее приближение, конструируя Ех^у^2 из решений
геометрической оптики B3,13). При этом волна типа 2, отраженная
от точки V = 1, в рассматриваемом приближении интереса не
представляет и в качестве поля Ех,у2 можно взять лишь волну типа 2,
бегущую вверх. Кроме того, в отношении волны типа 1, которая
создается волной типа 2, нужно учесть, что при наличии
поглощения ее интенсивность в интересующей нас области с ростом 2
(или V) должна возрастать. В результате имеем:

2

— г— \ («г—»Иа) йг
6

Ех2~ ус-й^ндГ' Е»-к***
ю

с ^ (П1+1И!) йг
О

B8.26)

где пи21 >Ч.2 и К.1,2 определяются формулами A1,5) и A1,25)
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и нижний предел в интегралах — точка 2 = 0 — отвечает точке
отражения у2о = 1- Выбор именно этого нижнего предела
наиболее удобен и в то же время не изменяет конечного результата, —
это ясно уже из того, что выбор другого предела приводит лишь
к появлению дополнительного фазового множителя, не могущего
сказаться на | Б | 2.

Единственный момент в B8,26), требующий специальных
пояснений, связан с вопросом о том, почему в 2?ж1 фигурирует
выражение «! 4-^-1 вместо щ — гх4, как этого можно было бы ожидать.
Смысл этой замены состоит в том, что в качестве волны Ех1 мы
выбираем волну, бегущую вверх, но с амплитудой, также
нарастающей при удалении от точки 2 = 0. Такой выбор, уже
упомянутый выше, диктуется физическим характером задачи.

Дело в том, что с возрастанием поглощения коэффициент
пропускания не падает, а возрастает в силу еще большего сближения
кривых п\ и п\ (достаточно сказать, что при V — ук эти кривые
при V = 1 просто касаются друг друга). Подобное влияние
поглощения и учитывается заменой га4 — Ы^ на пх + ъщ. При
этом в рамках рассматриваемого метода против подобной замены
нельзя высказать никаких возражений, так как
аппроксимирующие решение задачи функции типа B8,24) в известных пределах
произвольны, и лучшим является то семейство этих функций,
которое приводит к значениям интеграла /, наиболее близким
к его точному экстремальному значению.

Не останавливаясь на других аргументах в пользу выбора
функций B8,26), заметим, что получаемые с их помощью
значения коэффициента пропускания В совпадают со значениями Б,
вычисляемыми совершенно другим способом (см. ниже).

Подставляя B8,26) в B8,25), получаем выражение для Б,
содержащее в числителе под знаком интеграла быстро
осциллирующие множители. Поэтому точное вычисление В по
формуле B8,25) затруднительно, но определение /) с точностью до пред-
экспоненциального множителя весьма просто. Дело в том, что
числитель выражения B8,25) имеет вид Не/, где

/= \ 1(%)е г с Ф г д,г, ф(г)= \ [(п2 — Ы2] — (щ — 1щ)] их,
21 0

и /(г)—медленно меняющаяся функция г. Интеграл / имеет
такой вид, что для его вычисления можно, продолжая
подынтегральную функцию в комплексную область, применить метод
перевала. В точке перевала, как известно, производная от стоя-

X

щей в экспоненте функции ф, т. е. производная -т- \ [{п2 — ^г) —
о
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— (п1 — ш^)] йг, должна равняться нулю. Отсюда следует, что
в точке перевала у8

(п2 — гх2)„8-=(«! — 1щ)„а. B8,27)
Используя выражение A1,5) для пи 2—^1, 2. находим:

и.± = 1 — 18±1 2|С08а| =1-"±»«к; B8,28)
здесь 5К = — = -\™ —| критический параметр, введенный в § 11
(см. A1,41)).

В § 11 было указано, что точки у3 отвечают существенным
кратным корням дисперсионного уравнения, когда, "помимо
равенства B8,27), также совпадают поляризации К1 = К2. При
^ = 5А точка р„ = 1, т. е. лежит на вещественной оси (речь идет
о частоте со) и, следовательно, может быть достигнута волной
при вещественной частоте со.

При учете поглощения точки 1>2о> #10 и у1<х>, в которых
(п — гх)^ 2 обращаются в нуль или в бесконечность, таковы:

»[±) = 1-м±/ы,
, . A — 1з) изт2 а

1 A — г.?J — и соз2 а

При этом существенно, что точка у1оо, в которой функция
{п1 — гий) обращается в бесконечность, лежит в нижней
полуплоскости комплексной переменной V (см. рис. 28,4). Поэтому,
трансформируя путь интегрирования в интеграле /, мы можем
провести этот путь через точку перевала и6+ = 1 — гз + г$к,
лежащую при 5 < 5К, т. е. при (для простоты ниже вместо | соз а |
пишем соз а)

V = гэфф < Vк - -|-^^- , B8,30)
в верхней полуплоскости, но не можем провести этот путь через
перевальную точку 1>4._ =1 — 1з — 18н, лежащую в нижней
полуплоскости. Итак, определяющая значение интеграла /
перевальная точка есть *)

B8,29)

и V ^к У ' V 2 соз а со ,

B8,31)
*) Заметим, что если не вводить поглощения, т. е. считать у.4 -- х2 = 0,

как это делалось в [234], то точка у1оо лежит на действительной оси, и
вопрос о выборе между точками г^± усложняется; в [234] был получен
правильный результат, для чего выбиралась точка у6_, но вместо я2 — щ
использовалась функция п% — п\. Удобнее, однако, поступить так, как это
сделано здесь, т. е. ввести затухание, в результате чего приходим к B8,31).
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Применение метода перевала связано с заменой интегрирования
по вещественной оси V (мы предполагаем, что V — 1 + аг и,
таким образом, комплексные плоскости V и г равноправны)
интегрированием по контуру, указанному пунктиром на

схематическом рис. 28,4. При этом, как известно, значение /, а значит,

1т о

1}дг1-13+15к

' Не у
ОцЧ-15-Ми %=/-« 0$-1-1$+Уй
• • •

е

Рис. 28,4. Комплексная плоскость переменной V.

иВ, с точностью до предэкспоненциального множителя равно
вещественной части подынтегральной функции в точке перевала,
так что

Ю I2 со I /12 оэ е
г \ [(«2—гиг)—(гц—1УЧ)]йг

6

= е

2 — 1т \ [(иг—1х-2, — [П1—гК1)]йг
О о-26 B8,32)

где Ве — вещественная и 1т — мникая части и га — значение г
в точке аь.

Теперь остается только вычислить величину

26 = — 1т \ \{щ — г/0 — (п2 — 1х2)] й% = — 1т

8

^ К»1—»*!)¦

(п2 — Ы2)\ ~ = -^ 1т I ^ [(«! — Ьщ) — (я2 — гх2I дш =
о

1

= 2-^Ве$Г(п1-*х1)-(л2-1х?)]ЙБ, B8,33)
29 в. Л. Гинзбург



450 ВОЛНЫ В НЕОДНОРОДНОЙ МАГНИТОАКТИВНОЙ ПЛАЗМЕ [ГЛ. V

где

л I л г • *¦ ж и»

__ 4гсе2 (<№\ _( 1 Л1У \

V, = 1 -]_ I&!« (\ ^ = 1 + ира,

2 соз а, 2 соз а

Итак,

26 2^A-^) р соУйр^1-^-)зт2а
4ле2 /т

таJ \ <1г у в=1 С С ЛГ
<Ш

сов а N Aъ у»=1

ти3 У^Р ( 1 ) 8'п2 а

4ле2с ( —г— ) соз а

= 1,06 ЛО-м^Уи A™-)
зт2а

Ш
соз а

где

Р = Ве ^ [(«1 — IX!) — (га2— Ыг)]Л1 =
о

1

= Ке7 М^ КЛ» — ****> — (»а— 1Х2)] ЙТ],

._! + *, |=^,„, = ^A^)=%A_^),
V,, 1/и 81П2 а

5 — —,

V V,,

2 соз а

B8,34)

B8,35)

B8,36)

"к "к
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(п—Ы)и2 =V
2V(^ — V~и)

2 A — г'*) A — и—г'«) — и ят2 а ±

+ V  З1ч4 а + 4и A — у—1«J сое2 а

/!= 1/1 2гA + ш8|ЖЕ + <0
21 A — г'«) (ш8|+«) + к81П2а +

: "]/  зш4а—4м (гу8| + *Jсоз2а

/ 1+У1~П2+у^2а
1+ /1 — 1,2. I A — 13) Т) '

B8,36)

У и соз а

здесь верхний знак у корня отвечает волне 2 и
нижний—волне 1. При отсутствии поглощения, когда г=.уЭфф = 0, получим:

2\к$0 0) уир0 81П2 а26 = 260, / 1 Ш\

1

D
ш

йъ у»=1
^ сова

Р = Р0=,Ве ^ (щ — п2)Aг\,
о

/«1 —  
1+У1-тJ+^-^2.а
1+у1-Ч»+_ "'

I/ и сое а

¦/ 1—УГ^2+4-1§2а

1—1/1 —Л2 1Г)

[ B8,37>

у^ соз а

Учитывая, что при Т1 = 0 разность щ—п2==1, а при ц = 1
«!—«2 = 0, нетрудно видеть, что р0<1. При малых углах а,
как ясно из B8,37), п1—п2 и, следовательно, р0 не зависят от а

и определяются лишь величиной У~й — —— . Значение р0 можно
получить в результате численного интегрирования. В качестве
примера укажем, что при к = 1/4 и малом а (так что со8сс»1)
Ро ~ 0,6. Впрочем, в предположении о близости кривых га4 (у)
и п2(и), когда можно положить пх-\п2 = 2п2 (у = 1, <х = 0) =

= -—^-—, интеграл р0 можно вычислить [197] и получить:
1-Ьуй

2бо = Я^:,,::|Г: **«, а=(±™1=1=% B8,38)
29*

2A+У«соза)
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, п яМ1/4A+У^I/2соза(другими словами, р0 = т^— '—г=— и в согласии со сказан-
2A+У"соза)

нымприи = -т-и соза=1 имеем р0 = 0,6). Приведенный вывод

формулы для | В |2 может заранее претендовать на получение
правильного ответа лишь при не слишком малых углах а и только
с точностью до некоторого предэкспоненциального множителя.
Оказывается, однако, что с довольно высокой точностью при всех
углах

|Д|« = в-2«о, B8,39)

где 2б0 определяется выражениями B8,37) и B8,38). Сказанное
следует из того факта, что при малых б0 (т. е. малых а)
формула B8,39) приводит к результату | В |2 = 1 — 2б0, который
совпадает с получающимся из B8,14). Действительно,
согласно B8,14) и B8,38):

л— м3/*а2 , , .„..

|Р|^1-2AС1-у-^=1~260' в=(^)~1' B8'40)
так как при о< 1 в B8,38) можно положить соз а = 1 и зш2 а =
= а2 (к тому же сама формула B8,38) получена в предположении
Щ + п2 = 2п2, которое заведомо верно именно при малых
углах а). Другими словами, предэкспоненциальный множитель
в формуле B8,39) определяется (и оказывается равным единице)
из соображений предельного перехода к области малых углов а,
когда значение | В |2 вычисляется независимым способом.

При малых а, согласно B8,16), модуль амплитудного
коэффициента отражения обыкновенной волны от области
взаимодействия | К | = 1 — | В |2 = 2б0. По аналогии с переходом от
B8,40) к B8,39) можно заключить, что в более общем случае

|Л|=--1 — \В\2 = 1— е-2Ч B8,41)

Метод фазовых интегралов. Формула B8,41), а также B8,39)
подтверждается в результате расчета, проведенного методом
фазовых интегралов [197, 259].

Этот метод основан на представлении решения
дифференциального уравнения или системы уравнений в виде общего
решения в геометрикооптическом приближении. Например, для урав-

нения -т-2 Ч—2" е (я) Е = 0 решение записывается в виде:

-(с/^^ ./---'т!"**Е = -ф=-\С1е ' *•* +Сге °} ¦ B8,42)
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Если бы удалось корректным образом определить коэффициенты
С, и С2 в этом решении, то оно могло бы рассматриваться просто
как асимптотическое приближение точного решения задачи.
Знания же асимптотики достаточно при вычислении
коэффициентов отражения и пропускания для рассматриваемого слоя. Для
нахождения С^ и С2, не решая самого уравнения, можно
воспользоваться тем фактом, что решение Е (г) должно быть
аналитической функцией, если такой функцией является е' (г).

Отсюда действительно возникают некоторые условия для Сх
и С2, поскольку выражение B8,42) представляет собой
комбинацию многозначных функций (|/е' имеет точку ветвления при
е' = 0; предполагается, что у е' имеются нули и решается задача,
например, об отражении от какого-то слоя). Решение B8,42)
может аппроксимировать строгое решение только, если
коэффициенты С1! и С2 различны в разных секторах комплексной
плоскости 2. При переходе границ секторов коэффициенты С^ и С2
изменяются скачками (этот факт иногда называют явлением
Стокса). Сами эти границы (линии Стокса) определяются из тре-

г

бования, чтобы на них функции е с ¦' принимали
вещественные значения.

После полного обхода точек ветвления решение должно
остаться неизменным, что и определяет интересующее нас

отношение коэффициентов Сх и С2 на вещественной оси г. Такова идея,
лежащая в основе метода фазовых интегралов. С конкретным
использованием этого метода и проведением расчетов можно

познакомиться в [105, 197, 198, 272—274] (см. также [77, 254,
256, 258]; в [197] этим методом в качестве примера решена также
известная задача об отражении и прохождении волн в случае
параболического слоя).

Свое название метод фазовых интегралов получил потому,
что при вычислениях в связи с обходом нулей функции е' или
других выделенных точек появляются интегральные выражения

для фазы I— ф У &' йг (см., например, B7,17) и ниже). На вопрос
о точности метода в общем виде трудно ответить. Во всяком
случае правильные (строгие) выражения для | Л | и | Б | при
использовании этого метода могут быть, вообще говоря, получены
не только для толстых, но и для тонких слоев [197]. В задаче
об отражении от изотропного слоя с максимумом (при отсутствии
каких-либо подлежащих обходу точек, кроме двух нулей функции
е' (г, со)) такой результат естествен. Ситуация сложнее в
задачах, в которых нужно обходить несколько точек, так как явление
Стокса имеет место на целом ряде пересекающихся прямых
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и фактически приходится ограничиться учетом только части этих
линий [197, 260].

В задаче об «утраивании» сигналов (при и < 1) линии Стокса
выходят из перевальных точек и„± (см. B8,28)), и уравнения для
этих линий можно записать в виде:

, ¦ Г [(п1~Ы1) — (пг — Ы2)]
аг§

±1«„

здесь I, = V — 1

2 - - А1Л=п-\-2лт, т--=0, 1, 2,...;

15 = аг -\- 1$ (слой в области взаимодействия

Комплексная
плоскость С

(>0)

-Щ ,йе2

Ц^-1-

Рис. 28,5. Контур интегрирования в выражении B8,43).

считается линейным); на комплексной плоскости I, точкам
перевала Vа±. отвечают значения ^д± = ± гяк (см. рис. 28,5, на
котором линии Стокса показаны пунктиром).

г

Общие результаты при и = — <1. Если на область

взаимодействия слева (со стороны отрицательных значений % и I,, т. е.
из области меньших значений ц) падает обыкновенная волна, то
появляются отраженная обыкновенная волна (амплитуда Н2)
и проходящая необыкновенная волна (амплитуда /L), причем

\Л2\ = 1—е-^, [д^е-бо,
в

I,   —  К Р п 1 —ге2 К\, B8,43)

где поглощение не учитывается и интегрирование в первом

интеграле ведется по замкнутому контуру Ь, охватывающему обе
особые точки ^3± = ± **к функции (п4 — п2); во втором
интеграле интегрирование ведется между точками А и В по полупет-
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ле, охватывающей точку + гяк (см. рис. 28,5). Отметим, что
пунктирная линия, соединяющая точки гЫ$к. на рис. 28,5

проходит между полюсом функции п1 при ?1оо= г—-—р 1 и нулем
функции пг при ^го = 0- Обе эти точки в расчете считаются
несущественными, с чем и связан его приближенный характер.

Стягивая в B8,43) путь интегрирования к линии,
соединяющей точки ±15к (законность этого оправдывается результатом,
не содержащим никаких особенностей), можно убедиться в том,
что значение 260 определяется выражением B8,38) и, таким
образом, формулы B8,43) совпадают с B8,39) и B8,41). Уже в
отношении коэффициента отражения | Е21 этот результат при немалых
60 является новым, поскольку формула B8,41) выше не была,
по сути дела, выведена. Более существенно, что при расчете
методом фазовых интегралов становится ясным наличие еще одной
волны — необыкновенной волны, отражающейся от области
взаимодействия вниз, т. е. в сторону полюса функции п^ Конечно,
наличия такой волны следовало ожидать из общих соображений
(если существование какой-либо волны возможно и не
противоречит граничным условиям задачи, она может не появиться
только в особых случаях). Но найти ее амплитуду Ну удалось
именно методом фазовых интегралов [197]:

|Л1|=е-6о-|Л1-е-2бо, B8,44)
Очевидно,

|Д1|' + |Да|* + |Ла|8 = 1, B8,45)

т. е. при отсутствии соударений E = 0) нет поглощения. Это
заключение вполне понятно, поскольку в проведенном расчете
наличие полюса функции га4 было несущественно и оно никак
фактически не учитывалось. Резонансное же поглощение,
присутствующее и при 5-> 0, возможно только в районе полюса. Вместе
с тем, полученный вывод о появлении бегущей вниз волны 1
никак не противоречит расчету методом теории возмущений для
области углов а < 1 (см. выше). Дело в том, что бегущая к
полюсу волна 1 отражаться не будет и полностью поглотится (см. § 27).
Таким образом, энергия

| Нх |2 = 1 — 1 Я2|2 — | Д2|2---е-2б<> A — е-26») B8,46)

в конечном итоге переходит в тепло (максимальное значение | Вг \2,
равное х/4, достигается при 2б0 = 1п 2). Этот вывод сохраняется
и при учете пространственной дисперсии, когда рассматриваемая
волна превращается при V < V^КI в «плазменную» (см. § 12),
которая затем и поглощается. При 2б0 <С 1 поглощаемая энергия
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| 2?! | 2 равна поглощаемой энергии | Л ]2 = 1 — | 2) ] 2 — | Д | 2 =
= 260, вычисленной -методом возмущений. Более того,
интерпретация энергии | А |2, как поглощенной в резонансной области
при а С 1, правильна и сама по себе, так как в методе возмущений
рассматриваются только волны, распространяющиеся при а = О,
а также возмущение, связанное с наличием полюса. Бегущая же
вниз необыкновенная волна при неучете пространственной
дисперсии и а ->• 0 полностью сосредоточена вблизи полюса и о ней
не приходится говорить.

Приведем здесь же результат [254] расчета в случае
необыкновенной волны, падающей на область взаимодействия справа,
т. е. со стороны нуля V^^ = 1 + Vй (см- Рис- 28,1, а). Эта
волна разбивается на две: обыкновенную, проходящую в область
малых значений V с амплитудой В^, и необыкновенную, бегущую
к полюсу функции п\ (ее амплитуда равна Д[). Никакой
отраженной волны 1 при этом не получается в согласии со сказанным
в § 27 и выше. Другими словами, идущая справа (сверху, если
речь идет об ионосфере) волна 1 частично просачивается вниз,
а частично уходит в область полюса, где и поглощается.
Количественно имеем:

Iя;!=«-«<», |л;|=У1-в-2*>> |/?;| = о, |д;|«+|я;|2 = 1, B8,4ба>

где б0 определяется так же, как в B8,43).
Сравнивая формулы B8,43) и B8,46а), видим, что | Б'г | =

= | Х>1 |, т. е. коэффициент прохождения через область
взаимодействия одинаков в обоих направлениях. (Этот вывод не
самоочевиден в связи с несправедливостью обычной формы теоремы
взаимности для магнитоактивной среды.) Отсюда следует, что
амплитуда третьего отраженного сигнала, проходящего через область
взаимодействия вверх и вниз, равна | О^ \ • \ В'2 | = | Вх \г = е~26°,
т. е. определяется формулой B8,39). Отсутствие отражения
бегущей вниз волны 1 приводит к появлению именно трех
отраженных сигналов, а не большего их числа, как это имело бы место при
наличии многократного отражения от области взаимодействия.

С точки зрения некоторых возможных приложений (например,
вопроса о генерации радиоволн в солнечной короне) представляет
интерес еще и третья постановка задачи. Именно пусть на область
взаимодействия падает необыкновенная волна, бегущая от полюса
функции п\ (эта волна, например, могла быть создана в области
полюса пучком частиц). Тогда после взаимодействия в область
больших значений V побежит необыкновенная волна с | Б\ \ =
= )Л1 — е~26°, а для отраженной необыкновенной волны | Н\ | =
__ е-2в0. Кроме того, вниз (в область малых значений V) побежит
обыкновенная волна, для которой | В\ \ = е-6» |/1 — е-26».
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Формулы для 60. Учет соударений. Приведенные формулы
для | Э | и | Л | получены при пренебрежении соударениями
и поэтому пригодны, если

_ уЭфф __ V,, Шд ЗШ2 а
0) ш 2со соз а B8,47)

(от поглощения на пути вне области взаимодействия, которое
может быть существенно и при малых V, сейчас отвлекаемся).

я,,,<***"'*
~ Эаклг2т«

Рис. 28,6. Критическое число соударений ук в зависимости от
геомагнитной широты 6. Справа даны высоты, для которых по грубо ориептиро-

вочпым данным гЭфф = Vк при /я = 1,44 Мгц.

В случае Р-споя (который и имелся в виду в [234], где была
получена формула B8,39)) условие B8,47) обычно выполнено. Это-
ясно из рис. 28,6, на котором приведены значения ук в
зависимости от геомагнитной широты 9. Одновременно справа указаны
высоты, на которых примерно Vэфф дагк. Мы видим, что на
высоте, большей 200 км, VЭфф сравнимо с ук только на геомагнитных
широтах 0 > 85°; так, при у9фф = 103, уаЛФ = гк для углов-,
а « 0,8° ив« 88,4°.

Формулы B8,38) для 2б0 можно записать также в виде:

тю3ц4 (Н-Уц"J8т2 а _ 1,65.10-»а>зц4 A+У^Jаш2«2б0

вЛа + Угсо-а)" (^)о=1 A+у-исо.аГ (^)^
так как N (о — 1) =

B8,48)

4яе2
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При и

имеем 260

¦, (о = 2соя= 1,76 -107 (Л,0 = 107 м), полагая соза л; 1,

17
81га

^)« ; соответствующее значение IИ I2 = е~26°\ йг
представлено на рис. 28,7. Из этого рисунка или
непосредственно из формулы B8,48) ясно, что в рассматриваемом
благоприятном примере (| й |2 падает с ростом со) |/)|2л;0,1 при
81п2а п лг,с- / <1/У \ п.

0,125; при (—т— ) _ «0,1 это значение отвечает
йг уи=1

углу а ж 6°, т. е. геомагнитной широте 0 = 80°. С ростом а поле
| Е31 = | В |2 третьего сигнала резко
уменьшается.

Для более детальных оценок
удобно записать формулы B8,38)
и B8,39) конкретно для
параболического слоя B8,18). В этом
случае

|Д|2 = е-2б0; 2б0 =

\В\

6,9-
0,8
0,7-
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

\ \\
¦ ^ . —

\ \

\ \
\ X
\ X

к ^ г;
\ ^^

\ | ^^ | ц

0 0,1 0,2 вт'л
Ш)

Рис. 28,7. Коэффициент
пропускания | Б |2 как функция от
вт2 а 1

7Ж— ПРИ " = Т и 0) =

V Ат, у»=1
^1,76-107 ;(Х0 = 107 м).
Сплошная кривая \Б\2 = е~ 2в°,
пунктирная ^ кривая |2?|2 = 1—2б0.

4

1

A + уй)^-^-зт2а
/к0

2 A -1-Уйсоз аJ т/ 1 'т-
У /ко

^кРогл Л.
У2 'кО

У 7= Р.
2
кО

B8,49)

При и = ~, соза»! и к0 = Ю7 м (а)я = 8,82-106)

9.10-52п

2б0

Р

'кО

/2

103-^-вт2а
/кО

/¦¦ Р.¦2
КО

,/, /2
B8,50)

/2 'кО

где во втором выражении положено гт ~ 100 км. Из B8,50)

ясно, что для параболического слоя, например, при / = ~

коэффициент 2б0 ~ 102 вт2 а и 2б0 ~ 1 при а ~ 0,1 ~ 6°, что
находится в соответствии с оценкой, сделанной выше. Таким образом,
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для параболического ^-слоя и, собственно, любого регулярного
слоя тех же размеров эффект «утраивания» сигналов при
нормальном падении может систематически наблюдаться лишь
на высоких широтах @ з* 75—80°). На средних широтах, где
« ~ 20° (8т2а~0,1), «утраивание» сигналов в Р-слое может
наблюдаться лишь спорадически, когда ( -г— ) ~ 1 вместо регу-

лярного значения ~ 0,1. При этом значение ( -г- ) __ должно быть
аномально велико только в области слоя толщиной в несколько
сотен метров или несколько километров (см. выше) *). Поэтому

*) Если бы градиенты ./V могли быть столь велики, что концентрация ./V
в области V ~ 1 заметно менялась бы на расстояниях порядка или мень-
ших -п-9-, то появление в области V > 1 необыкновенной волны носило бы,

2я

так сказать, тривиальный характер,— оно в этом случае следует из формул
Френеля для коэффициентов отражения и прохождения волн для резкой
границы раздела между двумя анизотропными (в данном случае магнито-
активными) средами. Однако сколько-нибудь длительное существование

в ионосфере таких резких градиентов N (т. с. значений — 102, так как

-^- ~ 103 и N ~ Ю5 -4- 106 V необходимых хотя бы для ориентировочного
2я у
использования формул Френеля, представляется невозможным.
Действительно, в .Р-слое длина свободного пробега электронов равна

Vэфф Ю3 " 2.1
и, следовательно, резкий градиент указанных размеров, если бы он даже
мог возникнуть (на что нет никаких оснований), размылся бы за время,

1
меньшее времени свободного пробега т = Ю-3 сек. В Я-слое для

"^эфф

электронов VЭфф ~ 106, I = 102, т = Ю-5 и время диффузионного
^эфф
X 10022

размывания границы на величину -—— 10/ также порядка А( = =

= — = 50т ~ 10~8 сек ( здесь В = -г коэффициент диффузии для элек-
V \^ о

тронов; если размывание обусловлено диффузией ионов, то в рамках

сделанной оценки Д2 ~ 0,1 сек

Сделанное замечание о роли диффузии свидетельствует о том, что даже

сравнительно небольшое значение —^ 1 в слое с толщиной ~1 и
не может наблюдаться в течение длительного времени. При регулярных же

еще меньших значениях ( —т— ) , как уже было сказано, эффект «утраи-

вания» в Р-слое на средних широтах наблюдаться не может (речь идет о
нормальном зондировании ионосферы без учета рассеяния на неоднородностях;
см. § 29).
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появление спорадического эффекта на средних широтах (а ~
~ 20°) не исключено.

Однако в ряде случаев наблюдающееся на средних и низких
широтах появление трех и большего числа сигналов, отраженных
от Р-слоя, объясняется, по-видимому, появлением спорадических
слоев [43]. Наблюдается [263, 264, 270], также своеобразное
«утраивание» сигналов, происходящее при наклонном падении

при наличии на уровне отражения рассеивающих неоднородно-
стей (см. § 29). Экспериментально отличить эффект «утраивания»
от появления отражений от спорадических слоев можно, в
частности, в результате поляризационных измерений (при «утраи-
вании» сигналы Е2 и Е3 на рис. 28,2 должны быть
обыкновенными, а сигнал Е^ — необыкновенным).

При переходе к высоким широтам эффект «утраивания»
должен наблюдаться все чаще, что и имеет место на опыте [255, 262].

В отношении /'-слоя, как указывалось, влияние поглощения
обычно несущественно. Иначе обстоит дело в 1?-слое [255], так
как амплитуда третьего сигнала Ег — \ Э |а возрастает с
приближением частоты столкновений VЭфф = V к критической
частоте гк. При этом, как ясно из рис. 28,6, на геомагнитных
широтах не слишком высоких, но больших 55—60°, в #-слое как раз
V ~ л>к и эффект «утраивания» может проявиться самым резким
образом. Увеличение | Б |а с ростом V определяется не только

множителем A—— ) в B8,35), но и тем обстоятельством, что
при -—>¦ 1 будет Р -»- 0 (это ясно из B8,36), учитывая, что

\(п1 — г%^) — (га2 — гх2)] ->• 0 при г\ -*- 1). Как указано в [255],
при а я» 13°

р«р0^1-^ . B8,51)
Используя выражения B8,35), B8,37), B8,49) и B8,51), для
параболического слоя B8,18) имеем:

з

| Л |» =- *-*>, 26 « ,_* /к0 = A --1Л 260, B8,52)V-

2
кО

причем предполагается, что V < ук; если же V > гк, то | В \2 = 1
(в рассматриваемом приближении | Б |2 ->- 1 при V -*- у1{ и | Ъ | 2 —
= 1 при V > ук); при этом не следует забывать, что
обусловленное поглощением затухание волны в облавти V <С 1 здесь не
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учитывается. Зависимость | Б \г от чНк по формуле B8,52) для
конкретных условий наблюдения, осуществляющихся в [255],
ясна из рис. 28,8. Кривая рассчитана для параболического слоя

С0„81П2 а (гт = 30 км) при тк =2 сова = 2,3-105; критическая частота для

волны 2 равна /К2 = /ко = ^Мгц, / = 3,47 Мгц, /н = ^- = 1,44 Мгц
и а = 13°. При проведении расчета методом фазового
интегрирования также получается результат B8,52), причем [122]

Л'
СО

са С [( - -1Щ) — (П2— Ыг)] К 'а=(те)^' B8'53)
где интеграл берется по петле, охватывающей точку +г»к

{рис. 28,9). При 5 = — =0 эта формула переходит в B8,43).

Стягивая контур к пунктирной линии, соединяющей точку +г$к
с прямой Ке 2, придем к

1

ю-4

'

0Л 0,6 Ц8 V *М

Рис. 28,8. Коэффициент пропускания
V 1

О \" как функция

формулам B8,35) и B8,36)
и в частном случае к B8,52).
Вместе с тем, из B8,53) и
рис. 28,9 сразу же ясно, что
ЛрИ 5 > 5К (т. е. V > Vк) В
рассматриваемом
приближении 6 = 0, поскольку
контур интегрирования уже не

охватывает точку г$1(. При
5 > б-к осуществляется,
таким образом,
квазипродольное распространение с
отражением от точки и$ =
-1 + У~й-
Выше по существу

принималось, что V = сопз!.

Если же зависимость V от г заметна, но все же является более

слабой, чем зависимость N от г, то все формулы остаются в силе,
но под V нужно понимать эффективное число соударений в
точке V = 1.

Заметим также, что в области взаимодействия должно быть
особенно заметно рассеяние радиоволн на ионосферных неодно-

родностях, поскольку при V ->¦ 1 и а ->- 0 значения —~ , а зна-

чит, и -т^г- особенно велики. В результате даже сравнительно
небольшие изменения N влекут за собой значительные изменения
показателей щ- 2-

при и ¦¦

со = 1,76-10' (а.„ = 107 м).



462 ВОЛНЫ В НЕОДНОРОДНОЙ МАГНИТОАКТИВНОЙ ПЛАЗМЕ [ГЛ. V

Результаты при и — —^ > 1. Выше эффект «утраивания»
рассмотрен для нормального падения в основном только при и =

= —2- < 1. О роли наклонного падения речь пойдет в следующем
§ 29, сейчас же кратко остановимся на случае и >> 1 (в условиях

Комплексная
плоскость С

E*0)

Рис. 28,9. Контур интегрирования в выражении B8,53).

земной ионосферы, на средних и высоких широтах это отвечает
волнам К > 214 м). При очень малых углах а, когда применим
метод возмущений, для обыкновенной волны результат при
и > 1 уже получен выше (см. B8,14), B8,16)). Проведенный
методом возмущений расчет годен для обыкновенной волны при
любых и потому, что нулевое приближение B8,9) одинаково и при
и < 1 и при и > 1, а первое приближение вычисляется без всяких
предположений о величине и. Совершенно аналогичный расчет
можно при и> 1 произвести и для необыкновенной волны, считая,
что в нулевом приближении имеется только необыкновенная волна,

/Г@):
• гц г

П" 1/и-1 . Тогда для коэффициента
отражения | Ех | 2 и коэффициента прохождения | В\ \2 получаем *):

|Л1|* = 4в§,2, |г?1|» = 1-2в0,2,

26 О, 2 :
яим4 а2 я<ва2

2саA/ц-1J 2са Г1-—УЧ «НУ

B8,54)

*) Индексы 1 и 2 в B8,54) и B8,55) характеризуют невозмущенную
волну при а = 0 и отличаются от индексов, использованных в B8,43) и др.
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Для сравнения приведем здесь же еще раз результат такого же
расчета для обыкновенной волны (см. B8,14) — B8,16)):

|Л2|« = 4б1 ь |Д2|2 = 1-2б„, 1,
з

о в * лош1 а2
20о, 1 =

яша2

2саA+УйJ 2са ч ши;

ЙУ
.., а = . , B8,55)

(Раньше величина 60,1 обозначалась просто через б0; см. B8,38)
при а < 1.)

Я",

е-^е-Ч-ЦЧ у^-^

\е-г,"A-е-!1')A-е «*)

! л^1„,Л 1 /^Пи
A-е-Ч/-егЧ

Рис. 28,10. Различные случаи взаимодействия волн при и^=цсо52а> I-
Приведены квадраты модулей амплитуд волн, причем амплитуда
падающей волны (жирная стрелка) считается равной единице. Отражение

от точки V^$ не учитывается.

При иь = и соз2 а > 1 имеются пять основных случаев
взаимодействия волн, в то время как при и -< 1 было три таких
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•случая *). Значения | Б | 2 и | В |2 при иь > 1, полученные [260 ]
методом фазовых интегралов, приведены на рис. 28,10. Вместо

1 е г>«A-е~и"}

6}

Рис. 28,11. Различные случаи взаимодействия волн при и<1. Все
остальные обозначения и условия такие же, как на рис. 28,10.

B8,54) и B8,55) получаются выражения, содержащие е~2б«Ы'2,
1 —е-2б°>1'2 и т. п. Положение в этом отношении аналогично

имеющему место при и < 1. Для удобства уже обсуждавшиеся
выше результаты для частот со, больших соя (т- е. при и < 1),
сопоставлены на рис. 28,11.

*) Область к > 1, и-1,= и сой2 а < 1 требует особого рассмотрения, что
•еще не сделано. Практически взаимодействие происходит лишь при малых
углах а и, следовательно, нри и > 1 обычно также щ, > 1.
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Строго говоря, выражения для о0I52 при произвольных
углах а отличны от приведенных в B8,54) и B8,55) и относящихся
к малым а. Практически, однако, взаимодействие существенно
именно при очень малых айв качестве б0 4) 2 можно
пользоваться формулами, указанными на рис. 28,10 и 28,11, со
значениями б0;112, определяемыми согласно B8,54) и B8.55). Учет
теплового движения мало изменяет б0) 4) 2, если только

К2 — <? 1

Поглощение волн не сказывается существенно на результатах,
пока в области взаимодействия

Весьма важной особенностью рассмотренного взаимодействия
волн является тот факт, что оно само по себе не приводит к
образованию отраженных волн (см. рис. 28,10, б, г и рис. 28,11, б).
Появление отражения всегда связано поэтому с достижением
какой-либо волной нуля функции /г2,.

Во всех случаях, представленных на рис. 28,10 и 28,11,
отражение от нуля г/Л' = 1 + У и не учитывается. Из рис. 28,10, а и б
ясно, что при посылке вверх обыкновенного сигнала обратно
придет также и необыкновенный, и наоборот. Таким образом,
при иь > 1 и малых углах а, когда существенно взаимодействие,
при зондировании ионосферы неполяризованным сигналом должно
появиться четыре отраженных сигнала (при отсутствии
отражения от точки У1+о = 1 + Vй)- Если же имеется отражение от
точки ^1+о = 1 -,- у и, то падающий обыкновенный сигнал даст
два обыкновенных и два необыкновенных отраженных сигнала.
То же имеет место для падающего необыкновенного сигнала
(здесь учтено, что необыкновенный сигнал, возвращающийся
после отражения от точки и\+^ = 1 + ]/ и, по прохождении
области взаимодействия превращается в два сигнала: обыкновенный
и необыкновенный; см. рис. 28,10, в). В результате падающий
на ионосферу неполяризованный сигнал может дать целых восемь
отраженных сигналов. Однако в области и > 1 более интересно
не появление «умножения» отраженных сигналов, а возможность

прохождения необыкновенной волны через весь слой при
нормальном падении на него, несмотря на то, что а =/= 0 и
частота ниже критической частоты, отвечающей точке р^'. Этот
эффект в той или иной мере имеет место и при наклонном
падении, когда он при определенных условиях даже усиливается

(см. § 29).
30 в. Л. Гинзбург
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§ 29. Наклонное падение волн на слой.

Теорема взаимности

Введение. При решении задачи о наклонном падении волн
на слой магнитоактивной плазмы исходным является общее

волновое уравнение B,21) для произвольной среды:

го^гог,!?—^(я_*±1/)=0; B9,1)
для плоского слоя «холодпой» магнитоактивной плазмы
уравнение принимает вид:

АЕг—щМуХЦ—еМол, г)Я, = 0 B9,2)

(см. B3,1); тензор е^- определяется формулами, проведенными
в § 10).

Уравнение B9,2) имеет важное частное решение типа
. со

Ж(г) = Р(г)е-1куу = Е(г)е % с ™, B9,3)
отвечающее волнам с нормалью, расположенной в плоскости г/г
(магнитное поле И@) в плоскослоистой среде однородно или
зависит только от 2, но может иметь любое направление; поэтому,
выбирая решение в виде B9,3), мы не предполагаем, что поле Н<°>
лежит в плоскости падения г/г; таким образом, используется
система координат, отличная от изображенной на рис. 10,1).

Подставляя B9,3) в уравнение B9,2), получаем:

-5г +¦ тг 1Кх - Р2) Рх + е'хуРу + г'хгРг] = 0,
Л^Ру , . СО АР, , ОJ г » г, , . г. , ' т, , п
-ЦТ + 1Тр^Г + ~Ж 1еи«^*-+ гууру + еЛ = 0.

128

B9,4)

где уже принято, что р — — ку = сопз!. В справедливости этого

существенного обстоятельства можно убедиться, считая вначале,
что р = р (г). Тогда для Р хуг получаются уравнения, которые
удовлетворяются при всех у только в случае постоянства р (см.
в § 19 аналогичные вычисления для изотропной среды). При
нормальном падении волн на слой р = 0 и уравнения B9,4)
очевидным образом упрощаются, переходя в систему двух
уравнений второго порядка, исследованную ранее (см. B3,2) и
дальше). Уравнения B9,4) сводятся [275] к системе двух уравнений
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второго порядка также для магнитного полюса (внешнее поле Нт
направлено по оси г) и при распространении волн на экваторе
в плоскости магнитного меридиана (поле Н<°> направлено по
оси у, и рассматриваются волны типа B9,3)) *). Однако даже
в этих частных случаях, не говоря уже об общем случае,
уравнения B9,4) не только не были строго решены хотя бы для одной
модели слоя, но и не использовались для приближенного учета
взаимодействия нормальных волн при наклонном падении.
В результате при наклонном падении на слой магнитоактивной
плазмы анализ решения проведен лишь в приближении
геометрической оптики. Кроме того, в качественном отношении ясна
картина взаимодействия волн, приводящего к их просачиванию
через слой, а также появлению своеобразного эффекта «утраи-
вания» сигналов при наклонном падении (этот эффект существенно
отличен от имеющего место при нормальном падении). Именно
на этих моментах мы и остановимся. В заключение будет, помимо
того, доказана обобщенная теорема ' взаимности, пригодная
в магнитоактивной среде и могущая быть полезной при решении
некоторых конкретных задач.

Приближение геометрической оптики. Решение в
приближении геометрической опт-ики в общем виде получается для
произвольной среды. Для этого нужно искать решение основного
уравнения B9,1) в форме

Е(г)= [вт{г) + ±.ж*>(г) + ^Е™(г)+ ...} -г—ЧЦг) B9,5)

и аналогичных рядов для 1) и у. Подставляя эти ряды в B9,1)
со

и приравнивая нулю члены, стоящие у разных степепеи — ,

получаем:

[V1? [УЧЕт]] + 1)@)~г -^-/0> = О,
[ У^Р [ЧЧЕа)]\ + ВA> -I ^- /и =

I {го* [УЧ'.Е""] + [У1? го* Ет]},
2) -¦ ЬЛ .<2)

»' {го* [1?ЧЖи] + [УТ го* Еа)]} + го* го* Ет )

[У V [ЧЧЕт\] + В™ ~ I -^ /2>

B9,6)

и т. д.

*) Из соображений симметрии выделен также случай распространения
волн на экваторе в плоскости, перпендикулярной к плоскости магнитного
меридиана.

30*
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4л
Полагая Д — I —^ /г = г'ц (г) Е] и сопоставляя первое

уравнение B9,6) с уравнениями A1,2) — A1,5), убеждаемся в том, что

(УЧ')*,2-Иг)-гх(г))*,2; B9,7)

здесь для магнитоактивной плазмы (п — Ы)ъи 2 — выражения A1,5),
могущие теперь зависеть от координат (другими словами, в A1,5)
V, и, 8 и а могут зависеть от г). При этом существенно, что угол а
в A1,5) есть угол между внешним полем Н<°> и УЧ1-, т. е.
направлением нормали к волне; поэтому правая часть уравнения B9,7)
сама зависит от (Т:11гI,2> хотя в B9,7) мы и не указали этого
в явном виде.

Выражение B9,7) получается из условия существования
нетривиального решения у первого из уравнений B9,6). Условие
разрешимости второго из этих уравнений дает уравнение для
поля .Е@) и т. д.

Геометрикооптическое приближение для решения типа B9,3)
получается в результате подстановки в уравнения B9,4) ряда

**(*) = ^ 'М + -5-*' »(*) + .••) е с

Результат можно записать в виде (ж—> 1, у*—*2, 2+—>
встречающимся индексам проводится суммирование)

аиРТ = 0, ацЕ?> = 1& и т. д.

B9,8)

3; по дважды

«11 — I е» *-ф)" > «12— —«21 = ежу—

а13 ¦— — а31 ¦— ехг —

«22= [еуу~ (~лг) ] ' «зз = [е« — Р%
«23= [буг-1-р-^-] ,
«32= [егу+Р^-] = [-еУ* + Р^-] -

г о <** *ПЮ , ** ^ _ ЛР? ,^~" Й2 <Ь ' й22 '» "-Р Л • *«"
йрт

Р Лг

\ B9,9)

Условие существования решения у системы уравнений для Р^\
т. е. равенство нулю детерминанта А = | а^ |, должно совпадать
(и, конечно, совпадает) с выражением B9,7), принимающим для
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решения B9,3) и B9,8) вид:

\ЧГ) +Р* = {п-ЫI,г. B9,10)

Вектор V4? = < 0, р, -^- V направлен по нормали к фронту волны
(пренебрегается малыми в приближении геометрической оптики
производными от /^0); величины Ч*1 (г) и 1|) (г) входят,
соответственно, в выражения B9,5) и B9,8)). Поэтому естественно положить

-р,= (-^*„)' = (я-|Х);.,мп«вB), B9,11)
где 8 — угол между УЧ*" и осью г, а сами п и к зависят от в

В силу постоянства р отсюда получается закон преломления:

[«1,2B, 0) — Ыи2(г, 9)] Вт 0 (я) = вш 00; B9,12)

причем, по предположению, в начале слоя угол падения 0 = 0О,
«1,2=1 И Х,,2 = 0.

В B9,12) в га1J и х1]2 поставлен также аргумент 0, поскольку
(га — т)^ 2 зависит от угла а между полем Нт и нормалью
к волне, направленной по У1?. Угол а меняется с изменением 9,
в силу чего изменяются с 0 и показатели тг1J и х4, 2 в B9,11)
и B9,12). Поэтому траектории, описываемые волновой нормалью,
а также траектории лучей (т. е. траектории волновых пакетов)
в неоднородной магнитоактивной среде, вообще говоря, весьма
сложны. Нахождению этих траекторий в различных условиях
посвящено большое число работ (см. [101, 105, 236, 244, 246;,
263—269, 276-281]).

Поле в первом приближении геометрической оптики. Прежде
чем остановиться на характере траекторий волновых нормалей

и лучей, выясним вид функций -т-= <?B) иР' (г) в B9,8), т. е»

найдем поле в первом приближении геометрической оптики.

Для нахождения -—¦ = ^ нужно, очевидно, явно выразить

правую часть уравнения B9,10) через д. Это значит, что в
выражении A1,5) для (п — м)\,а, где а есть угол между Д@) и. УУ,
нужно положить

сое" а:2а_^У^"'гЧГ ^ B9I3)
л«»'(рЧ 92)
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Разумеется, то же самое получается непосредственно из
условия существования нетривиального решения у первого

уравнения B9,9).
В результате из B9,10) получаем уравнение четвертой степени

для д:

ар<74 + М3 + Ур<?2 + М-ИР = 0, B9,14)

и = "н *эфф
0J 03где коэффициенте зависят от V = ^-,

р и направления поля Нт в пространстве.
В используемой в настоящем параграфе системе координат,

когда волновой вектор к — —{О, р, д} лежит в плоскости уг,

а вектор 1/<0>—-{Я**, Нут, Я*01} направлен произвольным образом,
имеем [277]:

: A — 1з) [A — 1зJ — и] — V [A — 1зJ — иг),

$р = 2риуиуиг,

Ур =,= _ 2 A _ *8) {[A _ р«) A - **) - р] A _ ;8 _ у) _

-{1-р2)и) + и[р2иу-({-р2)иг-и\, у B9,15)

бр = — 2 A — р2) ри Уиуих,

гР =\{1- р2) A-Щ-у]{\(\- р2) (\-1з)-и]Х
X A - (а - V) - A - р2) и} - A - р2) рЧуР.

— еНТ г—
Здесь V иу = —*- , У иг

еЯ<°>

, и
"н е2(Я«»J_

: от2с2йJ — "* + "г, + «г.тссо ' ' * /гест ' ш2

Заметим, что в системе координат с вектором Н^, лежащим

в плоскости уг, и волновым вектором к = — {рь рг, ц), Р\. =

= 81П 90 соз фо, Рг = МП 6о 8ГП Фо. 9 = со8 ^о. коэффициенты
в уравнении B9,14) имеют вид [269]:

ар -^ A — 1з) [A — 18)г — и] — а[A — 1зJ — иь\,

^р = 2р^Уиьит,

ур--^ -2{\~1з) {\{\- р2) [\-1з)-у\{\-1з -V)-

-A-р*)и} + р[Р1ит-A-р2)иь-и],

Ьр --- — 2 A — р2) р&Уифт,
Ер - [A - р2) A - 18) - V] {[A - р2) A - 18) -V] X

х A - (а-V) - A - р2) и} - A - р2) йиту.

B9,15а)
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Здесь р2=р\ +р\ = 8П120О = 1-92B = О),1 -р2=Соз20о=
= д2 (г -= 0), иь = и сой2 %, ит = и зт2 % и % — УГ0Л
между //@) и осью 2 (при нормальном падении % = а — углу
между Н1-0) и нормалью к волне — осью г; см. § 11 и др.). При
распространении волн в плоскости магнитного меридиана в B9,15а)
Рх '= 0, Р2~Р = зт 0О. Переход от B9,15а) к B9,15)
осуществляется заменой р2 я& р, иъ на иг и ит на иу.

В однородной среде д не зависит от координат, и всегда можно
выбрать оси так, что р = 0 и д2 = (п — ЫJ (см. B9,11) при
соз 6 = сое 0О = 1). Уравнение B9,14) становится при этом
биквадратным, и его решение есть выражение A1,5).

Отношение компонент Р'х\ Р™ и Р'г0) получается с помощью
любой пары из уравнений ацР{^ — 0 (см. B9,9)):

а12а23 — а22а13
Г@)
У '132 а21а13—а11а23

а11а22Ча12

= Я.

ч32 а21а13 — а11а23
В.

B9,16)

Здесь Лгу- — алгебраические дополнения элементов ац в
детерминанте А = | ац |. (Напомним, что по определению А ==
^ | ац\ = Апан + А12ап + А1гап, т. е. Аи = (— 1){+^' Дг,-,
где А,у — минор элемента ац). Коэффициенты К ж В ъ B9,16)
зависят, очевидно, от р и д; поэтому они различны для волн 1 и 2,
когда для д берутся значения ду или д2- Наконец, зависимость
^0) от 2 определяется из условия разрешимости уравнения B9,9)
для Р™. В результате [269]

Р<0) _ СОП51 B9,17)

а поле Е в первом приближении геометрической оптики имеет вид:

Ех = КЕУ, Ег — ВЕУ,

Е„ =
СОП81 ±г-у(ру+^9йг)

У Уд(К*-1)+рВ

д = -^Ь-= (п — 1К) СОЗ 0,

B9,18)

где сразу выделены знаки ± у фазы, которые были раньше скрыты
в р и д (см. также обозначения B9,16)).
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Анализ распространения волн в магнитоактивной среде также
в геометрикооптическом приближении, но в более общем виде
содержится в работе [282].

Графики функций д^2 («)• Получить представление о характере
распространения волн при наклонном падении и отсутствии
поглощения в приближении геометрической оптики легче всего,
используя графики величины п.пстд
д — п соз 6 в зависимости от
V =

4яеа#

та2 (см., например, [246,
269, 277]). При наклонном
падении эти графики играют роль

Ч'п1

Рис. 29,1. Функции ?), 2 (у) при пор-
/¦ 1

мальном падении I и =— , а=45°

чГ.Х
Рис. 29,2. Фун^ии ?1, 2 (г>) для
распространения на полюсе
(вертикальное магнитное поле .ЕГ«»). Исполь-

1 зованы значения Э0 = 20°, и=-г-.

графиков функций п^2(и), которые использовались при
нормальном падении. В этом последнем случае обе формы
графиков по существу эквивалентны, так как при отсутствии
поглощения ?1, г = ге1,2 Для волны, бегущей вверх (сов 0---1),
и #1, 2 = — %, 2 Для волны, бегущей вниз (соз б = — 1).'
Таким образом, при нормальном падении графики д (р)
представляют собой просто графики п (и) и их зеркальное
отражение относительно оси абсцисс V (рис. 29,1). Симметричные
кривые получаются, в частности, также на полюсе (вектор _Ы(°>
направлен по оси г; рис. 29,2) и на экваторе при
распространении волн в плоскости магнитного меридиана (вектор /Г@>
направлен по оси у; рис. 29,3). Если же магнитное поле Н^
направлено произвольным образом и даже если оно лежит в пло-
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скости ут, (распространение в плоскости магнитного меридиана),
то кривые д (и), вообще говоря, несимметричные (рис. 29,4
и 29,5) *). В общем случае кривые д^ 2 (*>) уходят в бесконечность

в точке VI, а» = „_„~"а2„ (% -1 — и соз2 х
угол между полем Н^ и осью г).
Этот результат вполне понятен,
поскольку величина д = п соз Э
обращается в бесконечность при га-> оо,
когда в силу закона преломления

д-псо$в\,

B9,12) значение зт 0 — 81П00 • 0.

Но если зт 0=0, то нормаль к

Рис. 29,3. Функции 91,2 {V) для
распространения на экваторе в
плоскости магнитного меридиана

0П = 42'¦°. » = т)-

ц-пжв

1,0

0

-1,0

\

1

/

1

1
/

/
/

У ^,

а)

Л 1
! V

N ч *1 1

/' '

\/

и

в)

Рис. 29,4. Функции 5л, 2 (у) при
распространении в плоскости
магнитного меридиана для случая, когда
вектор Н<0) направлен под углом
X —45° к вертикали -(оси г): а) 00 =

= 10°, м = т; б) 90 = 0, и = т.

волне направлена по оси т. и угол % равен использованному
в предыдущих параграфах углу а между нормалью и полем

*) На всех этих кривых, а также приводимых ниже, в начале слоя
л!, 2 — 1 и?1,2= ± соз 00 @о — угол падения волны на слой).
Поглощением во всех случаях пренебрегается. Заметим, что симметричным
кривым ? (у) отвечает обращение в нуль коэффициентов Р; и б; в
уравнении B9,14). Поэтому кривые д (у) симметричны не только в указанных
в тексте частных случаях, но и всегда при иу = 0 или иг = 0 (см. B9,15);
случай иг = 0 отвечает распространению на магнитном экваторе).
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_Н<°>. Поэтому приведенное выражение для г^,2°о и совпадает
« полученным ранее (см. A1,18) и A1,22)). Нули функций

д1 г (V) являются корнями
некоторого кубического уравнения [277].
Существенно, что нули #1,2 (у) ПРИ
изменении угла падения Э0 и
направления ноля Н^ меняются лишь
в известных пределах, которые часто
довольно узки. Это ясно из рис. 29,6,
где вертикально заштрихованные
области отвечают нулям д2 и
горизонтально заштрихованные — нулям
<?! (при каждом данном зш Э0 пули
(/1J при любых направлениях Н<-0)
лежат в заштрихованных областях,
т. е. в определенном интервале

значений V). Кривые Т,
ограничивающие заштрихованные области,

определяют нули ?!, 2 при распространении в плоскости,

перпендикулярной к плоскости магнитного меридиана Г в этом случае

-С05&,

Рис. 29,5. Схематический вид
функций G1,2(") при м<1
(проведена лишь одна ветвь

кривой д4 (у)).

и<!

!1п2е0),

Ип'В01

Рис. 29,6. Области изменения пулей функций ?1,г(^): а) м== ~; 6) и = 4.

^-=0при V = созге0и V = у [1+со5290± /зк4 60 + 4и зт2 90 ],
что и определяет кривые Т (и) ). При распространении в мери-
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диопальнои плоскости на магнитном экваторе д^ г = 0 при V = 1
и V = соз2 Э0 A ± Vги), что определяет кривые Ь на рис. 29,6, а

Необыкновенной
Волна

Рис. 29,7. Траектории, описываемые волновой нормалью в случае,
отвечающем рис. 29,5. Точки а, Ъ, й, е на кривых соответствуют точкам

а, Ь, д., е на рис. 29,5.

(на рис. 29,6, б, т. е. при ц>1, граничные кривые Ь не всегда
отвечают распространению в меридиональной плоскости на экваторе).

Траектории волновых нормалей и лучей.
Несимметрия кривых д (у) соответствует
тому, что падающая волна (<7>0) и
отраженная волна (д < 0) на том же уровне V
имеют разные направления волновой
нормали. Другими словами, траектория,
описываемая волновой нормалью, весьма

сложна ( для этой траектории -^- = с1;§;0 =
чФ)

Лу

— ). В качестве примера на рис. 29,7
приведены траектории нормали для
случая, изображенного на рис. 29,5.

Своеобразная петля в вершине траектории
связана с тем, что для необыкновенной волны
после достижения значения д — 0
(нормаль горизонтальна) дальнейшее
уменьшение д (в области д < 0) на некотором
участке отвечает росту V. Для
обыкновенной волны, наоборот, максимальное
значение V достигается при д > 0 и 9 = 0
лишь в точке е траектории,
соответствующей точке е на рис. 29,5.

Причудливый ход кривых на рис. 29,7
и на аналогичных графиках (см. [236, 276,
277)), вообще говоря, не свидетельствует
о наличии в области отражения каких-
либо физических особенностей. Этот вывод связан, во-первых,
с тем, что на кривых д (у), изображенных на рис. 29,1—29,5, нет

Рис.

луча
29,8. Траектория
в плоском слое

магнитоактивной

плазмы (угол падения 00 = 5°,
обыкновенная волна,
угол между осью у и
горизонтальной проекцией
магнитного поля <ря =

=-27°).
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каких-либо особенностей (речь идет об области значений V,
отвечающих петле на рис. 29,7). Во-вторых, непосредственное
физическое значение имеют не траектории нормалей, а другие кривые —
траектории лучей (волновых пакетов, сигналов). На этих же

рг7' <р*2Г р„'54у„~73'

у>„-Г: рН Г р„-5Г р„-73' и>м-90'

Рис. 29,9. Проекции траекторий лучей на координатные плоскости при
различных углах <ря и б0 — 5° (для обыкновенной волны).

траекториях «петли» нет, и, если не говорить об особых случаях,
они ведут себя плавным образом.

Траектория луча определяется уравнением
их йу <1г

^грэс угру ^грг
B9,19)

где 1>Гр = -уп — вектор групповой скорости (см. § гА).
В то время как нормаль к волне всегда лежит в плоскости

падения (выше — плоскость у г), вектор групповой скорости г
вообще говоря, имеет слагающую и по оси х. Таким образом,,
сигнал описывает некоторую пространственную кривую тина
изображенной на рис. 29,8. Проекции траекторий лучей на
координатные плоскости изображены на рис. 29,9 и 29,10; на рис. 29,11
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приведены при том же угле 80 = 5°, как и на рис. 29,7 и 29,8,
траектории волновой нормали. На рис. 29,7—29,10, относящихся
к обыкновенной волне [236], слой считается линейным и фн —
;угол между осью у и проекцией магнитного поля на плоскость ху.

Рис. 29,10. Проекции траекторий лучей при различных углах 0О и фя1
= 27° (для обыкновенной волны).

Ряд траекторий лучей, значения групповой скорости радиоволн
в ионосфере и другие относящиеся сюда данные приведены в
работах [101, 236, 244, 246, 264-268, 279, 281]; кроме того, о
траекториях лучей при нормальном
тгадении речь еще пойдет в § 35.
К этому же кругу вопросов
относится вычисление траекторий
-«свистящих атмосфериков» [26, 96,
57, 280]. (В этом случае и > 1 и
обычно можно пользоваться
формулой A1,24) для п\.)

Остановимся на некоторых
особенностях лучевых траекторий.

Из . соображений симметрии
ясно, что при распространении
волн в плоскости магнитного

меридиана траектория луча лежит
в той же плоскости. Далее, вершине траектории луча (точке
¦отражения луча) в произвольном случае отвечает не точка д — 0
{горизонтальное направление волновой нормали), а точка, где
горизонтален вектор групповой скорости ггр, т. е.

1>грг = -Щ- = V^рx>Р^ -Ь Угру'Ра + ^грг'Рз = 0. B9,20)
Здесь г^.рж'у'г' — компоненты г>гр в системе координат с векто-

0,92
0,90

Рис. 29,11. Траектории волновой
нормали при 60 — 5° и различных
значениях фя (для обыкновенной

волны).
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ром Лт, направленным по оси г' (см. B4,14)), а р\, р2 и рз суть
косинусы углов между осями х', у', ъ и используемыми нами
осями х, у, г (ось 2 направлена по нормали к неоднородному слою

а

Обыкновенная волна

Необыкновенная волна

Траектории Траектории
лучей • волновой нормали

Рис. 29,12. Взаимосвязь между проекциями траекторий лучей на плоскость
падения и траекториями волновых нормалей в случае, отвечающем
рис. 29,5 и 29,7. Стрелки на траекториях лучей указывают паправления

нормалей.

или, условно говоря, направлена вертикально). В силу B4,14)

можно видеть, что условие VГV2: =0 принимает вид у -^- = рду
ИЛИ

Рз—УУ' дп
у' ду

Зду '

B9,21)

Где у' = соз 0 — косинус угла Э между нормалью к волне и осью г
(нормаль к слою), у — косинус угла между нормалью к волне
и полем Нт и р3 ~ косинус угла между осью 2 и Нт (т. е.
осью г). При нормальном падении у' — 1, у = Рз = соз а и
получается известное условие отражения п = 0. В изотропной среде,

когда Н@) = 0 и -^ — 0, из выражения, предшествующего B9,21),
получается очевидное сразу условие отражения у'п = п соз 0 =
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= 0; отсюда при наклонном падении, в точке отражения соз 9 = 0 и,
учитывая закон преломления, получается известное условие

пзт 6 = п — 8Н1 60. Обращаясь к рис. 29,4 и 29,5, естественно
думать, что отражение луча будет иметь место в точках, где
кривые поворачивают вниз и достигается максимальное значение V.

Этим точкам отвечает, очевидно, условие

^.=:оо. B9,22)
Это предположение подтверждается расчетом [277] (другими
словами, условия B9,21) и B9,22) эквивалентны). Разумеется^
в тех частных случаях, когда кривые д^ 2 (у) симметричны,
вершина траектории луча лежит при д^ 2 = 0. Взаимосвязь между
траекториями нормалей и проекциями траекторий лучей на
плоскость падения ясна из рис. 29,12.

Некоторые особые случаи. Приведенные графики функции
?1,2 (у) и траекторий лучей и волновых нормалей отвечают
типичным условиям. Помимо того, имеются отдельные случаи,,
когда картина усложняется. Эти усложнения, если иметь в виду
монотонные плавные слои, связаны со своеобразным поведением
показателей преломления п^ 2 в магнитоактивной плазме при
»«1и малых углах а между нормалью к волне и полем //(°).

В применении к наклонному падению картину можно выяснить
на графиках д^ 2 (у), а также в результате построения
поверхности волновых векторов. Для последней цели из некоторого
центра проводится радиус-вектор с длиной п^ 2 и под углом &•
с вертикалью (с осью %); направление 1/<°>, а также параметры V
и и при этом фиксируются. Сечение получающейся поверхности
п1J(9, -Н@), V, и) плоскостью падения определяет некоторую
плоскую кривую. Такие кривые для обыкновенной волны,
распространяющейся в плоскости магнитного меридиана,
приведены на рис. 29,13 для различных значений V (см. [266]; ось г

направлена вверх, п2 = 1 при V = 1, Я0 = — = 80 м, //(°> =

=0,5 эрст; % = 25°, т. е. магнитное наклонение / = ~ — %=65°) *).

Вся поверхность п2 при данном V получается из
соответствующей кривой рис. 29,13 в результате ее вращения вокруг поля Я*0*
(это справедливо, конечно, только при совпадении плоскости
чертежа, т. е. плоскости падения, с плоскостью магнитного

меридиана). На рис. 29,13 обращает на себя внимание тот факт,

*) В северном полушарии земное магнитное ноле направлено вниз в
соответствии с направлением стрелки на рис. 29,13. При нормальном падении
на слой это означает, что в формулах предыдущих параграфов соз а < О,
а в некоторых случаях фактически фигурирует | соз а |.
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ЧТО При V

этой прямой (точки а)

1 кривые п2 (9) стягиваются к прямой; на концах

По = 1 что

1-гУ'и ^ 1-г-У^'
отвечает значению га2 при у —- 1 и а = 0 (см. A1,9)).

Из графиков п21}2, приведенных в § 11 для к<1, легко видеть,
что при значениях V, близких к V -= 1, кривые и2 = сопзЬ
действительно будут как бы обволакивать прямую аа на рис. 29,13.

Значениями (у, 0), удовлетворяющим
закону преломления B9,12), отвечают
точки пересечения кривых п (V, 6) на
рис. 29,13 с пунктирной
вертикальной прямой, проходящей на
расстоянии зт 0О от центра графика (в точках
пересечения кривой п2 с
вертикальной прямой имеет место равенство
П2 8Ш 0 = 8111 0О). ТаКИМ обрЭЗОМ,
в точке пересечения кривой п2 и
вертикальной прямой направление вол-
повой нормали совпадает с
направлением радиуса вектора, а направление
луча совпадает с нормалью к
кривой п2 (у, 6). На рис. 29,13
направления лучей указаны пунктирными
стрелками. Если бы плоскость
падения не совпадала с плоскостью

магнитного меридиана, то

пунктирные стрелки соответствовали бы
проекциям направлений лучей.

Из рис. 29,13 ясна одна
интересная особенность. При малых

пре- Рис. 29,13. Показатель
ломления п2 для
обыкновенной волны в зависимости от

угла 0 и параметра V (//«>> =
= 0,5 эрст, а = 25°, Х0 = 80 м).

углах 0О, пока зт 0О <К У<— Вт 1, вертикальная прямая
пересекается с прямой аа. В точке пересечения обыкновенный луч,
очевидно, перпендикулярен к прямой аа и, следовательно,
перпендикулярен к направлению магнитного поля; направление
луча при пересечении прямой аа меняется на противоположное..
Таким образом, при 0О < 0К2 отражение обыкновенных лучей
происходит при V = 1, т. е. всегда на одной и той же высоте.
При этом угол 0к2 определяется соотношением

8111 0 К2" У^-*-/соя + ы 81ПХ B9,23)

(% ~ Угол межДУ полем Н@) и осью г).



§ 29] НАКЛОННОЕ ПАДЕНИЕ ВОЛН НА СЛОЙ 481

Траектория луча при 0О < Эк2 имеет своеобразное «острие»
в точке отражения, как это ясно из рис. 29,14, б (на этом рисунке
приведены траектории лучей, отражающихся от линейного слоя

Передатчик
*)

и-\

Север

Рис. 29,14. Траектории лучей, отражающихся от линейного слоя
(обыкновенная волна, Х0^80 м): а) изотропный слой; б) Я<">^0,5 эрст, % = 25°
(магнитное поле лежит в плоскости падения). Пунктиром ноказан

отраженный луч при критическом угле падения 0к2.

при #<°> = 0,5 эрст, % = 25°, К0 = 80 л; на рис. 29,14, а
приведены траектории для того же слоя, но при Я<°> = 0). При
углах падения 60 > 8к2 отражение носит уже характер, в
качественном отношении близкий к имеющему место в изотропном
31 В. Л. Гинзбург
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случае (речь идет о распространении волн в плоскости магнитного
меридиана, когда лучи не выходят из этой плоскости). При
распространении не в плоскости магнитного меридиана, как легко
видеть, лучи в точке отражения не могут иметь «острия», так как

прямая аа никогда не достигается (в этом случае на рис. 29,13,
если считать вектор .Ы@> лежащим в плоскости чертежа,
плоскость падения уже не совпадает с плоскостью чертежа и,

следовательно, волновая нормаль тоже не лежит в плоскости чертежа),
физически, конечно, не может быть существенной разницы между
«острием» и траекторией луча вблизи точки отражения при
распространении в плоскости, очень близкой к меридиональной.
Сглаживание разницы связано не только с близостью траекторий
в этих случаях, но и с тем, что вблизи точки отражения
неприменима геометрическая оптика,а следовательно, и сама лучевая

трактовка. Тем не менее лучевые траектории позволяют составить
известное представление о распространении волн и в области
отражения, поскольку для плавного слоя область применимости
геометрической оптики обычно весьма широка и не включает в себя
лишь весьма небольшой район у самой «точки отражения».

Просачивание волн и эффект «утраивания» сигналов при
наклонном падении. Критический угол падения 8к2 (см. B9,23))
имеет тот смысл, что при этом угле в точке отражения —при V =

= 1, волновая нормаль для обыкновенной волны параллельна
магнитному полю /Г@). В соответствии со сказанным ранее
нормаль У1? может быть параллельна Н^ только при
распространении в меридиональной плоскости, поскольку нормаль
всегда лежит в плоскости падения. Как известно из рассмотрения
распространения волн при нормальном падении, если
направление волновой нормали приближается к направлению поля, то
точка отражения «перескакивает» от значения V = 1 к значению
V --= 1 -\- ][и (в этом и состоит эффект «утраивания», причем

СОгт

имеется в виду случай и =-^<.1; см. § 28). Таким образом,
ясно, что при критическом угле падения 81B луч не отразится
на уровне V — 1, а пойдет дальше. Однако, отразившись на
некотором более высоком уровне, луч при регулярном
распространении уже не сможет вернуться обратно, так как он пойдет по'
другому пути, волновая нормаль уже не станет при V = 1
параллельной Д@) и энергия волны поглотится в резонансной области.
Чтобы яснее проследить характер распространения вблизи
критического угла падения, когда геометрическая оптика
неприменима, целесообразно опять обратиться к кривым д1; 2 (у).

На рис. 29,15 представлены такие кривые [269] для случая

и — -^и х = 22°, когда Э1B — 12,5°. Как ясно из рис. 29,15, б,
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при 60 == 0К2 в точке V = 1 обыкновенная ветвь 2 переходит во
вторую необыкновенную ветвь 1; в дальнейшем эта волна после
отражения уйдет в область больших значений д (область ниже

Рис. 29,15. Функции д1,2(у) при распространении в меридиональной

плоскости при и = -^- и х = 22°: а) 60=10°; б) 00 = ек2 = 12°30'; в) в0 = 15°.

точки у'Л'), где и поглотится на уровне у1оо. При углах 0О, близких
к 0к2, формально, если опираться на графики д4) 2 (у),
обыкновенная волна не должна переходить в необыкновенную. Физически

31*



484 ВОЛНЫ В НЕОДНОРОДНОЙ МАГНИТОАКТИВНОЙ ПЛАЗМЕ [ГЛ. V

же ясно, что такой переход будет иметь место в некотором
интервале углов вблизи 0„2. В этой области геометрическая
оптика при V & 1 неприменима к обеим волнам, имеет место их
взаимодействие и, следовательно, эффект просачивания; по своей
природе этот эффект такой же, как и при нормальном падении
(см. § 28). Количественная теория явления в случае наклонного
падения, насколько нам известно, еще не развита.

Весьма любопытно, что при зондировании ионосферы
просочившуюся через область V «1 обыкновенную волну все же
удается1 наблюдать. Дело в том, что до сих пор речь все время
шла о регулярной картине, имеющей место для плавных слоев.
Фактически же в ионосфере имеются неоднородности,
приводящие к рассеянию волн. Поэтому просочившаяся волна в результате

рассеяния вблизи точки отражения ( т. е. вблизи точки ^=оо на
правой кривой д1 на рис. 29,15, а практически вблизи точки г/^о
частично пойдет обратно по тому же пути и вернется на Землю.
Пропутешествовавший таким образом сигнал вернется позже
сигналов 1 и 2, отразившихся на более низких уровнях, т. е. будет
наблюдаться эффект «утраивания» сигналов при наклонном
падении. Именно о таком эффекте мы упоминали в § 28. Этот эффект
генетически связан с эффектом «утраивания» при нормальном
падении, но радикально от него отличается — он наблюдается
только при участии рассеяния волн. Кроме того, эффект
наблюдается, конечно, только при излучении передатчиком волн под

углами Э0 ^ 8,B, а также при приеме отраженных волн в этом же
направлении. Такой эффект наблюдался 1263, 264, 270] при
отражении радиоволн от /'-слоя в условиях, когда % = 18°,
со = 2л-4,65-10е, сон= 2я-1,55-106, (т. е. |/"й - Х),334), 6к2 =
= 8,7°. Амплитуда третьего сигнала в зависимости от разности
0о — 9к2 имеет вид гауссоподобной кривой, причем в опытах [264]
квадрат амплитуды (мощность) уменьшался в два раза при
е0 - ек2 = о,42°.

Итак, независимо от того, какова его дальнейшая судьба, при
0О да0,;2 обыкновенный сигнал проходит через «дыру» в слое

4яе2Лг . _
на уровне V = ^- = 1. Помимо отмеченных выше двух воз-'
можностей: поглощения сигнала в области у1оо и частичного его
рассеяния (в том числе рассеяния в обратном направлении),
сигнал может вообще пройти через слой; это имеет место, если

,г со2 4-шсо я
электронная концентрация не достигает значения IV да—. 2 ,

т

необходимого для отражения необыкновенного сигнала от
области вблизи точки г/$ (см. рис. 29,15, а). Другими словами, сигнал
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проходит через слой, если критическая частота для третьего
отражения /кз = /кг ниже несущей частоты сигнала / (см.
также § 35).

2

Просачивание волн при и — —^ > 1. Эффект просачивания волн
может иметь место и при и > 1, т. е. для волн с длиной, большей
длины Хн = — . Как и в рассмотренном выше случае и < 1,
просачивание возможно, когда направление волновой нормали
в области V да 1 достаточно близко к направлению магнитного
поля //@). Направление нормали и вектор //@) параллельны,
если плоскость падения является плоскостью магнитного мери-

а п сов 0 . „ п » „ „
диана и — = ——^- = с1д 0 — с1§ %, т. е. угол о волновой
нормали с осью 2 равен углу % между полем Н<0) и осью г. Как
сказано и ясно из графиков функций п\^ (у) при и > 1 (см.,
например, рис. 28,1,6), взаимодействие волн при % -> О происходит
при иж1. Для V = 1 и 1 — 0 находим:

в» (у = 1) = р» + д" = 1 Ц= = X" •Ь2К ' ^ ". 1±У« У«±1

Таким образом, для критического угла 8„ получаем:

Пиг(У= 1I05%
81П 6К

ИЛИ

ы§%,

811п0—У т^Т8 ^ /^з1п*' <29'24>
где знак (-г) относится к обыкновенной волне 2 и знак (—)
к необыкновенной волне 1. (Заметим, что для обыкновенной
волны 8к2 < % и для необыкновенной волны 0К1 > %¦) При
и < 1 и рассматриваемых положительных значениях Я^ 2
критический угол существует только для обыкновенной волны.
Формула B9,24) при этом тождественна с формулой B9,23), полу-

ченной в результате геометрического построения. При и = — > 1

для обыкновенной волны критический угол также всегда
существует. Для необыкновенной волны взаимодействие имеет место

У и . 2 .
и критический угол существует только при условии—^=— ш %<
< 1, т. е. условии

Уй>^. B9,25)
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Для очень низких частот ]^и -*¦ <х> и 9К -+• %, т. е.
взаимодействие происходит при распространении вдоль силовых линий
магнитного поля. Этот случай реализуется для «свистящих атмо-
сфериков» [96].

При углах падения Э0, близких к бк1?2, кривые #1,2 (у) при
и > 1 имеют ряд особенностей, подобно тому как это было
продемонстрировано на рис. 29,15 для области и <. 1. Мы не будем
здесь подробнее останавливаться на этом вопросе, который
исследован далеко не исчерпывающим образом (см. [266, 277]).
С точки зрения приложений особенно важна возможность
прохождения волн через слой. При нормальном падении и иь —
= и соз2 а > 1 этот вопрос рассмотрен в конце § 28. Роль
наклонного падения состоит в том, что эффект просачивания может
сильно возрасти и оказаться заметным при немалых углах %
между полем и вертикалью, т. е. проявляться не только на
высоких широтах. Физически дело сводится просто к тому, что из-за
рефракции в слое волновая нормаль может приблизиться к
направлению поля Н^ как раз в области взаимодействия V да 1.
Именно это и имеет место при углах падения, близких к 0т, 2.

Из рис. 28,10, б, таким образом, ясно, что при 90 да 0К1
необыкновенная волна будет проходить через весь слой, как бы
толст он ни был (речь идет о волне, являющейся необыкновенной
при V < 1). Обыкновенная же волна при 0О да 0к2 может пройти
через область у да 1 и распространяться дальше в виде
необыкновенной волны *). Эта волна пройдет через слой только в том

случае, если точка г^о' — 1 + Vй ею не достигается I т. е. если мак-

симальная концентрация электронов в слое 1\тах <; —-г—
т

Доказательство теоремы взаимности. Решение задачи о
распространении и отражении волн от слоев магнитоактивной
плазмы, даже в пределах применимости геометрической оптики,
обычно связано с использованием графических или численных
методов. Картина еще больше усложняется, если нужно
учитывать взаимодействие волн, вычислять их интенсивность и т. д..
В этой связи особенно полезно знать общие свойства решений

*) Точнее, как мы указывали в § 11, волна, отражающаяся от точки
1?^' = 1 -г5 /"> в области V > 1 называется необыкновенной при а Ф 0
и называется обыкновенной при а — 0.

**) При наклонном падении необыкновенная волна отражается
несколько ниже, чем от области, где V — иЦ'; здесь, очевидно, этот факт не
учитывается, так как при 0к2 <С 1 соответствующее отличие от случая нормального
падения невелико.
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уравнений поля. Примером таких общих свойств является
известная электродинамическая теорема взаимности (см.,
например, [194], § 9; [12], § 69 и [225], § 77). Правда, в своей обычной
форме теорема взаимности при наличии магнитоактивной среды,
вообще говоря, неприменима. Именно этот факт позволяет создать
световой или радиовентиль — систему, пропускающую излучение
только в одном направлении (см. [283]). Однако некоторая
обобщенная теорема взаимности справедлива и в случае
магнитоактивной среды; кроме того, в некоторых частных случаях и при
наличии магнитоактивной среды можно использовать обычную
теорему взаимности или ее следствия.

Для удобства проведем доказательство теоремы взаимности
с самого начала. Для этой цели рассмотрим два источника поля 1
и 2, в которых плотности сторонних токов равны соответственно
«?стор (»*) и ,/стор (»*)• Создаваемые этими источниками поля Е^\ НA)
и Ет, ИB) удовлетворяют уравнениям:

го*Яш=» —2>A> + —А., то1Еа)-^—^-Ва), B9,26)с с о

го* Н™ = I^-1)<2> + -^^т'ор, го1 Е™ = — I-^ЯB); B9,27)
здесь все величины считаются изменяющимися по закону егс0*,

а под В при наличии поглощения нужно понимать Р—1—тгЗ

(В—электрическая индукция, ,/—плотность тока проводимости);
среда пока считается совершенно произвольной, в силу чего
и введена магнитная индукция В.

Умножая уравнения B9,26) соответственно на 2?<2) и Нт,
а уравнение B9,27) на —Еа) и —На\ складывая все эти
уравнения и производя переход к дивергенциям с помощью формулы
сИу [АВ\ — ВхоХ, А— АъоЪВ, получаем:

<Лу {[ЕшН™] - [Е™Н™]} = Щ- (№оРЕт-№оРЕа)) -!-

+ ^- {(Ъа)Е™—ЕтВ™) + (На)В™~ВшН™)}.
При интегрировании этого выражения по объему первый член

преобразуется в поверхностный интеграл и исчезает (поле
предполагается должным образом убывающим на бесконечности; легко
видеть, что поверхности разрыва также не дают вклада в
интеграл). Поэтому теорема взаимности в своей обычной форме

5 №ор (г) Е™ (г) йг = ^ №ор (г) Еа) (г) йг ¦ B9,28)
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справедлива, если

? {(вЛ)Ет~^Е;A)^<2,)-^-(й<1)БB)—в,1,нт)}аг=о, B9,29)
Для покоящихся сред при пренебрежении пространственной диспер-

сиеи и в предположении о линейности среды 1)-1—г — ]-х = щЬ}

и В1 = \\,[}П}, где комплексные тензоры е,:;- и )х,'ц могут зависеть
от со и координат. При этом выражение B9,29) принимает вид
(по дважды встречающимся индексам проводится суммирование,
и учтено, что г'^Е^Е^ == гцЕ^Е? и т. п.):

^ {(в'ц-е'ц) Е?Е?> + (|1«-ц;ч) НрН?>} йг=- 0. B9,30)
Отсюда очевидна справедливость теоремы взаимности B9,28)
для сред с симметричными тензорами г'ц и ц^-. Для сред с
несимметричными тензорами теорема взаимности B9,28) верной,
вообще говоря, быть не может, что ясно из упомянутой
возможности создать вентиль, пропускающий волны лишь в одном
направлении.

Обобщение на случай магнитоактишгой среды. Обобщение
теоремы взаимности на случай магнитоактивной среды (тензор ф?
несимметричен, ц^ — [хб^-; в плазме практически и. — 1)
достигается, если учесть, что из обобщенного принципа симметрии
кинетических коэффициентов вытекает общее соотношение

е^(^^@,) = е^г(-Я<0,) B9,31)
(см. A0,13) и [3, 10, 12]; для магнитоактивной плазмы
соотношение B9,31) следует из выражений A0,12) для тензора г'ц).
В силу B9,31) и условия B9,30) приходим к обобщенной теореме
взаимности:

^ Л% (г) Е™ (г, Я@)) йг ¦-= ^ №ор (г) ЕЛ) (г, -Л"») йг. B9,32)
Здесь поле Е^ (г,—Нт) есть поле, создаваемое источником 1
в случае, когда постоянное во времени (внешнее по отношению
к рассматриваемым полям) магнитное поле равно —//<0) (г), т. е.
имеет везде другой знак, чем при нахождении ноля Е<-2~> (г, Нт).
от источника 2. Если среда не магнитоактивна, тензор г'ц и поля
Е^ и Е^ от .//(°) вообще не зависят, и мы приходим, конечно,
к симметричному тензору г'ц и старой теореме B9,28).
Соотношение B9,32), являясь более общим, естественно слабее обычной
теоремы взаимности B9,28), поскольку оно связывает поля Ет
и Е^ не в одних и тех же условиях, а при противоположных
направлениях поля //(°>. Тем не менее теорема B9,32)
содержательна и показывает, например, что теорема взаимности справед-
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лива в старой форме, если в силу симметрии или характера задачи

~Е™(г, —Н{0)) = Еа)(г,Нт) или Е{2)(г, —Нт)^Е™(г,Нт).

Именно к отысканию таких случаев в значительной мере и
сводится рассмотрение, проведенное в [284—286].
¦ Для источников, являющихся электрическими и магнитными
точечными диполями в B9,32), нужно положить

^0% = т1за'2)-'гсто1Ма'2) с Ра'2>-р(Ь2,6 (г—гь2)

и Д/(ь2)=та'2N(г—г1J), где б—дельта-функции. Тогда получаем:

^(п^, A) я@)) —тA)ЛB'A, Я@>) =

= ртЕA)B, — Нт) — тB)И(,,B, -Л<0)), B9,33)

где при преобразовании члена с т использовано уравнение

го1 Е = — I —В, магнитная проницаемость М- принята равной

единице и, например, Е^ A, Н<-°'>) есть поле электрического
диполя рB> и магнитного диполя жB) в точке, где находятся
диполи рЮ ят<-1'>, причем внешнее поле есть Н^К

Среды с несимметричным тензором и.^ и с пространственной
дисперсией. Для сред с несимметричным тензором \1'ц из
обобщенного принципа симметрии кинетических коэффициентов следует,,
что ц,'^ (_В<°>) = ц'х (—Вт), где Вт — магнитная индукция,
которая считается здесь «внешней» (независимой) по отношению
к рассматриваемым полям с частотой со (приведенный результат
ясен из [12], § 88, если учесть, что среднее макроскопическое
магнитное поле равно В и может заменяться на Н только в
немагнитной среде). Отсюда следует, что теорема B9,32) справедлива
и для среды с несимметричным тензором \1^, если только
заменить в B9,32) Нт на!^°> ,что можнобыло'сделатьи с самого начала.
Впрочем, для ферритов, когда нужно вводить тензор н'ц,
изменение знака Вт достигается обычно изменением знака внешнего
поля //@> и можно непосредственно пользоваться B9,32).

При учете пространственной дисперсии векторы В и Е (для
простоты считаем сразу, что В — Н) связаны интегральным или
дифференциальным соотношением (вместо алгебраической связи
/>г = г'цЕ]\ см. B,3)). Из принципа симметрии кинетических
коэффициентов следует (см. [12], § 83), что при отсутствии
внешнего магнитного поля Нт имеет место как раз равенство B9,29)
и, таким образом, теорема взаимности справедлива в своей
обычной форме. Тот же вывод получаем, если пространственная
дисперсия учитывается путем использования связи типа (см. [10, 13])

^^'^г\-Ш^-^т^. _ B9,34)
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Свойства симметрии тензоров у1П и Ьцщ (уш = — уН1, Ь1Пт —
= Ьлш) позволяют тогда прийти к B9,29) в результате
интегрирования по частям (этот вывод эквивалентен предыдущему,
поскольку сами свойства симметрии тензоров уцг и Ьщт следуют
из принципа симметрии кинетических коэффициентов).

Естественноактивные среды, как известно,— это среды, где
нужно учитывать пропорциональный у;у-г член в B9,34). Таким
образом, в естественноактивных средах при Н^ — 0
справедлива обычная теорема взаимности (в соответствии с этим, как
хорошо известно, используя естественноактивную среду, нельзя
создать оптический вентиль).

При учете пространственной дисперсии (теплового движения)
в магнитоактивной среде справедлива обобщенная теорема
взаимности B9,32), т. е. пространственная дисперсия и здесь сама по
себе изменений не вносит.

В качестве примера приложения теоремы взаимности в
магнитоактивной среде укажем на такой результат [285]. При
отражении волн от ионосферного слоя в плоскости магнитного
меридиана (т. е. когда магнитное поле лежит в плоскости падения)
теорема взаимности в своей обычной форме (т. е. без замены
Я@) на —Д(°') справедлива для антенн, излучающих и
принимающих поле Е, лежащее в плоскости падения; то же имеет место,
если обе антенны излучают и принимают поле Е,
перпендикулярное к плоскости падения. Для двух антенн, одна из которых
принимает поле Е в плоскости падения, а другая излучает поле Е,
лежащее в перпендикулярном направлении (или наоборот), тоже
справедлива обычная теорема взаимности, но только для модулей
поля (т. е. без учета фазы).

В §§27, 28 мы также могли убедиться в том, что в ряде
случаев в согласии с обычной теоремой взаимности и в
магнитоактивной плазме модули коэффициентов прохождения волн
противоположного направления равны друг другу. Из
теоремы B9,32), как уже отмечалось, ясно, что для доказательства
полной применимости обычной теоремы взаимности в той или
иной задаче для магнитоактивной среды достаточно показать, что
электрическое поле волны не изменяется при замене Н(°> на —1И0К
Именно это и имеет место в тех из упомянутых случаев, когда
в магнитоактивной плазме справедлива обычная теорема
взаимности.



Глава VI

Отражение радиоволн от ионосферных слоев

§ 30. Введение. Отражение от произвольного
плавного слоя

О распространении радиоволн в ионосфере. Земная ионосфера
явилась исторически первым объектом, в применении к которому
был изучен ряд вопросов теории распространения
электромагнитных волн в неоднородной плазме. Понятно поэтому, что уже
в предыдущих разделах мы неоднократно приводили примеры

в применении именно к ионосферным слоям. Ниже
рассматривается ряд существенных моментов, касающихся отражения волн

от неоднородной среды, также преимущественно в приложении
к ионосфере. Необходимо, однако, подчеркнуть, что большинство
результатов имеет более общее значение. Кроме того, весь этот
материал тесно связан с изложенным ранее, и его выделение
в особую главу носит в значительной мере условный характер.

Распространению и отражению радиоволн от ионосферы
и родственным проблемам посвящено огромное количество работ.
Здесь приходится встречаться с многочисленными особенностями,
касающимися распространения волн разной длины в различное
время и на разных широтах; сюда же относятся разнообразные
ионосферные возмущения, спорадические явления и т. п.
Большинство этих интересных вопросов ниже оставлено без внимания,
и нас по существу будет интересовать только одна задача:
распространение и отражение радиоволн от плавного слоя плазмы.

Со всем остальным материалом можно познакомиться в первую
очередь в [32, 37, 41, 43, 46, 47, 97, 278, 287]. История и
результаты ионосферных исследований в СССР освещены в [32,
287-289].

Особо нужно при этом указать на работы, посвященные
распространению волн при учете случайных неоднородностей. В
последние годы со всей ясностью выяснилось, что и в земной
ионосфере и в солнечной короне всегда присутствуют те или
иные неоднородности, приводящие к ряду эффектов. Упомянем
о флуктуациях амплитуды и фазы отражающихся от ионосферы
радиоволн, а также о флуктуациях амплитуды и угла прихода
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космического радиоизлучения, возникающих в результате

прохождения ионосферы. К этому же кругу вопросов относится
рассеяние радиоволн, идущих от Крабовидной туманности, при их
прохождении через солнечную корону. Могут оказаться
существенными, кроме того, рассеяние и рефракция космического
радиоизлучения при его распространении в статистически

неоднородной межзвездной и межпланетной
среде.

Распространение волн разных
типов при учете статистических

неоднородностей составляет в

настоящее время большую и в
значительной мере самостоятельную область
исследования, представляющую

интерес с точки зрения радиофизики,
практики радиосвязи, акустики,
радиоастрономии и оптической
астрономии. Эта область затрагиваться
в настоящей книге не будет. Для
известной ориентировки укажем лишь
на некоторые относящиеся сюда

обзорные и оригинальные работы
[194, 244, 290-307); см. также [32,

Км/с** 43, 47, 77].
Параметры ионосферы. Еще

сравнительно недавно основным и
практически единственным надежным

методом определения электронной
концентрации в ионосфере являлся
метод радиозондирования с
поверхности Земли. Сейчас для той же цели

с успехом используются также радиоастрономические методы

(исследование космического радиоизлучения), наблюдение
отражения радиоволн от Луны и, наконец, измерения с помощью
ракет и искусственных спутников. Полученная в результате
усредненная зависимость электронной концентрации N от высота
над земной поверхностью приведена на рис. 30,1 (данные
относятся к средним широтам, в полдень, зимой, в годы минимума
солнечной активности). Концентрация молекул (всех нейтральных
частиц) приведена на рис. 30,2, а электронная температура
в верхних частях атмосферы—на рис. 30,3.

На этих рисунках свойства ионосферы отражены лишь в общих
чертах. Фактически же в зависимости от ряда факторов (широты,
сезона, времени суток и т. д.) распределение ионизации заметно
изменяется. В качестве примера можно указать на появление

ш* г $ яг г I ш"

Рис. 30,1. Электронная
концентрация N в ионосфере
(средние широты, полдень,
зима, годы минимума
солнечной активности; приводятся
некоторые усредненные

значения).



10" Ю6 Ю7 Ю8 Ю9 Ю'° Ю" Ю'г Ю*
6) ~Мт,1/см*

Рис. 30,2. Концентрация нейтральных частиц (молекул) Нт в атмосфере:
а) высоты, меньшие 120 км; б) высоты, большие 100 км (значения
концентрации лежа* в пределах заштрихованной полосы, они зависят от

времени суток и солнечной активности).
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летом в нижней части .Р-слоя некоторого ./^-слоя, на появление
спорадического .Е-слоя и т. д.

Реальные ионосферные слои, даже если не обращать
внимания на локальные неоднородности концентрации электронов,

Рис. 30,3. Электронная температура в верхней атмосфере (значения
температуры лежат в пределах заштрихованной области).

не имеют какой-либо простой геометрической формы. Правда,
весьма часто, например, Р-елой в нижней его части хорошо
аппроксимируется параболическим слоем

ЛГ = ЛГтахA—|-),
/гам2 /2 V 2т У

со = 2л/, и = |/^^ «9-10» ^Лй7х;
Л^тах—1,24-10*/» (/„ в Мгц),

105
кк — -,— ¦м.

C0,1)

/к 3 Улгп

Однако в начале слоя отступления от параболичности весьма
значительны и вообще нет никаких оснований считать слой
строго параболическим; не является, в частности, параболи-
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ческим так называемый «простой слой», часто используемый
в ионосферных расчетах (см. [32, 41, 43]).

Отражение волн от произвольного слоя. Поэтому весьма
важно, что распространение и отражение радиоволн могут быть
рассмотрены для произвольного (в широких пределах)
ионосферного слоя. Именно, это имеет место в отношении любого
плавного достаточно толстого слоя с одним максимумом, типа
слоя, изображенного на рис. 30,4.

Дело в том, что вдали от точки отражения для волн данной
частоты со (точка А на рис. 30,4, а) *) можно воспользоваться

ф,г)

Рис. 30,4. Произвольный плавный слой с одним максимумом.

приближением геометрической оптики, пригодным при
известных предположениях для любой зависимости е' (г). В области
же вблизи точки отражения А слой обычно можно считать
линейным или, если точка А расположена вблизи максимума,
параболическим. В первом из этих случаев при отсутствии
поглощения имеет место полное отражение волн от слоя, поведение
которого при значениях 2, существенно больших г (е = 0), не
играет никакой роли. Во втором случае, имеющем место при
частотах, близких к критической, может сказываться
просачивание волн через слой. Решения для линейного, а также для
параболического слоев известны (см. § 17), и таким образом,
смыкая эти решения с решением геометрической оптики,
получаем решение для произвольного слоя. Условие применимости
этого последнего решения (при замене слоя вблизи точки А
линейным) состоит в том, чтобы уклонение рассматриваемого слоя
от линейного вблизи точки А было мало, т. е. чтобы
соблюдалось неравенство

3.4'

Aг2 А2< ее' ~1г C0,2)

*) Точкой отражения везде несколько условно называем точку, где
е (а>) — 0, т. е. точку г (е — 0).
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здесь производные берутся в точке 2 (е = 0) и Дг — расстояние
от точки А, начиная с которого отклонение точного решения
от решения геометрической оптики достаточно мало.

Как будет ясно из дальнейшего, описанный прием имеет
широкую область применимости, причем основной интерес имеет
первый случай, когда слой вблизи точки А можно считать
линейным. Замена слоя параболическим нужна лишь в
непосредственной близости от критической частоты, имеет очень небольшое
практическое значение и будет рассмотрена в § 33.

С точки зрения изучения ряда нерегулярных явлений
представляет также интерес исследование прохождения и
отражения радиоволн через тонкие слои, где использование

приближения геометрической оптики, вообще говоря, недопустимо.
Отражение и прохождение волн в случае слоев произвольной толщины
и, в частности, тонких слоев уже были рассмотрены в § 18.

Итак, будем слой вблизи точки отражения считать линейным
(решение для линейного случая определяется приведенными
в § 17 формулами A7,2), A7,4), A7,5) A7,6) и т. д.).

Если поглощение отсутствует и расстояние Аг от точки г (е =
= 0) достаточно велико и поэтому удовлетворяет неравенству
(см. A7,7))

Д^2(в = 0)-2» /__4_У'' = /_Ц_УЛ , C0,3)Аг

Аг
4л2 Аг

Аг

то поле Е для линейного слоя имеет вид (см. A7,6), A7,2)):

Аг

Аг

Аг

2/3

1/з

Аг

д2=

Ие = 0)-2] =

C0,4)

Аг

Аг

<Ф).

Единственное изменение, которое внесено здесь в формулы § 17,
л 2 . Аг

состоит в том, что там 8—1 =1

Аг
Аг

Аг 2, здесь е =

[г(е —0)— г]; поэтому в формулах § 17 нужно положить
1 1

о

21 = Аг_
Аг (

Аг

Аг ) о

И 2Г — 2 = А% — 2 (е — 0) -

Условие C0,3) означает, что I, > 1, и именно поэтому для
поля Е можно пользоваться асимптотическим представлением
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бесселевых функций C0,4), имеющим смысл приближения
геометрической оптики. Последнее ясно, в частности, из того, что
условие C0,3) есть по существу условие применимости
геометрической оптики A6,22)

1Ап

Аг

2я
«1,

так как

йп

Аг к0 АеАг
2я 4яе3/2 4я Аг

Аг
1/2 (ДгГ

Выражение C0,4) можно записать в виде:
г(е=0)

Е = : ^—гг. ГС08(-Г $ УЩ^-^У^Ъ)1/п Аг

Аг

1/в У г (г)

Сравнивая C0,5) с общим выражением A6,12) для поля в
приближении геометрической оптики (в нашем случае х =-0, п = У г
и нужно взять решение, отвечающее стоячей волне), мы видим,
что эти выражения совпадают. Поэтому, если при дальнейшем
удалении от точки отражения слой не является линейным, но
к нему применимо приближение геометрической оптики, то это
скажется лишь на том, что в C0,5) функцию 8 (г) нужно считать
не линейной, а отвечающей рассматриваемому слою. Итак,
выражение C0,5) как раз и представляет собой искомое решение
для произвольного слоя.

Если в начале слоя (при 2 = 0) амплитуда падающей волны
равна единице, ее фаза равна нулю и е = 1, то поле при 2 = 0
представляется в виде Е = Е+ + Е- = 1 + е-»*, где согласно
C0,5)

2(е(щ)=0)
2о> С .. ,.. _ч л_ Я

ф (со) = \ п (ш, г) д.г —

Далее, в этом случае в C0,5) (см. также A7,9))

2 /я
АгР

Аг

V»

г(г=0)

-г(т 1 «СI*-Т)

C0,6)

C0,7)

Поле в области вблизи точки г (е = 0) определяется формулами
A7,4) и A7,5), где постоянная А равна выражению C0,7);
32 в. Л. Гинзбург
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в этом случае в начале слоя, как указано, поле имеет вид:

при 2=0 Я=1 + е-*ч>. C0,8)

Полученное решение для произвольного слоя справедливо,
во-первых, если ко всему этому слою при Аг, удовлетворяющем
неравенству C0,3), применима геометрическая оптика; во-вторых,
для расстояний Аг, еще удовлетворяющих неравенству C0,3),
должно выполняться неравенство C0,2), т. е. должно
выполняться условие приближенной линейности слоя в области
отражения.

Выражение C0,4) справедливо с точностью до членов порядка

(см., например, [200]); поэтому уже при С>5 точность 72- А Г2
формулы C0,4) больше 1%. Значению I,-.
C0,3) и C0,4) расстояние

/ с2 Аг — Аг0 = 5 (
\ Й2 0 /

5 соответствует согласно

1/3

При Х0 =
Если Аг

2лс

(О
60 м и

йг

йг 10  получим Аг0 — 2 • 104 = 200 м.

Аг0, то условие C0,2) переходит в следующее:
йч

йг*
«

йг

йг (¦
2я г/з йг */3 . _2/з

. АО C0,9)

Выполнение этого неравенства необходимо для
справедливости предпринятой замены слоя в области отражения
линейным слоем.

Особенно важной является формула C0,6), определяющая
сдвиг фаз отраженной волны по сравнению с падающей, так
как, зная фазу, можно определить также время группового
запаздывания А^гр = ф' (и0).

Выражение C0,6), за исключением члена ^~, получается
из геометрической оптики, если считать, что она справедлива
до точки отражения 2 (8 = 0). Другими словами, если дополнить
геометрическую оптику условием отражения в точке г(е = 0), то

получается формула C0,6) без добавки —^-. Однако подобное
«дополнение» геометрической оптики условием отражения может
быть, разумеется, строго получено только на основе проведен-

Л!

ного исследования. Что касается фазы ^-, то этот член много
2(е=0)

2 — \ п (г) йг, так как применимость
о

меньше основного члена
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геометрической оптики к основной части слоя (вдали от точки
г (е = 0)) предполагает, что толщина слоя значительно больше

г(е=0)

Х0 = ( поэтому, действительно, -^ \ п (г) ат, > -^- ) .
о

Время группового запаздывания согласно B1,12), C0,6) равно
г(е(и)=0) г(е(<о)=0)

о о

г(е(ш)=0)

-2 5 ^; C0'10>
о

здесь г>гр (ю, г) — групповая скорость B1,17), индекс нуль
у со опущен, так как теперь в явном виде фигурирует лишь одна
частота — несущая частота сигнала со; кроме того, при
дифференцировании интеграла C0,6) по верхнему пределу учтено,
что, по определению, п (г (е = 0)) = 0. Далее, согласно B1,13),
B1,14) и C0,10) имеем:

г(е(со)=0) *(е(а)=0)

1ф = — \ ГС ((В, 2)^2 = 2 \

сАгг

Уф (О), 2)
о о

2(е(ш)=0)
С Й2

.-* 5
0

C0,11)

где Vф — фазовая скорость B1,16) и в выражении для Д*ф

отброшен исчезающе малый член — у- .
Действующая высота отражения гп. Высотно-частотные

характеристики. При нормальном (т. е. вертикальном)
зондировании ионосферы, отраженный от слоя сигнал возвращается назад
через время Д*Гр> причем место отражения — координата
2 (е = 0) — непосредственно не определяется. Поэтому вместо
истинной высоты 2И = 2 (е = 0) обычно пользуются кажущейся
или действующей высотой точки отражения 2Д, которая, по
определению, равна высоте отражения сигнала, движущегося со

скоростью света в вакууме в течение времени ~~^ (множитель 1/2

возникает из-за двух путей — вверх и вниз). Таким образом,

¦.о-:т!-т-!,^г- <30'12>
о

Действующая высота 2Д всегда больше истинной высоты 2И =
= г(е=0), так как угр<с. При пренебрежении влиянием

32*
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/4яе2ЛУ (г)
1 ^-г- (см. B1,18)) и

Vе»

2 (со) = ^ -*.= Г — *« C0,13а)
К тсо2

1-±!^- = 0- C0'136)
Уравнение C0,136) можно разрешить относительно ги. При

этом получается следующий результат (см. [185] и [32], § 94):
я/2

ги(ю) = — ^ 2я(©8шх)йх, C0,14)
о

где 2Д (со 81п х) — значение функции 2Д (см. C0,13а)) с заменой
в ней и на созтх-

Таким образом, зная действующую высоту гд как функцию

от со (несущей частоты сигнала), в рассматриваемом случае ( при

п—у 1 2 ) с помощью C0,14) можно найти истинную
высоту 2„ (со). Функция 2Д (со), определяющая зависимость
действующей (кажущейся) высоты ионосферы от частоты,
называется высотно-частотной характеристикой ионосферы. Именно
эта величина непосредственно получается на ионосферных
станциях путем измерения времени группового запаздывания

Д^гр=_М^ для сигналов с различной несущей частотой со.
На современных ионосферных станциях вся кривая 2Д (со)
снимается автоматически за время, меньшее минуты. Типичные
высотно-частотные характеристики ионосферы на средних
широтах схематически представлены на рис. 30,5, причем, как обычно,
на оси абсцисс откладывается не циклическая частота со, а обык-

, со

новенная частота 1=-^ в мегагерцах.
На опыте вследствие влияния земного магнитного поля высот*

ночастотные характеристики расщепляются на две близкие
кривые; это расщепление особенно заметно вблизи критических
частот и указано пунктиром на рис. 30,5, б. На рис. 30,5, а
расщепление не показано: для Е-сяоя оно обычно незаметно.
О влиянии магнитного поля на отражение радиоволн от
ионосферы еще будет идти речь в § 35.

Обсуждение экспериментальных данных об ионосфере и,
в частности, подробный анализ различных высотно-частотных
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характеристик проводятся в [32, 43, 46, 47, 287]. Здесь же мы
остановимся лишь на некоторых качественных особенностях
высотно-частотных характеристик, которые ясно видны на

рис. 30,5. Именно вблизи критической частоты 2?-слоя высотно-
частотная характеристика 2?-слоя довольно резко поднимается

2Л,«М

500

400

300

200

100

\ 1

Г\ /!
г,/ ':«-_2/ 1

- _^^ !
1 1 1 Ь | 1_1 ' 1 »_

2 3 4 5 6

а)

Ш
ТьМщ

4, А",,

0 12 3 4 5 6 7 8 9 10 Г,Мгц

№ ЯП
ч)

Рис. 30,5. Высотпо-частотные характеристики ионосферы:
а) летом и б) зимой.

вверх; значительно более ясно это проявляется в случае ^-слоя
и Р2-сяоя. Кроме того, вблизи критической частоты /к (Е) слоя Е
высотно-частотная характеристика /^-слоя летом и Р2-слоя зимой
имеет «загиб»; загиб этот такой, как если бы на этих частотах
Рг и ^2-слои лежали выше, чем для несколько больших частот.
Последнее, конечно, невозможно, и здесь проявляется
существенное отличие между действующей и истинной высотами.

Крутой подъем высотно-частотных характеристик вблизи
критической частоты объясняется тем, что в этом случае сигнал
распространяется в области максимума слоя и поэтому проходит
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относительно большой путь в области малых показателей
преломления п. В интеграле же C0,13а), определяющем
действующую высоту 2Д, п входит в знаменатель (групповая скорость
г;гр — сп) и, таким образом, вклад области вблизи максимума
слоя в значение гл особенно велик. В количественном отношении
это ясно из приводимого ниже примера параболического слоя.
Что касается загиба характеристики для ^-слоя в области частот

больших, но близких к
критической частоте /к (Е) для
Е-слоя (см. рис. 30,5, б), то
этот загиб объясняется
дополнительным

запаздыванием сигнала при его
прохождении через Е-слой.
Поскольку в этом случае
/>/кС#). сигнал проходит
через #-слой свободно,
практически не отражаясь (если /
больше /к хотя бы на
несколько процентов; см. § 33).
Но пока частота / близка
к /к, показатель
преломления для частоты / в Е-слое
все же заметно меньше

единицы, и Е-слой также вносит свой вклад в выражение C0,13а),
определяющее действующую высоту 2Д для ^-слоя.

В областях, близких к критической частоте, отличие
действующей высоты 2Д от истинной высоты отражения ги = 2 (е = 0)
может быть очень велико. Это ясно из рис. 30,6 [201], на
котором для одного конкретного случая показана как
экспериментально полученная кривая 2Д (со) (т. е. высотпо-частотная
характеристика), так и истинная высота ги, вычисленная с помощью
формулы C0,14). Заметим, что для линейного слоя истинная
высота вдвое меньше действующей, т. е. 2И (со) = у 2д (©)? ПРИ~
чем обе высоты, разумеется, нужно отсчитывать от начала слоя.

Зная истинную высоту отражения га (со), сразу же можно ¦
определить распределение плотности электронов в слое, так
как по определению на высоте 2И (со) имеем б (со) = 0, и
концентрация электронов равна

000

г,км

500

400

230
I 2 3 4 5 6 7

со,Мгц

Рис. 30,6 Действующая (кажущаяся)
и истинная высота отражения для

^-слоя.

ЛЧ2и) =-^ = 3,14-10-10со2 = 1,24-Ю-8/2- C0,13в)

Параболический слой. Из экспериментальных данных следует,
что-^г-слой, а также другие слои (или, точнее, нижние части
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этих слоев) часто хорошо аппроксимируются параболическим
слоем (см. [32, 43]). Кроме того, параболический слой является
наиболее простым ив то же время в качественном отношении
близким к произвольному плавному толстому слою (рис. 30,4).
Применим поэтому все полученные общие формулы к
параболическому слою.

Согласно C0,1) координаты точки отражения для частоты /
таковы:

2(е-0)-± -у^^-*т, C0,15)
где начало координат помещено в максимуме слоя и знаки ±
соответствуют симметрично расположенным двум точкам, где
8 = 0. Если направить ось 2 так, как это сделано на рис. 17,2
(при этом в начале слоя % = — 2т), то нижней точке 2 (е = 0),
которая только нас и интересует, в C0,15) отвечает знак минус.
Для фазы ф и длины оптического пути Ь0 согласно C0,6), C0,11)
и C0,1) имеем:

г(е=0)
0 (О С" /\л Я (О т Л

(р=2_Г } »B)Й2 2"=— Ьо 2 
о

Ь0~2т{1 2//к 1И/к_/)-

C0,16)

Для времени группового запаздывания А^гр, длины группового
пути 1/гр и действующей (кажущейся) высоты 2Д согласно C0,10),
C0,11), C0,12) и C0,1) получаем:

Дггр = ср»=-^2. = ^; 2д = ^_/_1„/11±/. C0,17)
Посмотрим теперь, каково в случае параболического слоя

условие справедливости формул C0,16) и C0,17); это условие,
очевидно, совпадает с условием C0,9) применимости основной
формулы для фазы C0,6). Согласно C0,9) и C0,1), как легко
показать, условие, о котором идет речь, таково:

А/ = /к-/»~, C0,18)
или

-г—'-т-»-^. C0,19)

причем Я„=у- и предположено, что А/</„ (условие A7,27)).
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Как будет показано в § 33, отличие формулы C0,17) от
точной, полученной в результате решения волнового уравнения для

параболического слоя, совершенно ничтожно уже при —^— —

¦^—. Таким образом, по сути дела, условия C0,18) и C0,19)
можно заменить такими:

Подобная возможность ослабления условий C0,18) и C0,19)
связана, в частности, с тем, что исходное неравенство C0,9)
было написано на основе требования точности, большей 1 % (но,
разумеется, основным аргументом в пользу замены формул C0,18)
и C0,19) на C0,20) является сравнение со строгим решением для
параболического слоя).

Для Р-слоя полутолщина гт ~ 100 км, и условие C0,18)
переходит в требование А/ > 103. Поскольку в этом случае
/к ~ 10 Мгц = 107 (Хк ~ 30 м), приведенные формулы

применимы при -/- > Ю-4, а практически уже при -~- > Ю-4.
/ /к

Для Е-споя %т ~ 20 км, /к ~ 3 Мгц, Як ~ 100 м, и условия

C0,18) и C0,19) принимают вид Д/ > 5-Ю3 и У- > 2-Ю-3; в этом
/к

случае формулы C0,16) и C0,17) вполне применимы уже при

-г- 3* Ю-3, т. е. также практически всегда.
/к

Произвольный плавный слой типа, изображенного на рис. 30,4,
в области максимума всегда можно, если не говорить о каких-
либо специальных случаях, аппроксимировать параболой C0,1)
с соответствующим значением гт и критической частотой /к,
равной критической частоте рассматриваемого произвольного
слоя. Поэтому приведенная оценка области применимости
основной формулы C0,6) и следствия из нее полностью относятся
и к произвольному слою. Таким образом, формула C0,6)
практически всегда применима. В особом рассмотрении, как уже
упоминалось, нуждается лишь небольшая область вблизи
критической частоты слоя (см. § 33). Кроме того, результаты настоя- '
щего параграфа неприменимы к тонким слоям, для которых
приближение геометрической оптики несправедливо во всем
или в большей части слоя. Подобные слои, по-видимому, могут
спорадически появляться в ионосфере, и их исследование
представляет поэтому известный интерес. В силу тонкости слоя
основной вопрос, стоящий в этом случае перед теорией, состоит
в нахождении коэффициента отражения Л в зависимости от
частоты и параметров слоя (этот вопрос был рассмотрен в § 18).
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Расплывание сигнала, согласно B1,33), характеризуется
«временем установления» т0 = у лф"(со0); для параболического 'слоя

"Т, = У лф" (со0) =/ Я2„

2с/к

1 +
1п /к /к

1 — /к '-а
C0,21)

Зависимость т0|/ к от -у- ясна из рис. 30,7

типичного примера укажем, что для -^~ /к
и /к ~ 10 Мг^ (/''-слой) или при
ът— 20 км и /„ ~ 3 Л/гг^ B?-слой) т0 —
= 10~5 сек. Время т0 особенно велико
вблизи критической частоты; при
условии A7,27), когда А/ <С /к, получаем:

В качестве-

= 0,8 при 2т~100 км-

2сД/

/ « /к-

1
C0,22)

т

%о

3,0

2,0

1,0

При 2т ~ 100 и и Д/~ 10* имеем
т0 ~ Ю-4 сек и, следовательно, т0 того
же порядка, как и длительность Т
обычно используемых для
зондирования ионосферы сигналов, для которых
Т ~ Ю-4 сек. Таким образом, вблизи
критической частоты расплывание
сигнала может быть вполне заметным.

Для оборванной синусоиды, т. е.
прямоугольного сигнала B1,4) и B1,5), форма
квазимонохроматического отраженного
сигнала определяется выражениемB1,8).
При условии, что Т > т0 (условие
B1,30)), форма переднего и заднего
краев сигнала показана на рис. 21,1
(см. также формулу B1,31)). Если же .условие B1,30) не
выполнено, что может иметь место вблизи критической частоты,

Т то согласно B1,28) форма сигнала определяется параметром —-
и при значениях этого параметра, равных 1, Зи5, ясна из рис. 21,2"
(просачивание волны через слой не учитывается).

Учет изменений слоя во времени. Эффект Доплера. До сих
пор всегда предполагалось, что в отражающем слое не происходит-

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Рис. 30,7. Время

установления т0 ( умноженное па

- ) для параболи- Я2т
ческого слоя.
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никаких изменений во времени. Между тем экспериментальные
данные свидетельствуют о том, что временные изменения,

происходящие в отражающей среде, часто существенны и приводят
к заметному Доплер-эффекту. В этой связи выясним, чему равно
изменение частоты отраженной волны в зависимости от
временного хода показателя преломления п {I) = У г B).

Если свойства среды меняются со временем достаточно
медленно, то выражение для фазы ср отраженной волны остается
по форме неизменным. Зависимость же ф от времени I проявляется
при этом лишь в том, что определяющая <р функция п теперь зави-
¦сит от I. В подобных квазистационарных условиях при
отражении от плавного слоя согласно C0,6) имеем:

г(е(а>о)=0)

Ф(со0, ^-^-~ ^ га (©о, 2, /) Й2—|-, C0,23)
где со0 — частота при пренебрежении эффектом Доплера. Частота
колебаний са, по определению, есть производная по времени
от полной фазы волны, т. е. в нашем случае, когда поле

отраженной волны имеет вид Е — соп5^;•е^(@ог_(^>(с,H•()), й) = со0 ¦щ~ =
^соо + Асо. В случае C0,23)

2(Е(О>о)=0)

Л»=--$-=-^ 5 %¦* C0,24)
о

(дифференцирование выражения C0,23) по верхнему пределу
несущественно, поскольку при г [е (оH) = га2 (ю0) = 0], по
определению, п = 0). Если отражение происходит не от области
л — 0, а от некоторой одинаковой при всех частотах границы
{например, от ионосферного облака), то

го

Ф (ш0, I) ¦-= -^- § п с/г,
о

где 20 — положение границы раздела, на которой

га = га(со0, 20) = га0.

В этом случае

А«=-^1^*--^»о-ЗЬ C0,25)
о

Наиболее простая и, по-видимому, типичная картина имеет
место, когда все изменение частоты связано просто с движением

границы раздела, т. е. когда в C0,25) можно пренебречь первым
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членом и положить г0 = г01. Тогда

Дсо =_-^^0, C0,26)
т. е. мы приходим к обычной формуле для эффекта Доплера при
движении отражающего зеркала в однородной среде; заметим,
что скорость у0>0, если граница движется вверх; если же
граница движется вниз, то у0<0 и, как это и должно быть,
Дсо > 0. Напомним также, что здесь разбирается только случай,
когда граница раздела перпендикулярна к оси г, по которой
направлен волновой вектор падающей волны к; в однородной
среде при любом угле между к и г0

А 2<в0 V0к 2шп п

Дсо = ^- Щ-щ- = ^-п0г;0соз6,
где 0 — угол между к и г0.

Упомянутое несколько раньше условие медленности
изменения п со временем (условие квазистационарности) сводится
к неравенству

^^^«6@H,0, . 00,27)
2я

т. е. требованию, чтобы изменение е за период Т0=— было
0H

значительно меньше самого значения г. Довольно очевидное
условие C0,27) легко получить также, рассматривая
распространение волн в однородной среде с е = г (I); при условии C0,27)
в соответствующем уравнении можно пренебречь членом типа
дг дЕ д*Е „

-— -кг по сравнению с членом типа е -^ . Помимо использования
условия C0,27), в выражении для п выше всегда в качестве
аргумента использовалась несмещенная частота ш0- Это возможно,
разумеется, лишь, если

^^Дсо«п(ш0). C0,28)
В условиях ионосферы, если не говорить о рассеянии радиоволн
на высокочастотных «плазменных волнах», неравенства C0,27)
и C0,28) должны хорошо выполняться.

Выше, хотя и в неявном виде, предполагалось, что
излучатель и приемник излучения покоятся и находятся, например, на
земной поверхности. Диалогичной является, очевидно, задача
об излучении и приеме радиоволн движущимися объектами
(спутниками, ракетами). Результаты расчетов и наблюдений волн,
излучаемых и ретранслируемых спутниками и ракетами, можно
найти в [43, 287, 289, 307а].



508 ОТРАЖЕНИЕ РАДИОВОЛН ОТ ИОНОСФЕРНЫХ СЛОЕВ [ГЛ. VI

§ 31. Учет поглощения

Влияние поглощения на отражение волн. Обобщение
результатов § 30 на 'случай, когда имеется поглощение, не составляет
труда. Можно было, собственно, сразу рассматривать задачу
с поглощением, и это не сделано лишь по соображениям удобства.
Кроме того, поглощение в ионосфере, если не говорить о .О-слое,
обычно невелико, и в ряде случаев его можно игнорировать.

Получение формул для фазы ф и коэффициента отражения В
отраженной волны для произвольного слоя рис. 30,4 при учете
поглощения производится так же, как это было сделано в § 30
для непоглощающего слоя. Сопрягая вблизи точки отражения
г (е = 0) решение геометрической оптики A6,12) с решением для
линейного слоя A7,4), A7,12) - A7,14), A7,18) - A7,20), мы
без труда получаем следующие выражения для произвольного
слоя с поглощением

2(е=0)

"):

ф = — \ ге(о), г) Лг-
\~\/2 т( 4Я0(О) у/г

со

о Зе

— 1пл = \ и (ов, г)с2-[ у-
° « Зс

йг I

йг |о
4яа @)

со )
3/2

<1г I

йг о

C1,1)

C1,2)

где значения о @) и
йе

йг отвечают точке 2(е(со) = 0). Для слоя,

линейного при всех 2, формулы C1,1) и C1,2), разумеется,
переходят в A7,18) и A7,19), так как в этом случае 2(е = 0) = 21

йг

йг

1

Формулы C1,1) и C1,2) отличаются от часто употребляемых
наличием поправок:

4яд@) у/г
со )

Д ( —1иД)=—Д<р = -
2 /2о 2У2(у8фф@))3/2

Зс йе
йг

Зссо1/а й&
йг

здесь VЭфф@)

и учтено, что при е

C1,3)

эффективное число соударений в точке г(е = 0)

4яст л'эфф ;0, согласно C,7), Поправка

*) Под Л везде ниже понимается модуль амплитудного коэффициента
отражения, который обозначался также через | Н |.
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Л( — 1пД)=— Аф обычно невелика; так, например, при
Л$

йг = 10-', со = -^ = 1,9-106(Я0:
I Л0

: 1000 ж) и V @) = 104

имеем:

Д( —1пЯ)=—Дф = 0,23.

Таким образом, поправка к фазе Аф обычно меньше даже члена

у, который сам мал по сравнению с ф (см. § 30), и,
следовательно, наличие поглощения практически не сказывается на виде

выражения для ф; это последнее сохраняет вид C0,6). При этом,
разумеется, показатель преломления в C1,1) нужно брать с
учетом поглощения, т. е., строго говоря, в виде G,12).

В отношении коэффициента отражения поправка А( — 1п/?),
вообще говоря, мала по сравнению с —1п7?, но все же без
дальнейшего анализа отбрасываться не может. Произведем поэтому
оценку величины А( — \о.К) для параболического слоя C0,1),
когда

2/»* (е = 0) 2 1/ ^Т2йг

Л.7, /к; C1,4)

здесь учтено, что при условии и2 > Уэфф, выполняющемся для
/"-слоя, выражение для е при наличии поглощения остается
таким же, как без поглощения. Вблизи критической частоты

</е

йъ /3<- C1,5)

Ле,

йгПри гт = 100 км, /к = 10 Мгц и А/ = 105 имеем

= 2,8- Ю-8. Далее, в ^-слое V < 104, и таким образом, А (—1ай) <
^ 0,15 -=- 0,20; в то же время —1пН в рассматриваемых
условиях порядка нескольких единиц и, следовательно, поправка
А (—1пД) составляет максимум 10% по отношению к —1пД.

Область применимости формул C1,1) и C1,2) ограничена
требованием, чтобы слой был плавным и достаточно толстым
(см. § 30), а также условием C0,2), которое при относительно
слабом поглощении сводится к C0,9) или практически к условию

C0,20): А/ > ф- . Заметим, что в C0,2) фигурируют модули

только для того, чтобы неравенство имело смысл и при разных

знаках [-р ) и ( ^ ) • При наличии поглощения условие,
аналогичное C0,2), нужно наложить на вещественную и мнимую
части е' в отдельности. Поэтому, помимо C0,9), строго говоря,
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нужно требовать также выполнения неравенства
д%о

Й22 Аг< Ао
йг C1,6)

Если а меняется с высотой не быстрее, чем е, что и имеет обычно
место в ионосфере, условие C1,6) не сильнее условия C0,9).
Кроме того, как уже упомянуто, само неравенство C0,9)
получено из условия

Л*е.

йг>- Аг < Лг I в предположении об
относительной слабости поглощения (это ясно в связи с
использованием при соответствующем выводе выражений C0,3) и C0,4),
справедливых при отсутствии поглощения).

Предположение о слабости поглощения в ионосфере обычно
выполняется. Так, для Р-споя всегда, а для 2?-слоя в
большинстве случаев соблюдается неравенство

«>2 > у|фф,

и поэтому для изотропной плазмы (см. C,9))

1
ГОШ2 '

1-е4я . Уэфф : е2^Уэффтсо2

Далее, как всегда,

При е = 0, т. е. в точке г(е = 0), в общем случае

" 2яо@^_ т/ л'эфф @)

C1,7)

C1,8)

C1,9)

п @) = к @) =--]/¦ 2ш C1,10)

Если выполнено условие C1,7), то значение п мало
отличается от |^е и от значения п при отсутствии поглощения. Так,
при V @) ~ 3-Ю3 и / ~ 107 имеем п @) ~ 10~2. Вместе с тем для
параболического слоя C0,1) вблизи точки г (е = 0) получим
е =

Ле

йг

йг

йг определяетсяАг, где Аг = г (е = 0) — г и
формулами C1,4) и C1,5). При /к = 107 и гт = 100 км даже
в практически наихудшем случае, когда А/ = 105, ]/е = Ю-2

при Аг ж40 м, или — »4-10~4. При ббльших Аг (например,
при Аг = 100 м), как ясно из приведенных формул и оценок,
уже можно считать практически, что п = |/^е. Поэтому в Р-слое,
за исключением области частот, непосредственно примыкающих
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к критической (см. § 33), для фазы волны ср и действующей высоты
Сф'(@)

2Л =-^— можно пользоваться выражениями, полученными при
отсутствии поглощения (см. C0,16) и C0,17)).

Коэффициент отражения в случае малости поглощения.
Определение уЭфф по измерению поглощения. Малость поглощения
позволяет также сильно упростить выражения для —1пЛ.
Учитывая, что согласно C1,8) и C1,9)

2яст 1-е 1 — га2 4-х2 ,„. .,,

и опуская в выражении C1,2) поправку А( — \пК), имеем:
г(е=0)

-\пН._-±. ^ VЭфф Пп Лг. C1,12)
о

Далее, в ^-слое, где выполняется условие C1,7), в силу C1,9),
C1,10) и C1,11) и сказанного выше в отношении точности
соотношения п = ]/е, получаем*):

2(е=0)

— 1пЛ«А- ^ 1^!уЭффЙ2 = -|^-(Ьгр — Ь0)- C1,13)
о

Здесь Ьтр и Ь0 — групповой и оптический пути C0,11):
2(8=0) 2(Е=0)

1,гр = 2 С ~, Ь0--~2 [ пйг. C1,14)
о о

В C1,14) принято, что ргр = сп, как это имеет место, если

п = ]/Г\
4ле2Л'

тоJ

Величина уЭфф в C1,13) есть некоторое среднее значение
эффективного числа соударений. Для /'-слоя неточность формулы

*) Строго говоря, выражение C1,13) пригодно, очевидно, если A — п2) >
^> и2. Поэтому им можно пользоваться только в области, где пг не
слишком близко к единице. Такую область обычно называют «отклоняющей».

Другое выражепие для 1п Я, справедливое при условии <С1,

получается из A7,20а). Именно, обобщая выражение A7,20а) на случай плавного
слоя (см. § 30), имеем:

, „ 2б) С 2яа , Ыа „ . „1 <о„ч
— 1пЛ = \ =-й2, « 1. C1,13а)

Для | б К 1 неравенство <1 заведомо выполнено при условии C1,7).
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{31,13), связанная с переходом от C1,12) и пренебрежением
поглощением в выражении для п — У^е, не превосходит
нескольких процентов [184].

На опыте непосредственно измеряется величина Ьгр (©) =
= 2гд (со), которая вблизи критической частоты быстро растет
с частотой (см. C0,17) и рис. 30,5 и 30,6), в то время как Ь0
возрастает весьма медленно (см. C0,16)). Поэтому вводя разность

значений 6Ьгр для двух частот
и и и в области, где Ьгр
круто растет, можно положить:

в(-1пл)«^а^гр, •
C1,15)

где теперь VЭфф усредняется
по области высот между точ1
ками отражения частот /1
и /2. Если не пренебрегать
величиной Ь0, то, умножая
C1,13) на /, а затем
дифференцируя это выражение по
частоте и используя

равенство й (Ьб1) ~ Ьт$<1} (см.
B1,19)), получаем: ¦•

. _й(/1пД)=1-^-;/^гр.
* C1,16)

Для параболического слоя C0,1) значения Ьгр и Ь0 в формуле
C1,13) определяются выражениями C0,16) и C0,17); отношения

—^Ё. и —^-, вычисленные по этим формулам, приведены на

рис. 31,1, а. На рис. 31,1,6 приведены значения — 1п Е по
формуле C1,13) для VЭфф = 103, 5-Ю3 и 104 при гт = 100 км.

Об измерении коэффициента отражения Я и определении отсюда
Vэфф см. [32], § 102 и [43], а об усложнениях, связанных .с
учетом влияния земного магнитного поля, см. ниже § 35.

Заметим в заключение, что в общем случае в приближении
геометрической оптики ослабление амплитуды волны Л при
прохождении некоторого пути I, как ясно из A6,11) и A9,10),
равно

-1пЯ = — ^ и(8)«*«, C1,17)

40
7,0

6,0

5,0

4,0

30

2,0
1,0

¦

:

-

¦

1 &

%
0 0^ 0,4 0,6 0,8, Ю

, Г/Гк а)

8,0
7,0

6,0

5,0
4,0

3,0

2,0
',0

-

-

-

¦

VI ¦103
N

^103

¦ИЩ

0 0,2 0* 0,6 0,8,1,0

6) Ф*
Рис. 31,1. а) Значения //Гр/2т и Ь0/гт
для параболического слоя как функции
///к', б) логарифм коэффициента
отражения для параболического слоя при
2т = 100 км как функция ///к для
среднего эффективного числа

соударений ^яДЛ = 103,5-103 и 10*.
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где ск — элемент траектории луча и показатель поглощения х

определяется формулой C1,9) или в частных случаях
формулами G,17) или G,20). Интенсивность волны / убывает при этом
по закону

-10е ' , C1,18)
-2—1' И(в) Й8

с *>

1 = 10е

где (д, — коэффициент поглощения G,10).

§ 32. Структура поля вблизи точки отражения

Структура поля. В большинстве случаев интерес представляют
лишь фаза и амплитуда отраженной от ионосферного слоя волны.
Однако при исследовании ряда вопросов, например нелинейного
взаимодействия радиоволн в ионосфере, важно также знать,
какова структура поля в области отражения. В этой области,

если отношение -—- не слишком мало (см. §§ 30, 31), слой можно
/к

считать линейным, и, таким образом, полное решение задачи
содержится в формулах A7,2), A7,4) A7,5) (при наличии
поглощения ^ определяется не выражением A7,2), а формулой A7,12)).
При этом удобнее, имея в виду произвольный слой, записать
параметр % не в виде A7,2), а так же, как в C0,4):

тш"А-<
4л2 Аг

Й2 .) 1/3 Д2, C2,1)

где Аг-

в той же точке

расстояние от точки г (е = 0) и

о Аг \ & ).о ) '

Аг

о Аг

Я,0, очевидно

— значение
Аг

Аг

есть длина

волны в вакууме.

Постоянная А в A7,4) и A7,5) зависит от значения поля на
границе слоя; для произвольного плавного слоя при амплитуде

падающей волны, равной единице, А определяется формулой C0,7).
Дальнейшая конкретизация вида поля вблизи точки отражения
может быть достигнута, если обратиться к свойствам функции
Бесселя или, проще, интеграла Эйри (см., например, [199, 200]).

При отсутствии поглощения отношение —г- согласно

формулам A7,4) и A7.5) представлено сплошной линией на
рис. 32,1, где по оси абсцисс отложен параметр C2,1). Поле
Е обращается в нуль в точках, отстоящих от точки г (е — 0)
на расстоянии

. й / 4л2 Аг \-»/з „ / и2 Аг I \-1/з /оо ол
Ь*т = Ь*{-ц- -ЙГ.о) ^Р™(,15- -аг\0) - C2,2)

33 В. Л. Гинзбург
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где т — номер нуля (корня) и рх = 2,338; р2 = 4,088; р3 = 5,521;
р4 = 6,787; р5 = 7,944; р10 = 12,8 и т. д. Значения рт иногда

удобно представить в виде рт = ГуЛт) , где % — 2,38;
Т]2 = 5,61; т]3 = 8,64; Т110 = 30,63 и вообще

г\т = (т—4"K1' 0,0884194 0,08328 + •
4т — 1 Dт —IK

Максимумы поля Е лежат в точках 2М, т, определяемых
выражением C2,2), но с заменой рт на ут, где ух = 1,019; у2 =
- 3,248; у3 = 4,820; у4 - 6,163; у5 = 7,372.

\М \А I

1,6

о,*

*?

1

1

1

у/ 1

1

1

1 л г 1
-I X

! \ н
V.

! л

.1/ ' V
Ш_

1

V

1

1,

I

1 1 3
А Л

1

А

Л
1

Л

ЕЕЕЕ

А
'

л 1
1

-ф-гр о гр щ в//, щ) юр щ п,о щ с,

Рис. 32,1. Структура поля вблизи точки отражения (сплошная линия).
Е

Пунктиром нанесено отношение —^

оптики C2,7). Параметр

в приближении геометрической

с2 I йг
_ Г_М2_|_*_| V Дг.

В качестве примера укажем, что для Х0 = 60 м (/ = 5-Ю6)
и * = Ю~7 имеем Аг01 « 520 ж и 2Ш « 230 л*.

аз

Если бы слой отсутствовал и в точке г (е = 0) находилось
идеальное зеркало, первый узел образующейся при отражении

стоячей волны находился бы на расстоянии -—== 30 м, а первый

максимум — на расстоянии -~ =¦15 м от зеркала. Таким
образом, в рассмотренном примере из-за малости п в области
отражения поле «растягивается» более чем в 15 раз.
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Значение
Е

в первом максимуме равно 2,68, и, так

как согласно C0,7)
4л

Лг

йг

1/3

квадрат напряженности поля в первом максимуме равен

\Е. М1 !-3,6
с

СО
'

0 .

1/3

Вдали от точки отражения, согласно C0,4), имеем:

: = А 1-У г С08* (-2- &»/, _ ^ , С » 1.

C2,3)

C2,4)

В работе [191] была рассмотрена структура поля вблизи точки
отражения на
для слоя:

основе строгого

при 2 <0 е = Е!

при 2>0 е = е2-

решения волнового

4р2_1 _ л

4р2 —1
0J

-*)

уравнения

C2,5)

где р, а и Ь — некоторые постоянные, удовлетворяющие тому
условию, что при 2 = 0

4р2-1
, иг
4—5~ас2

= е2- 4р2-1
4^Г6

= е0

(фактически в [191] рассматривается лишь частный случай слоя
C2,5), а именно полагается гх — е2 = 1 и а = Ъ).

Решение волнового уравнения для слоя C2,5) выражается
в функциях Бесселя порядка р. Если имеет место полное
отражение, то в области точки отражения слой C2,5) можно заменить
линейным с таким же значением ( —т~ ) ; при этом величина

|#М1|2 отличается от C2,3) не раньше, чем в третьем знаке.
Геометрикооптическое приближение. Как было указано в § 30,

несмотря на то, что при ]/е = п->-0 геометрическая оптика
неприменима, фаза отраженной волны C0,6) может быть с
большой точностью получена из геометрикооптического
приближения, дополненного условием отражения в точке е = 0. В этой
связи представляет известный интерес посмотреть, как в этом
приближении выглядит волновое поле. Конструируя стоячую
волну с узлом в точке 2 (е = 0) из решений A6,11) при отсутствии

33*
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поглощения, мы приходим к такому выражению (« = ]^г):

*=т^вЧт $»«*)• C2,6)

где 2 отсчитывается от точки % (е = 0) и коэффициент 2 выбран
в соответствии с тем, что амплитуда падающей волны вне слоя
считается равной единице, так же как в решении A7,4) с

4я / ю ч1^

~9~ \А\* = - [с — )V * о/

Для линейного слоя, где е =
принимает вид (вместо 2 пишем Аг):

Аг

Аг 2, квадрат выражения C2,6)

|Я12 = 1/1 — IV | Аг 1о

:81Г

Дг Зс

2ш

Аг

(
0

Аг
Аг 3/21 _

4

Г1/2 GГ*Г| 8Ш\ I Аг о /

Ар/г
з ь Т^/Я |Л|2зш2(-§-^).C2,7)

Сравнение C2,7) с C2,4) показывает, как этого и следовало
ожидать, что при I, > 1 асимптотическое приближение строгого

я

решения и решение C2,6) отличаются лишь фазой -г- (см. §§17,

30). Нули функции C2,7) определяются формулой C2,2) с заме-
/3 ~\2/з

;т на ( — таг ) , т. еной р\,г на ( у/гл ) ", т. е., например, 0! «2,8, 62 л; 4,5,
р10 да 13,0; для первого нуля разница составляет ~20%, для
второго ~10% и для десятого ~2% от рт. Положение первого
максимума поля и его высота определяются теперь формулами
C2,2) и C2,3) с заменой у1 = 1,019 на у[ «1,75 и коэффициента
3,6 на 3. Таким образом, уже начиная с области первого
максимума функции C2,6) и C2,7) могут оказаться для ряда задач
неплохими приближениями к точному решению. Отношение

Е г согласно C2,7) нанесено на рис. 32,1 пунктиром *).
*) Заметим, что в то время как электрическое поле в области малых

значений п «разбухает», магнитное поло, напротив, уменьшается. Это сразу
ясно из того, что, например, в бегущей волне при отсутствии поглощения
ноток энергии постоянен и, следовательно, ЕВ = соне!. К тому же выводу
приходим, отправляясь от выражения C2,6): если поле Е направлено
по оси х, то поле Н направлено по оси у, причем

Я„ го1у Е -~ I ¦ 2 Vй сов ( — \ п (г) Ат. ) .
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Если бы слоя не было совсем, а вместо него было поставлено

идеальное зеркало, то значение | Ем\г равнялось бы 4 (амплитуда
падающей волны считается равной единице). При наличии слоя
имеет место некоторое разбухание поля, которое можно
характеризовать фактором

б2 \Ем1 I ¦ = 0,9 2я

6,2 |()

!/3
C2,8)

При Х0 = 60 м и
бе

6г 10~7 имеем б2 ж 20. Для Е-с&оя, где

разбухание поля могло бы представить известный интерес с точки

зрения нелинейных эффектов, по-видимому, -^ л > 10~7, и дляЙ2

Х0 — 1000 м получим б2 =С 8.
Учет поглощения. При наличии поглощения исследование

структуры поля также достигается путем использования
формулы A7,4), но с ^, определяемым согласно A7,12).. Основное
изменение в выражениях для | ЕМ11 2 и б2 состоит теперь в
появлении в качестве множителя амплитудного коэффициента
отражения /?. Кроме того, численные множители в C2,2) и C2,3)
заменяются несколько другими, зависящими от величины
поглощения. Если, например,

4ла @) _ "Уэфф (°)

то

%М\ /^ 1,^^
4Л2

12 Л0 йг

1/3
\Е м\

V0 ЧГ о/

C2,9)

. C2,10)

Лг

Полагая -^- - 10 , К0 = 1000 м и Я = -§- (—1п В « 2),
для б2 получаем значение 1,6. В то же время в разбираемом
примере согласно C2,9) V8фф »1,3-104, т. е. даже меньше, чем
это обычно бывает в Е-слое. Из приведенного примера явствует,
что роль «разбухания» поля в общем сводится к тому, что поле
в ионосфере можно оценивать по формулам, выведенным для
случая, когда ионосферный слой заменен идеальным зеркалом
(полностью отражающей поверхностью раздела). Наличие
разбухания при этом примерно компенсирует затухание поля
вследствие поглощения. Разбухание нужно учитывать, так
сказать, явно лишь в случаях, когда поглощение и производная
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одновременно очень малы. Влияние на эффект разбухания
поля вблизи точки отражения неоднородностеи,. находящихся
в этой области, исследовано в работе [300].

§ 33. Отражение и просачивание через слой волн
с частотой, близкой к критической

Параболический слой. В § 30 уже было указано на
необходимость особого рассмотрения вопроса об отражении волн от слоя

в области частот близких к
!,0

0,8

0,6

0,4

0,2

1

2,

критическим. Так, для
параболического слоя формулы
§ 30, полученные в
результате линеаризации слоя в
области точки отражения,
справедливы лишь при
условии

-1000-800 ~Ш1-400-200 0 200 400 Ш 800 1000

АНЬ-фц Д/ = /к-/>- Зг„ C3,1)

Рис. 33,1. Коэффициент отражения
| Я | = Я для параболических слоев
с полутолщиной 2т = 20 км (кривая 1)
и 100 км (кривая 2) при отсутствии

поглощения.

Для частот, не
удовлетворяющих этому неравенству,
слой в области отражения
нельзя считать линейным, но

обычно можно

аппроксимировать параболой. Вместе с тем для слоя с максимумом, в
частности для параболического слоя, вблизи этого максимума
(при малых А/) имеет место частичное просачивание волн через
слой. Как было указано в § 17, коэффициент отражения волны
от параболического слоя без поглощения при А/ <С /к равен
(см. A7,28); ниже Я = \Е\)

Д2

1— № -.= е
#2 = 1_Д2 C3,2)

Из C3,2) явствует, что условие C3,1) является вместе с тем
условием малости просачивания (малости коэффициента
пропускания О2), так как

#2<3-10-в при Д/> Згл C3,3)

Таким образом, требования малости просачивания и
возможности замены слоя в области отражения линейным совпадают.
Оценки, произведенные в § 30, показывают, что для
ионосферных слоев область просачивания ничтожно мала (это ясно также



§ 33] ВОЛНЫ С ЧАСТОТОЙ, БЛИЗКОЙ К КРИТИЧЕСКОЙ 519

сразу из C3,3), так как для Р-слоя при т,т = 100 км Эг = 3-Ю 
для А/ = 103).

Зависимость В (А/) по формуле C3,2) для слоев с гт — 20 км
и 2т = Ю0 км показана на рис. 33,1.

При строгой волновой трактовке отражения от слоя
критическая частота /к с точки зрения значений коэффициента В ничем
не выделена, так как отражение имеет место и при / •< /„ и при
/ > /к. Однако большая резкость функции В (/) приводит к тому,
что практически обычно можно считать, что В = 1 при / < /к
и В = 0 при / > /„. В этом случае критическая частота /к =

V «*ЛГГ , т. е. частота, при которой точка г (е = 0)
достигает максимума слоя, имеет очевидный физический смысл
предельной частоты волн, отражающихся от слоя.

Произвольный слой. В связи с вопросом о просачивании волн
через слой укажем на возможность получения выражения для

Падающая
волна

Отраженной
Волна

о Проходящая
волна

Рис. 33,2. Диэлектрическая проницаемость е для
плавного слоя с одним максимумом.

коэффициента пропускания /J = 1 — Л2 для довольно
произвольного слоя, но при условии, что

|Я|«1. C3,3а)

Представим себе слой типа, изображенного на рис. 33,2, для
которого при 2 — а и т, = Ъ диэлектрическая проницаемость равна
е (со) — 0. Область а < 2 < Ь предполагается настолько большой,
что на этом пути волна сильно затухает, в силу чего как раз
и выполняется условие C3,3а). Мы можем при этом считать,
что Вта\, и, таким образом, снизу образуется стоячая волна,
в первом приближении такая же, как при полном отражении

/ с2 \ '
Поэтому, согласно C0,5), вдали от слоя при (а —г) > / :—\1/з

V йг а/
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получим:

2

В области а<2<Ь волна затухает, и (в том же приближении)

/ с2 Ч'/з при 2, существенно меньшем Ъ, но условии (г — а) >
0"г

находим:
ь ь

(О

| /|е| йг - -М /|е| йг -2- | /|е| йг
с2— ТЯ=Т — 4/¦: г е е • C.3,0^

71 е | у | е |

Выражение C3,5) представляет собой асимптотическое (в области
8 -< 0) представление строгого решения A7,4) и A7,5),
обобщенное на произвольный (вдали от точки 2 (е = 0)) слой. Важно
подчеркнуть, что в C3,4) и C3,5) стоит одна и та же постоянная
С4 (для достижения этого в C3,4) как раз и нужен множитель 2;
см. [200]). Запись решения внутри области а < 2 < Ь в виде
C3,5) справедлива при пренебрежении волной, отражающейся
от области 2 да Ъ (или, как мы обычно говорим, от точки г — Ъ).
Если область отрицательных значений е велика, как это имеет
место при условии C3,3), то волна, отражающаяся от точки 2 = Ь,
даже если бы коэффициент отражения был заметным (это кстати,
не так), действительно не играла бы при удалении от точки 2 =

1 С *
= о никакой роли просто из-за малости множителя е а

За точкой Ь (при 2 > Ъ) имеется лишь слабая уходящая волна
/ с2 \ 1/з

и при (г — Ъ) > / ; \ поле таково:
<в* Ле

й.7,

\ *&** - -?-)
Яз—п^е ь • C3,6)

Vе

с2 Для нахождения коэффициента пропускания | В |2 = ТУ2, = „
(предполагается, что при 2= -^- оо значение е = 1) нужно, очевид
но, связать С2 с С4. Если незаконно продлить решения C3,5) и
C3,6) до точки Ъ и там положить Е3 — Е2, то получаем

-.2-$ ЩТ а,
С2 = С^е а . Вместе с тем именно этот результат в приме-
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ь

-2-^-1 УЩаг
нении к модулям, т. е. равенство |С2|2 = |С1|2е а , ясев
также из энергетических соображений. Действительно, волной,
отражающейся от точки 2 — Ъ внутрь слоя, можно пренебречь
(см. выше). Но это означает, что в область 2>Ь попадает
практически вся энергия, доходящая снизу (от 2<Ь) до точки г — Ъ.
Ослабление же потока энергии в точке г = Ъ по сравнению
с точкой 2-я с большой точностью определяется множителем

ь

-2-М' УЩ4х Ь _
е а ( если

а

Наконец, связь между С2 и С4, отличающаяся от
приведенной лишь множителем —г, может быть получена из
следующих строгих соображений. Любое решение волнового
уравнения равно сумме двух линейно независимых решений и и V.
Е -- аи (г) + Eм (г). Заменяя слой вблизи точки Ь линейным,
мы получаем возможность выписать оба решения и и V в явном,
виде: одно из них совпадает с A7,4) — A7,5), другое отличается
знаком перед функциями Л/з и 1\!з в A7,4) (подробнее см. [200]).
Одновременно выражения C3,5) и C3,6) представляют собой
искомое решение задачи с двух сторон от точки Ъ в достаточном
от нее отдалении. Следовательно,

Е2 = ар(г < Ь) + $и(г < Ь) и Е3- аи(г > Ь) + $и(г > Ъ),

где, как ясно из предыдущего, неравенства ъ 5~ &_означают, что->

2-М >
0J йе,

1/3 ТТпт, , «При 2 ^ Ъ можно, с другой стороны,
. »

заменить функции и и V их известными асимптотическими
представлениями (см. A7,6) и [200]). В результате легко показать

(см. C3,5) и C3,6)), что а = С2 и р = 4С2 = С,е " а . Таким,
образом,

С2^~1С,е С « C3,7>
л

ь

-2— $ У|е(г, ш)| аг
#2 = е ° а . C3,8)
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Для параболического слоя C0,1) в качестве точек а и Ъ нужно,
/п р
-^т2—2т (см. C0,15)).

Проводя для этого случая в C3,8) вычисление стоящего в
экспоненте интеграла, получаем:

В^;^ */'. '"-Г"*', C3,9)
где переход от /2( —/2 к 2/кА/ сделан для случая, когда Д/ =
= /*-/« /к-

Выражение C3,9) при условии C3,3) тождественно, как этого
и следовало ожидать, с формулами A7,25) и A7,28) или C3,2),
полученными путем решения волнового уравнения для
параболического слоя C0,1). С помощью формулы C3,8) можно
определить границу просачивания для произвольного (в широких
пределах) слоя.

В количественном отношении формула C3,8), полученная еще
в [19], пригодна только при условии 2J < 1, что было
использовано при ее выводе. Методом фазовых интегралов можно
получить [197] более общую формулу*)

с 6» 1 ^

ь C3,10)

& УЛ?) йг = 2 -М VI йг. I
а )

Здесь в контурном интеграле путь интегрирования охватывает
оба нуля функции е (%) и при переходе к интегрированию по оси 2
предполагается, что нули е расположены на вещественной оси,
т. е. / < /„. При условии /J < 1 формула C3,10) для И2
переходит в C3,8). Формулы C3,10) справедливы и при />/к, если

положить 2б0 = —I—Ф ]^г (г) йг с интегрированием по
контуру, охватывающему расположенные в этом случае на мнимой
оси нули функции е (г). Для параболического слоя выражения
C3,10) совпадают с выражением A7,25), получающимся в
результате точного решения задачи. Таким образом, метод фазовых
интегралов в этом случае приводит для |/?|2 и \Н\2 к точным
результатам даже для тонких слоев (для фазы отраженной и
прошедшей волп метод фазовых интегралов для тонких параболиче-

260-*-^" с

*) Записывая тождества | /> |2 == Б2 и | Я |2 з Я2, мы хотим лишь
подчеркнуть, что здесь везде через Д2 и Л2 обозначаются квадраты модулей
амплитудных коэффициентов И и Я.
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ских слоев уже не приводит к правильным значениям). Для
произвольного плавного слоя с одним максимумом формулы
C3,10), вообще говоря, не могут считаться точными при любой
толщине слоя, но область их применимости шире, чем у формулы
C3,8). Вопрос о вычислении малого коэффициента отражения
от плавного слоя при распространении волн с частотами,
существенно большими критических, можно выяснить, используя
результат работы [308]. Для параболического слоя ответ и на
этот вопрос содержится в формуле A7,25).

Учет поглощения. Выше не учитывалось поглощение. При
условии C3,1) влияние последнего рассмотрено в § 31. В
непосредственной близости от критической частоты условие C3,1) не

1,0
,у= и-

-5-1

-5И

О3

1>

/ у

-ш-ш-ж-юо о юо ш т ш 5оо 600 т шт ют
ДГ-(Гк-Г)гц

Рис. 33,3. Коэффициент отражения | Я \ для
с

параболического слоя 2^—120 км, %к = —,— =
7к

= 30 м при различных значениях числа
соударений \'эфф ~=2 V.

соблюдается, и нужно обобщить формулы C3,2) и C3,8) на
случай наличия поглощения. В отношении формулы C3,2) это
сделано в [201] и весьма сложно. Поскольку просачивание заметно
лишь в ничтожном интервале частот, мы ограничимся тем, что
приведем графики В в некоторых случаях (рис. 33,3 и 33,4).

Выражение типа C3,8) можно получить и с учетом
поглощения. Не останавливаясь на детальном выводе, укажем, что в этом
случае, как легко видеть, по порядку величины

2со

Я2 « В0е
ь йг

C3,10а)

Здесь В0 — используемый нами модуль амплитудного коэффициента
отражения (от всего слоя) в приближении, не учитывающем
просачивания (поле в области точки 2 = а отличается от C3,4) множителем
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. с .)

У В0 же ° , так как коэффициент Е0 отвечает двукратному
прохождению волны через среду), и и — показатель поглощения
C1,9), который при а = 0 равен ]/" | е|. При отсутствии
поглощения формула C3,10а) переходит в C3,8) и знак « поставлен
потому, что при более точном расчете в ней могут появиться
небольшие дополнительные множители, как это, например, имеет

место в формуле C1,2) в отно-
'Каляу-0иЮ3)Шш'3(дляу-ю*) ' шении слагаемого Д (—1п Я).

При наличии поглощения
роль просачивания меньше,

чем при отсутствии

поглощения, так как уменьшение

наблюдаемого коэффициента
отражения Н происходит и
из-за поглощения и, кроме
того, в области слоя, где
начинается просачивание,
волновое поле уже ослаблено
из-за того же поглощения

(множитель Н0 в C3,10а)).
Метод фазовых интегралов
при учете поглощения

приводит к формулам C3,10) с заменой 2б0 на 26 = г —Ф]/^' (г) йг,
где контур интегрирования охватывает нули функции е' (г).

Действующая высота для параболического слоя (строгое
решение). Вблизи максимума слоя при несоблюдении условия C3,1)
не только появляется просачивание, но и, как это многократно
отмечалось, становятся непригодными формулы § 30 для ф,
Ь0, ЬГХ> и 2Д. Это обстоятельство особенно ясно проявляется
в выражении C0,17) для 2Д, согласно которому действующая
(кажущаяся) высота 2Д ->¦ <х> при /->/к. В действительности же
действующая высота стремится к конечному пределу. В § 17
уже было приведено выражение для фазы отраженной волны
для параболического слоя (см. A7,24)). С помощью этого выра-.
жения можно получить [185, 201] следующую формулу для га
в случае параболического слоя C0,1):

80 90 100
АЫКОкгц

Рис. 33,4. Коэффициент отражения при
г™ =6 км и А,к = 90 м.

: 2Ё>> _ ъ±_ ^о,5772 + 1п A6л ^-) +

+ря«2(,(„А7Г+ад)Ь<33-">
п=1
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где отброшен очень малый в обычных условиях член 1 и
параметры р и и определены согласно A7,22). При / = /к высота гя
максимальна и равна

2д (/ = /„)-4р-(о,5772 + 1п( 16л-^-)
При условии C0,19), эквивалентном неравенству р=,я

> 1, выражение C3,11) переходит в C0,17), т. е.

(Р » 1)-

C3,12)

^К /к
>

/к V 7 к — / "Л— 2

Можно показать, что

Bд)строго
Bд)прибл 1 при -> ос,

C3,13)

C3,14)

где Bд)строго и Bд)Прибл определяются соответственно
выражениями C3,11) и C3,13).

График функции — по формулам C3,11) и C3,13) представлен

120 км и Кк = 30 м (т1 = 4000^ . Из на рис. 33,5 для %т
рисунка ясно, что уже при

^- = Ю , т. е. А/ =. 103,
выражения C3,11) и C3,13)
приводят к неотличимым друг
от друга результатам.

Функция C3,11) при
/ »/к зависит от частоты
только через параметр р —

_-2л. !2Д/ = ^^. Поэто-с Як /к
му на основании рис. 33,5

15
2гА

п

13

12

11

10

9

а

10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0-1 -2-10*
Тк-Г "

можно утверждать, что

отличие формул C3,11) и C3,13)
ничтожно уже при р > 2 или
при А/, удовлетворяющем
условию C3,1). Тем самым
доказывается справедливость

этого последнего условия в

качестве критерия замены

слоя в области отражения
линейным, как это делалось в § 30. Что касается величины отноше-

ния —^ (см. C3,11)). то, помимо параметра р, она зависит также от

Рис. 33,5. Высотно-частотнаяГ
характеристика для параболического слоя
Bт = 120 км, Хк —30 м) вблизи
критической частоты: а) приближение
геометрической оптики; б) строгое решение.
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значения -^-. Поэтому общий ход кривых 2Д (р) при разных ~
лк Л,К!

аналогичен, но не совпадает. Вместе с тем кривые гд Г-^Л

2ъ

е-"

"

а

Л

№

т

1,0
0,8
0,6

Ю 98765432 1 0 -/ -2-10'* У

Рис. 33,6. Высотно-частотная характеристика и коэффициент отражения
\Н\ для параболического слоя (гт = 12 км, Х.к = 30ле): а) приближение

геометрической оптики; б) строгое решение.

2гг
%т
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о>*0
Ъ*5№

»-5-к Р-

10 98765432 I О -ПО'*

'4-
Рис. 33,7. Высотно-частотные характеристики для параболического слоя
Bт = 120 км, А,к- 30 м) при различных значепиях числа соударений
уЭфф = V. Кривая а —приближение геометрической оптики при V — 0;

все остальные кривые — точные решения.

зависят лишь от отношения -р-. На рис. 33,6 приведены значения
лк

2г
—5, а также коэффициент отражения Е для слоя с 2т = 12 км.
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Як — 30 м, т. е. -^- = 400 (рисунки настоящего параграфа,
кроме рис. 33,1 и 33,2, взяты из [201 ]).

При наличии поглощения, как указывалось в § 31, значение
2Д обычно меняется очень мало, так как в /"-слое уэфф < ш.
Наиболее заметное влияние на 2Д поглощение может оказать
вблизи критической частоты, так как в этом случае область малых
значений п = ]Ле особенно велика (см. C0,13)). Изменение -Йдляпа-
раболического слоя при раз- -
ных значениях УЭфф = сопзЪ 2гА
ясно из рис. 33,7 и 33,8. "^
Кстати, из рис. 33,5—33,8 ;/
видно, какие большие значе- 10

ния принимает отношение— д

вблизи критической частоты, д
О времени установления

амплитуды сигнала.
Приведенные на рис. 33,5—33,8
кривые дают по существу
время группового запаздывания

X
а

к$-
Н67-Щ\ -IX

- - -Ц-
у |\

Л.т-ю*\
^ 9-Щ&

-г-'-'""
¦ивЗ=-"

1гр _2гд
10 Я 8 7 6 5 3 2 1

в зависимости от

0 -НО'-
Ги-Т

Рис. 33,8
ристики

Высотно-частотные характе-
для параболическбго слоя

(гт = 36 км, Як —90 м) при различных
значениях Vэфф = V. Кривая а —
приближение геометрической оптики при
V-"-!}; все остальные кривые — точные

решения.

несущей частоты сигнала.

Необходимо теперь заметить,
что как раз вблизи
критической частоты время
установления амплитуды

сигнала т0 особенно велико (см.
C0,22)); например, при гт =
= 120 км и А/ = 102, где отличие Bд)СТрого от Bд)ПрИбл велико (см.
рис. 33,5), т0 = 10~3 сек, т. е. в 10 раз больше длительности
обычно употребляемых сигналов. Кроме того, формулы § 21
получены в предположении, что коэффициент Л (со) = сопз1;
или во всяком случае мало меняется в области спектральной
ширины сигнала. Вблизи критической частоты это условие,
очевидно, не выполняется, так как при наличии просачивания
Я резко зависит от частоты (см. C3,2)). Поэтому даже если не
обращать внимания на расплывание сигнала, его форма
изменяется в силу различного просачивания разных частот,
входящих в разложение сигнала в интеграл Фурье, и говорить о
групповой скорости без дальнейшего анализа нельзя. Из рис. 33,3
явствует, что при отсутствии поглощения для слоя с гт —

= 120 км и Як = 30 м коэффициент В сильно зависит от частоты
в интервале ~200 гц вблизи /к. Поэтому в нашем примере, когда
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Д/ = /к — / = 102, где / — несущая частота сигнала, для того
чтобы пользоваться формулами § 21 и обычным понятием
групповой скорости, нужно-во всяком случае, чтобы спектральная
ширина сигнала б/ была много меньше 200 гц, т. е. длительность

2л
Т ~-гг > 3-Ю  сек; в этом случае одновременно т0 < Т.

Таким образом, в разбираемом примере определить на опыте
высоту 2Д, соответствующую C3,11) и кривым на рис. 33,5—33,8,

можно, лишь работая с очень длительными сигналами Т > ^ сек
и приводя при этом измерения для середины сигнала (время
установления при этом > 10~3 сек, что приводит к Агд> 300 км,
так что пренебрегать временем установления нельзя и для
длительных сигналов).

§ 34. Отражение при наклонном падении

Точка отражения. Критическая частота. Основываясь на
результатах § 19, нетрудно рассмотреть вопрос об отражении
радиоволн от ионосферного слоя при наклонном падении
аналогично тому, как это было сделано в § 30 для нормального
падения. Так, например, при отсутствии поглощения фаза
отраженной волны при наклонном падении определяется формулой
A9,15), где функцию п (г) можно считать произвольной с теми
же оговорками, как и в § 30. Отражение волны происходит при
^ = 20Тр, причем (см. A9,12))

П B0тр) = 81П 60; Е B0тр) = Пг B0Тр) - 51П2 80 C4,1)

(принято, что в начале слоя п @) — 1; в C4,1) 60 — угол падения
волны на слой, как это показано на рис. 19,1). При 2 >¦ 20тр
волновое поле экспоненциально затухает, и сама точка 2 — 20тр
выделена тем, что в ней равен нулю коэффициент у функции Р
в волновом уравнении A9,6) (для волны, у которой вектор Е
лежит в плоскости падения, согласно A9,22) аналогичный
коэффициент обращается в нуль при г < 2отр, но в условиях
ионосферы соответствующее отличие обычно ничтожно). При
нормальном падении вт 00 = 0 и отражение происходит при п Bотр) = 0.

Если

ты2

то из C4,1) ясно, что на данной высоте 2, где N = NB), при
наклонном падении отражаются волны большей частоты, чем при
нормальном падении; при этом

/накл=|^-, п(/норм) = 0, п(/„а«л)-31Пв0. C4,2)
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В соответствии с этим, если критическая частота слоя равна /к
(т. е. при нормальном падении точка, где п (/к) = 0, лежит
в максимуме слоя), то критическая частота /к, накл при
наклонном падении равна

?"• "акл = "соз^"' C4'3>
Лучевая трактовка. Весьма большое значение, в частности

практическое, имеет лучевая трактовка распространения и
отражения радиоволн от ионосферных слоев при наклонном падении.
Наиболее общее понятие о луче связано с рассмотрением
распространения сигналов (другими словами, импульсов, волновых
групп или волновых пакетов), ограниченных в пространстве
и во времени. Траектория движения «центра тяжести» такого
сигнала при условии, что он мало расплывается и искажается

при прохождении среды, и есть траектория луча. В любой
однородной среде и в среде неоднородной, но в приближении
геометрической оптики касательная к траектории сигнала
совпадает с вектором групповой скорости, как это было показано
в § 24 (поглощение считается достаточно слабым). Далее, в
однородной и квазиоднородной среде при отсутствии
пространственной дисперсии направление вектора групповой скорости
совпадает со средним по времени направлением вектора Пойнтинга

8 = — [ЕН\ (см. § 24). В изотропной среде при отсутствии

пространственной дисперсии направление вектора групповой
скорости в свою очередь идентично с направлением волнового
вектора /г, т. е. вектора, нормального к фронту волны и в
интересующем нас случае равного (см. § 19)

кх=-0, ку = — й@)зт60 = — га B)81118, )

кг = -у- V  B) — п2 @) вт2 е„ = ^- га (г) сов 9, } C4,4)

к^^пЦт,).
Таким образом, в случае наклонного падения сигнала на

плоский изотропный ионосферный слой с е = е(г), при выборе
плоскости уъ за плоскость падения, направление луча в каждой
точке определяется согласно C4,4). Это значит, что для угла 0
между касательной к лучу и осью г имеем:

вш9="@'81;\ сов9= У B)-^@)^60 ^
Уравнение траектории луча определяется выражением A9,17)
34 В. Л. Гинзбург
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Вблизи точки отражения, где вш 0 да 1 (при г — 2отр, согласно
(Н4,1) и C4,5), 51п Э = 1), геометрическая оптика неприменима,
и поэтому использовать выражение C4,4) или C4,5) для
определения направления луча уже нельзя. Для нахождения
траектории луча в области, где происходит отражение, нужно
исследовать движение в этой области волнового пакета,
составленного из близких друг другу решений волнового уравнения
A9,2)—A9,3); в случае линейного слоя соответствующие
решения выражаются через функции Еесселя или функции Эйри.
При этом в общем случае волновой пакет может сильно
расплываться и искажаться и, таким образом, чисто лучевая трактовка
в области, где неприменима геометрическая оптика, вообще говоря,
непригодна.

Однако в условиях ионосферы окрестность «точки
отражения», где нужно использовать строгое решение волнового
уравнения, как это уже неоднократно указывалось, весьма невелика.
Еще более существенно то обстоятельство, что направлением
луча мы обычно интересуемся только по выходе импульса из
слоя. В этом же случае, как сейчас будет видно, направление
луча правильно определяется из приближения геометрической
оптики при том единственном условии, что это приближение
хорошо применимо для определения фазы отражающейся от
слоя волны, что, как правило, имеет место.

Для доказательства сделанного утверждения и нахождения
местоположения точки прихода на землю отраженного от

ионосферы луча рассмотрим следующую задачу. В некоторой точке (>
с координатами @, уи 0), лежащей на земле (при % = 0), в
ионосферу излучается узкий пучок лучей, т. е. пакет волн с
волновым вектором к, близким к некоторому «несущему» волновому
вектору к0- Протяженность этого импульса во времени будем
для простоты считать бесконечной, т. е. примем, что для всех

Тс
направлений -т- излучение является монохроматическим с

частотой со. Поле падающего сигнала (при 2 = 0) можно тогда
представить в виде:

Е,= ^ё(к)еЧа,1-Ыл)Aк,
где &(к)— «острая» функция, имеющая максимум лри к — к0.
Поле отраженного сигнала в точке Р с координатами ,ф> #> 0)
будет таково:

Е2^\ё (*0 е*(ш'-й»,*-ф(*' и"у)) йк,
где ф — сдвиг фаз отраженной плоской монохроматической волны
по сравнению с падающей (поглощение считаем отсутствующим;
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плоскость, в которой распространяется сигнал, считаем
плоскостью уг, в силу чего в точках () и Р можно положить не только
2 = 0, но и х = 0). Поле Ег, очевидно, будет велико не при любом
значении у, а только вблизи некоторой точки у = г/2,
соответствующей месту прихода отраженного луча. Для нахождения этой
точки разложим фазу ф в ряд по Ак = к — к0:

ф(*. Уь ») = ф(*о. Уь ^) + (-Й")ь0ЛА?+-"'

Из этого разложения ясно, что если ¦— = 0, то с точностью до
членов более высокого порядка малости поле Е2 = е-{ф(й°^1,

Рис. 34,1. Траектория луча при наклонном падении на плоский
изотропный слой.

т. е. напряженность поля отраженного сигнала по своей
абсолютной величине такая же, как для падающего сигнала. Отсюда
следует, что местоположение точки уг определяется как раз из
условия

(аа^)^ =„. - C4,6)
Таким образом, если фаза ер с достаточной точностью

определяется из приближения геометрической оптики, то и
расстояние I между точками () и Р (рис. 34,1) также может
определяться с помощью геометрикооптического приближения. В этом

34*
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приближении имеем (см. § 19):
готр

Ф = ^- ^ 1/"ге2B)-ге2@)бт260с?2

+ 2-п@)в1п%(у2-у1)-±-, C4,7)

и в то же время при г = 0:

ку ----- — п @) 81П 0О, кг = — п @) соя 00.

Поэтому, согласно C4,4),
отр

Eф 1 д<р 9 С /г @) 8'п ^о ^2У г _ _ 2 С /г @) 8Ш 60 йт, ___ ^
0 1/«2(г)-«2@)8т2еп ' ' с ге (У} 0

дф 1 д<р

-п@)

'отр
/ \ , с, , о С и @) соз 00 Лт, л

0 уп2(г) — ге2@) 8Ш2 (H

C4,8)

Отсюда, полагая сразу ге@) —1, имеем (оба равенства -зг- —0,

_-^-==0 в рассматриваемом случае приводят, очевидно, к одному

м тому же соотношению ) :

1 = Уг — У1= 2 ^
отр

81П 6о &г

У п2(г) — 8Ш20О

отр

= 2 \ гт^—о- = 281п0о \ —гт . C4,9),1 п (г) С08 9 " ,) п (г) ' ^ ' '
81П Ол Аг г, . п V <^
. . "—5- = 281П0о \п (г) С08 9 " ,)
й о

, йг
где аз = —д—элемент длины вдоль траектории луча.

Если для вычисления фазы ф на земле геометрическая оптика
неприменима, как это может иметь место для очень длинных

волн или при углах 0О, близких к у (в обоих случаях волна
отражается от самого начала слоя), то для нахождения
расстояния I по-прежнему нужно использовать формулу C4,6), но с фазой
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ф, определяемой на основе строгого решения волнового
уравнения (см. [192, 309)).

В тех же случаях, которые нас в основном интересуют, когда
геометрическая оптика применима, для нахождения
расстояния I между корреспондирующими пунктами (} я Р, & также
для решения всех других вопросов нет особой нужды опираться
на соотношение C4,6). Вместо этого удобнее с самого начала
пользоваться понятием о траектории лучей и просто
игнорировать неприменимость лучевой трактовки вблизи точки отражения
(обоснование этого приема вытекает из совпадения формулы
C4,9) с получаемыми ниже на основе чисто лучевой трактовки).
Поступая таким образом, запишем изменение фазы отраженной
волны по сравнению с падающей в виде (интегрирование ведется
но траектории луча, изображенной на рис. 34,1; малым членом

—5- в выражении для фазы пренебрегаем):

ф = _255_ + 2^- ? „(*)«** = -*!*-+ 2ш ^ -^-т, C4,10)т СО8 00С ' С $ Ч ' ССО8 00 ' 0 Уф(С1>, 2)' Ч ' '
АВ АВ

где Уф (со, г) — — — фазовая скорость B1,16), й$ — элемент
траектории луча, точка А находится в начале слоя и точка В —
в вершине траектории (при 2 = 20Тр). Время группового
запаздывания равно

А^Р,„аКЛ = Ф'И = 7^-+2 5 —^, C4,11)
АВ

где угр — групповая скорость B1,17), равная в нашем случае сп.
Теоремы, связывающие групповые пути при наклонном

и нормальном падении. Длины оптического и группового пути
при наклонном падении, очевидно, равны:

Ьо накл = —= тг + Я \ п(а,г)й8,
АВ

готр

^гр, накл = сА^гр.накл = ^Гё^" + 2 ] п (ш, г) = 2 \ п (ш, г) '
АВ 0

C4,12)

Из рис. 34,1 ясно, что с1з = —иг = ¦ Уа > и так как^ ' ' С08 6 81П О

ПB)81П0 = 8Ш0О,
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ТО

'¦>в

^гр.иакл—совво ~Г*] вшв,, соз90 ""

= 2^акл. = 2(?С = (?СР. C4,13)
Таким образом, групповой путь равен сумме сторон

равнобедренного треугольника, описанного около истинной
траектории так, как показано на рис. 34,1. В соответствии с этим
время группового запаздывания Д*Гр, накл = с-1^гр, накл равно
времени, необходимому волне для прохождения со скоростью
евета в вакууме пути ()СР, т. е. двух сторон указанного
треугольника (это положение называют иногда теоремой Брайта
и Тюва). Высота 2Д> 1шк,1 (9о> /) называется действующей или
кажущейся высотой при наклонном падении под углом 0О.

Расстояние между точками (?Р, т. е. расстояние между
корреспондирующими пунктами, равно (см. рис. 34,1)

/ = 22д, накл *§9о = ^гр, накл 8Ш во = Д*гр,паклС8т0о. C4,14)

Это выражение совпадает с получающимся на основе формулы
C4,9).

Чем больше угол падения волны на слой 60, тем при больших
значениях п (готр) = зт 0О происходит отражение, и,
следовательно, волны некоторой частоты / > /к станут отражаться от
слоя, начиная с некоторого угла 0Ош1ш который согласно C4,3)
равен

соз0отш = ^- C4,15)
(другими словами, по самому определению, углу 0Отш отвечает
частота / = /к, накл)- С увеличением угла (т. е. при 00 > 90т1п)
расстояние I = (?Р вначале уменьшается до тех пор, пока при
некотором угле 0О = 0О (/тщ) это расстояние становится мини- ¦
мальным и равным 1тл. Область I <С 1т\п называется мертвой
зоной. Значение /ш1п определяется из условия (подробнее об
этом [32, 43])

= 0. C4,16) ав,

Установим теперь связь между действующими высотами при
наклонном падении 2Д|ШШЛ и при нормальном падении гя. Сог-



'д, наклКЬ ^-"-Г^аио } "^ г) - « Т у „ (/> г) с05 д
АВ /г

2отр
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ласно C4,12), C4,13) и C4,14)
готр

</,ад=/1+с„зе4^Ьг=''+Ы °Л-

=*+ 5 й7ЖмГ=2«(/созв'»' <3/,'17)
так как

П* (/ СОЗ 60, 2) СОЗ2 90 = A - ^'^ 6р ) СОЗ2 60 =
==/г2(/, г) — 31П2 80 = и2 (/, г) соз2 9 и п (/ соз 80, готр) = О

(здесь учтено, что п(готр) = зтб0 и п(т) 8ШЙ = п @) зт0о).
Из C4,17) ясно также, что если Д соз 0О1 =/2 соз 0О2, то

2Д> накл (/II 801) = 2Д> накл (/2, бог) = 2д (/1 С08 "(м) = гд (.'2 со3 "ог)

(здесь, очевидно, 001 и 90г—углы падения на слой волн с
частотами /4 и /2). В этом случае, кроме того, равны истинные
высоты 2отр отражения волн обеих частот, так как

П (Л, 2отр) = 51П 0О1, П (/2, 4тр) = 31П 002.

/1 СОЗ 0О1 = /2 СОЗ 0О2 ^= /1 У\ — П2 (Д, 4т'р) =

= )^г я (О = /*1Л-гс2(/2J$р) = |/-^- Аг (*&),
т. е.

_<1> _ „B) _
~отр — ^отр — ^отр*

Далее, согласно C4,13) и C4,17)

(/, 00) соз 0О = Хгр(/созе0), C4,18)

где ЬГр = 2гд — групповой путь при нормальном падении.
Соотношения C4,17) и C4,18), которые иногда называют

теоремой Мартина, позволяют определить 2Д, накл, Ьгр, наши
Д^гр.накл и расстояние I из высотно-частотной характеристики,
снятой при нормальном падении в условиях, когда можно
пренебречь влиянием земного магнитного поля. Так, например,
согласно C4,14) и C4,18) имеем:

I (/, 0О) = 2гд (/ соз 00) *8 0о- C4,19)

Поглощение волны при прохождении ею пути ()ЛВР приводит
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к уменьшению ее амплитуды в /?Нанл раз, где

**накл — ^

-2^ \ кйвГ. '>

АВ ; — 1п#Накл = 2-^ \ ХЙ5= \ ЦЙЯ
АВ АВ

¦УэффA- й&- л'эфф (Ьтр,накл" /'о.накл), C4,20)
АВ

причем использовано такое же приближение, как в C1,13).
Так же как это было сделано выше в отношении формулы

C4,17), легко находим:

1п /?иаКл (/, 00, уэфф) = соз 001п П (/ соз 60, уэфф), C4,21)

где /? — коэффициент отражения C1,13) при нормальном падении.
Отражение от сферического слоя. До сих пор ионосфера

предполагалась плоской — ее свойства зависели только от
координаты 2. Однако в случае
наклонного падения при

средних и больших углах

падения нужно учитывать
сферичность Земли, причем в
первом приближении можно
считать, что е — г (г), где
г — расстояние от центра
Земли. Мы не будем подробно
разбирать этот случай —
сделать это можно совершенно

так же, как в § 19, но
записав волновое уравнение в
сферических или
цилиндрических координатах. Укажем
лишь, что для сферической
Земли (при е = е (г))
траектория луча лежит в
плоскости, проходящей через центр
Земли и дугу большого круга,
соединяющую

корреспондирующие точки () ж Р (рис. 34,2). Траектория луча определяется
при этом из обобщенного закона преломления *):

П (г) Г 81П 0 -- С0П51, C4,22)

где 6 — угол между направлением луча и радиусом в данной точке.

Рис. 34,2. Траектория луча при
наклонном падении на сферический

изотропный слой.

*) Формулу C4,22) легко получить, рассматривая траекторию луча
в сроде, образованной концентрическими сферическими слоями с
меняющимся от слоя к слою показателем преломления.
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На поверхности Земли г = р да 6360 км (р есть радиус Земли),
п (г) = У г (г) = 1 и 0 = 0О — углу между лучом и радиусом
(направленным на центр Земли) в точке (?. Поэтому

П (г) Г 31П 0 = р81П В0. C4,23)

В вершипе траектории 8т 8 = 1 и

"(готрН-^0. C4,24)
готр

При том же угле 0О, но с учетом сферичности Земли, отражение
происходит выше, чем для плоской земной поверхности и
ионосферы, так как в этом последнем случае п (г0Тр) = зш 80.
Практически это отличие невелико, поскольку готр — р ~
~ 100 - 400 км и г-21!^е < * .

Г0Тр ]Э
С необходимостью учета рефракции радиоволн в ионосфере

приходится сталкиваться не только при расчете линий связи между
наземными станциями, но и в радиоастрономических
исследованиях, при локации Луны, а также локации и связи с ракетами
и спутниками Земли. 13 основе соответствующих расчетов лежит
закон преломления C4,22) (уравнение траектории и конкретные
примеры можно найти в [43, 239, 310, 311]).

Напряженность поля отраженных от ионосферы сигналов.
В реальных условиях распространения радиоволн в ионосфере
имеют место различного типа многократные отражения волн
от Земли и ионосферных слоев (см. схематические рис. 34,3, а и б).
При этом необходимо иметь в виду, что па расстояниях,
сравнимых с радиусом Земли р, считать свойства ионосферы
одинаковыми нельзя, даже если отвлечься от спорадических

явлений. Это понятно уже из того, что на подобных расстояниях
высота Солнца в точках излучения, отражения и приема
сигналов неодинакова.

В результате многократных отражений волновое поле в точке
приема складывается из волн, пришедших по различным путям.

Многократные отражения существенны и при нормальном
падении или падении, близком к нормальному, так как коэффициент
отражения волн от земной поверхности обычно велик и при малых
углах падения. В согласии с этим при наблюдении отраженных
от ионосферы импульсов при нормальном падении в ряде
случаев наблюдаются многократно отраженные сигналы; отличить
их легко, так как, например, для двукратно отраженного сигнала
действующая высота вдвое больше, чем для однократно отраженного

сигнала, и т. д. Наличие многократно отраженных сигналов
может быть использовано для определения коэффициента
отражения В радиоволн от ионосферы (см. [32], § 102).
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В силу наличия многократных отражений и множественных
путей лучей (рис. 34,3) вычисление напряженности поля
в точке приема связано с большими затруднениями. Для
изотропной ионосферы (т. е. пренебрегая влиянием земного
магнитного поля) общее решение задачи, правда, получено, но в весьма

Рис. 34,3. Возможные пути лучей при отражении от ионосферы: а) в точке /'
показан луч лишь одного направления: б) принято во внимание

отражение лишь от одного слоя.

сложном виде (см. [194, 201, 239, 312]). Громоздкость общих
точных решений и одновременно сложность реальных условий
распространения радиоволн, связапная с неоднородностью
ионосферы и электрических свойств земной поверхности, наличием
поглощения и т. п., приводят к тому, что вычисление

напряженности поля отраженных волн производится обычно приближенно.
При этом, особенно в случае коротких волн, использование
приближенных методов диктуется и самим характером задачи. Именно
возможность существенного упрощения расчетов связана с тем,

что расстояние до ионосферы порядка 100 км, т. е. значительно
больше длины радиоволн, в особенности коротких. Другими
словами, ионосфера находится в волновой зоне наземных и
самолетных излучателей, вследствие чего весь процесс распростране-
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иия радиоволн в ионосфере можно рассматривать независимо
от условий, в которых находятся передатчик и приемник. Эти
условия существенны лишь с точки зрения нахождения
волнового поля передатчика на большой высоте (у основания
ионосферы) и для определения напряженности поля отраженного
сигнала в месте нахождения приемника (учет отражения от Земли
и т. п.).
. Таким образом, вся задача как бы разделяется, и вопрос

о распространении в ионосфере выступает как независимый;
в случае необходимости найти напряженность поля, решения
«внизу» (у Земли) и «наверху» (в ионосфере) могут быть
известным образом соединены.
Целесообразность такого разделения
становится еще более ясной,если
учесть, что само вычисление

напряженности поля от сложного

излучателя (передающая
антенна и окружающие предметы)
является весьма сложным делом. ";///м^ш;шг>?Я/уУ//^//М^/-'ш>/л'.>/м
Подчеркнем, кроме того, что при Рис. 34,4. Поле вертикального ди-
исследовании ионосферы мето- поля, находящегося на .земной
иодом радиозондирования напря- верхности в точке ().
женность поля отраженной
волны или сигнала обычно особого интереса не представляет, так как
в этом методе измеряется лишь сдвиг фаз отраженной волны или
время запаздывания отраженного сигнала по сравнению с

падающим. Нужно также иметь в виду, что для достаточно коротких
сигналов интерференция различных волн, многократно отраженных
от ионосферы и поверхности Земли, не играет роли и, в общем,
применима лучевая трактовка, при которой «отрыв»
распространения в ионосфере от условий на Земле становится особенно
ясным. О приближенных методах расчета напряженности поля
см. [32, 313]. Здесь же сделаем еще лишь несколько простых
замечаний, которые помогут ориентироваться в этом круге
вопросов и производить простые оценки.

Как известно, напряженность электрического поля
вертикального диполя (вибратора Герца), расположенного на
поверхности идеально проводящей Земли, такова:

„ 120л/гд/81п0 мв 300Л/Р . о мв ..-,, ОГ\
Ьв = Д- — «, -* еще—, 34,2о)

Кг м г м

где .Ее — напряженность поля при наблюдении в направлении,
составляющем угол 0 с осью вибратора (рис. 34,4), Р — полная
излучаемая мощность, кА — действующая высота вибратора, X —
длина волны в вакууме, г — расстояние от вибратора до точки
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наблюдения (расстояние <?Р) и / — сила тока у основания
вибратора (в пучности тока). В C4,25) коэффициенты выбраны так,
что поле измеряется в милливольтах на метр, Р — в киловаттах,
X и Лд — в метрах, г — в километрах и / — в амперах *). В
случае произвольного излучателя поле удобно представить в виде:

^0л/гд (м) I (а) . ,п\ мв Е0 = -
X (м) г (км)

C4,26)

где функция г|; (Э) характеризует направленность антенного
устройства (для вибратора в свободном пространстве г|) F) = зш Э;

Рис. 34,5. Отражение волн: а) при замене слоя зеркалом; б) для
изотропного протяженного слоя.

в случае вибратора, расположенного над идеально проводящей

землей, г|з (8) = 2 зш Э, если О<0<уИт|)=О при 0 < 0).
Простейшее предположение, при котором легко рассчитать

напряженность поля отраженной от ионосферного слоя волны,
состоит в замене слоя зеркалом с коэффициентом отражения К.
Тогда, например, для плоского случая (рис. 34,5, а)
напряженность поля отраженной волны в точке Р равна

ЗООУ^зп^О ™Лг,./-тг 4 2 Я» Л-
/Ц

ЗООЯ^Р-
-№

+ ш1
C4,27)

где для простоты излучатель считаем вертикальным вибратором,
расположенным на идеально проводящей Земле; последнее
приводит также к тому, что в точке Р имеется лишь вертикальная
слагающая поля, которая к тому же из-за отражения удваивается

*) Если пользоваться абсолютной гауссовой системой единиц, то
в C4,25) нужно заменить коэффициенты 300 и 120 соответственно на 10~5
и 2/3-10-10= ¦—.

с
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(по сравнению с полем в свободном пространстве на таком же
расстоянии). Это обстоятельство в C4,27) учтено. Обобщение
этого результата на случай сферической Земли с конечной
проводимостью и любого излучателя в принципиальном отношении
не составляет труда. Вычисление коэффициента отражения /?
должно производиться из ионосферных данных. Если в точку Р
попадает несколько лучей, то поле можно найти, суммируя поля
волн, приходящих по разным путям.

До тех пор, пока лучевая трактовка распространения
применима, а в случае ионосферы это почти всегда имеет место,
приведенный способ расчета напряженности поля страдает лишь
следующим дефектом. При отражении волн от неоднородного
слоя, в отличие от их отражения от зеркала (т. е. резкой
границы раздела), убывание напряженности поля с расстоянием,

строго говоря, не пропорционально —. Б самом деле, при зер-
1

кальном отражении закон — имеет место потому, что отраженная

волна имеет такой же вид, как если бы она излучалась мнимым
излучателем, расположенным в точке, в которую зеркально
отражается реальный излучатель <?. В неоднородной среде
действующие и истинные высоты отражения лучей разного направления
неодинаковы (рис. 34,5, б) и, следовательно, отраженный пучок
расходится не так, как при отражении от одного зеркала.

В рамках лучевой трактовки расхождение пучка при
отражении от изотропного неоднородного слоя можно вычислить
без особого труда (см., например, [314]). Однако для относительно
тонких Б- и #-слоев эффект расхождения невелик и поэтому
маловажен, а для /''-слоя нужно обычно учитывать анизотропию
среды, вызванную земным магнитным полем. В анизотропном
же случае путь луча весьма сложен (см. § 29) и рассчитать
расхождение пучка нелегко. Останавливаться на этом вопросе
подробнее мы не будем и ограничимся замечанием, что при
грубых оценках напряженности поля, которыми пользуются обычно
на практике, учитывать отличие характера отражения от
ионосферы от зеркального отражения вряд ли имеет смысл, так как
в обычных условиях это обстоятельство не может изменить
результатов по порядку величины.

§ 35. Отражение волн при учете влияния магнитного поля

Влияние магнитного поля. Критические частоты. Как в
земной ионосфере, так и в солнечной короне (и, вероятно, в
ионосферах некоторых планет) существенное влияние на
распространение и отражение радиоволн оказывает постоянное магнитное поле.
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Влияние поля, вообще говоря, определяется значением
параметров

¦ ^'иI/-- = <"н ^ I « 1#'0) и ^_ У |#<0>

У» тс У'4леШ

В земной ионосфере на высоких и средних широтах #<°> ~ 0,5 эрст;

2лпри //«» = 0,5 эрст сон = 8,82-Ю6, /н = — = 1,4-10" и Яя =

2лс = 214 м. В то же время в максимуме Р-споя ©0 ^ 8-10'
@Н

(-^тах ^ 2-Ю6), и, следовательно, —— > -^ ', в диапазоне метро-

вых волн — ~ 10~2, а 71ля самых длинных используемых волн

и «свистящих» атмосфериков -- ~ 102 ч- 103. При

распространении радиоволн в ионосфере приходится, таким образом,
сталкиваться с весьма разнообразными условиями, и невозможно
дать единый ответ на вопрос о роли земного магнитного поля.
Ниже мы будем иметь в виду преимущественно диапазон

коротких волн, для которого У и = — С 1. Если же речь будет идти

о случае ]/л«>1, то предполагается, что длина волны все же
не очень велика, и поэтому в большей части слоя пригодно
приближение геометрической оптики.

Общая картина распространения и отражения
монохроматических волн и сигналов от неоднородного магнитоактивного
слоя, по сути дела, уже выяснена в гл. V. При попадании
на слой волна (или сигнал) разбивается на две: обыкновенную
и необыкновенную. Обе эти волны в случае плавного слоя и не
слишком малого угла а распространяются совершенно
независимо. Если и<.1, то волна 1 (необыкновенная) претерпевает
отражение при и = г;^' = 1 — Уи (везде предполагается, что
речь идет о нормальном падении). При отсутствии поглощения
и условии, что максимум концентрации в слое лежит значительно

выше точки 1>1р\ отражение является полным. Поэтому при
больших значениях V волны 1 нет, хотя при V > 1>1«> она и могла-
бы в среде распространяться. Волна 2 отражается от точки V =
= у2о = 1. Если и > 1, то отражение волны 1 происходит в точке
1$\ как это ясно, например, из рис. 11,3, б.

Итак, при зондировании ионосферы сигналом с несущей
частотой ш отражение обыкновенной волны происходит от уровня,
где электронная концентрация N равна

ЛГ2 = -й5-=1,24.10-«Л C5,1)
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так как

4яеаУУ , со
2*± / 4. •

2Отражение необыкновенной волны при и — —%~ < 1
происходит от уровня

ЛГ1_ = ^(ш-ан) = 1,24.10-8/(/-/н), C5,2)
а при и>1 — от уровня

^+ = ^2<в(<в + °>н) = 1,24-10-''/(/ + /н), C5,3)
где

, _ (оя _ | е | Я<°>
'а — 2я — 2я/гас

Критической называется частота /„, для которой точка
отражения отвечает максимуму слоя, где Л^ = .А^тах. Из C5,1) —
C5,3) ясно, что

/к2 = /ко = ^-^Г = 0'9 •104 ^^ ' C5'4>
/к1. = /„* = -^-+у/Л4-+°'81-108УУтах = ^ + >//4- + /н''' C5'5>

/к0-/к1+- /к,=- -^+/4-+°'81 •108уу™*=—^+У 4-+/,2<
C5,6)

Из этих формул следует соотношение

' • /к*-/кг = /„ = -Щ^ = 2,8.10«Я<°>; C5,7)
кроме того, если /^о > ~х"» т0

/•«-/ко^-^М-Ю»//"», C5,8)
или в следующем приближении:

/«х-/но«-^- + ^. C5,9)
Фаза волны и коэффициент отражения. Ход лучей. В области

вблизи точек отражения, где щ, 2 = 0, геометрическая оптика
неприменима, и для получения точного выражения для фазы
отраженной волны нужно обратиться к уравнениям B3,2).
Решение этих уравнений сложнее, чем при отсутствии магнитного
поля. Однако, как показано в § 25, за исключением особых
случаев (например, малых углов а), отражение радиоволн при учете
влияния магнитного поля практически сводится к задаче об
их отражении от некоторого изотропного слоя. Именно, если
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точки отражения 2 (п1} 2 = 0) лежат достаточно далеко от
максимума слоя, то фаза отраженной волны равна

2ш
*(п1>2=0)

Ф1,2 = — И1,2(со, г)йг-
л

Т C5,10)

Эта формула отличается от C0,6) лишь заменой п на ге1J.
При наличии поглощения также получаются результаты,

аналогичные имеющим место в изотропном случае. Опуская
малые члены*), о которых была
речь в § 31, для ср^ 2 получаем опять
выражение C5,10), а для
коэффициента отражения—формулу

-1пД,,г=
* 1. 2 *]

_2ш Р
~~ с \

,=0)

*1,

2 Щ,

г(ю

2

, г) с/г,

C5,11)

0) игра-

Рис. 35,1. Отраженно обыкно
венного и необыкновенного сиг

налов.

где точка г (п2и .
ет, очевидно, роль точки 2 (е = пг —
— х2 = 0) в изотропном случае
(при наличии поглощения и в фор
муле C5,10) интегрирование пужно
проводить до этой точки; га1>2 в ьтом
случае в нуль нигде не обращается).

Точно так же остаются справедливыми при замене п и к на щ,%
и х1>2 и все другие результаты §§30—33, в которых не
использовался конкретный вид функций п и к. В силу B4,29) это

относится и к времени группового запаздывания А^Гр (
тельно, и к групповому пути

— ГР

а следова-

Ьгр = с А1тр недействующей высоте
2Д = -~^ I , несмотря на го, что в анизотропной среде
направления луча и волновой пормали не совпадают. Последнее
приводит, однако, к тому, что при нормальном зондировании
ионосферы сигнал отражается не точно над местом его попадания

на слой, а в стороне; при этом обыкновенный и необыкновенный
сигналы отражаются от различных областей слоя в
горизонтальной плоскости, не говоря уже о том, что эти области находятся
на разной высоте (рис. 35,1).

*) Впрочем, малость поправки Д (— 1п Я) к нижеприводимому
выражению C5,11) не так уж очевидна и в этой малости каждый раз нужно
специально убеждаться (как следует, по-видимому, из расчетов [315], учет
члена Д (— 1п Н) может иногда оказаться вполне существенным).
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Подобное отклонение сигналов может быть существенно, если
учитывать неоднородность ионосферы в горизонтальном
направлении, что в действительности, в известной мере, имеет место,
хотя и не соответствует принятой идеализированной регулярной
картине. Расстояние, на которое смещаются области отражения
обыкновенного и необыкновенного сигналов, зависит от угла а
между полем Н<°) и вертикалью, а также
от характеристик соответствующего

ионосферного слоя.
В качестве примера на рис. 35,2

приведены некоторые результаты вычислений,
произведенных в [101 ] для

параболического слоя N — Мтах\1 — —5-). В начале

слоя (при 2 = — 2т) на него нормально
падает радиосигнал, который затем
расщепляется на обыкновенный и
необыкновенный. В северном полушарии
обыкновенный сигнал отклоняется от вертикали
на север и необыкновенный сигнал — на
юг, а в южном полушарии наоборот.

На рис. 35,2 дана траектория
сигналов, лежащая в плоскости у т., в которой
находится магнитный вектор Л"@) (другими
словами, плоскость ут, есть плоскость

магнитного меридиана). По оси ординат
отложено расстояние от начала слоя т,т — | я |
в единицах т,т; по оси абсцисс отложено
отклонение Аг/ сигнала от вертикали в
тех же единицах %т (гт есть полутолщина
слоя). При этом предполагается, что
отражение происходит от максимума слоя,

т. е. предполагается, что несущая частота сигнала / равна
критической частоте /к0 = /К2 Для обыкновенного луча и
критической частоте /кж = /к1_ для необыкновенного луча.
Частота /ко принята равной 9 Мгц, откуда в силу сказанного
для обыкновенного луча / = /,;0 = 9 Мгц и для

необыкновенного луча / = /кх --* Щ + ]/ Щ- + /* 0 « 9,75 Мгц, так как
гиромагнитная частота /я принята равной 1,4 Мгц (Я<°> =
— 0,5 эрст). Кроме того, при построении кривых, показанных
на рис. 35,2, поглощение предполагается отсутствующим, а угол
а положен равным 45 и 15°.

Существенное предположение, сделанное при расчетах, состоит
в том, что они проведены полностью на базе приближения
35 В. Л. Гинзбург
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Рис. 35,2. Отклонение
лучей от вертикали при
нормальном падении для
а = 15° и а = 45° при
/я = 1,4 Мгц.
Обыкновенный луч (сплошные
линии) / = /ко = 9 Мгц,
необыкновенный луч
(пунктир) / = /кжяв

^9,75 Мгц.
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геометрической оптики и, таким образом, вблизи самой точки
отражения (т. е. при | г| -*¦ 0) неточны. В условиях ионосферы при
не слишком малых углах а и нормальном зондировании неточность,
связанная с этим обстоятельством, по-видимому, несущественна.

Обращаясь к рис. 35,2, мы видим, что, например, при а = 15°
область отражения обыкновенного луча смещена от места, где

сигнал входит в слой, примерно на расстояние ~ ~ , которое

для Р-споя равно 50—100 км, т. е. довольно значительно.
Обсуждаемое отклонение луча от направления нормали особенно ярко

10 20 30 40 50 60 70 80 90
(90-х)'

Рис. 35,3. Смещение точки отражения от вертикали в северном полушарии
в зависимости от угла а между вертикалью (направлением волнового

вектора) и направлением земного магнитного поля.

проявляется в случае наклонного падения волн на ионосферу,
о чем уже говорилось в § 29.

Смещение точки отражения от вертикали в зависимости от
угла а ясно из рис. 35,3 (предполагается, что /ко = /к* = Ю Мгц, -
/ = 10 Мгц, 1Н = 1,44 Мгц и V = 0). При этом для
обыкновенного луча приведенная на рисунке кривая при малых углах а

неверна: она неверна там, где наступает эффект «утраивания»
сигналов (см. § 28). При а = 0 точка отражения обыкновенного
луча, так же как и необыкновенного, от вертикали не отклоняется.

Заметим также, что угол 0 между вектором групповой
скорости 1>гр и волновым вектором к стремится к я,/2
вблизи точек, где га^2->-оо. Для того чтобы в этом убедиться,
проще всего воспользоваться формулой B4,16), согласно которой

& 2ге2 й сов а

Подставляя сюда выражение A1,6) для тцд, получаем
довольно громоздкую формулу, но уже из ее общего вида ясно,
что при П[>2 —*• °° и о. =^= 0 мы имеем 1§ 0 -*¦ <х> или 0 ->¦ я/2.
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Разумеется, в таких условиях, когда угол 0 близок к я/2,
смещение точки отражения может быть особенно значительным.

Время группового запаз- р .
дывания сигнала, согласно Щ
B4,29), равно #?

М гр- 2Ь
О

йт.

грг1.2
C5,12)

здесь 2И = 2И1>2 — точка
отражения, в которой га1J = 0
(другими словами, т,л есть
«истинная высота»

отражения). Действующая высота,
по определению, равна

"гаг,!!
I

/
/

сМ
*Ш,2

гр

^Д1, 2 : = .\
с йт.

1

V гргЬ 2

д (пи 2@) йт,. C5,13)
тексте.

Рис. 35,4. Отношение скорости света
к проекции групповой скорости на Ось 2
(нормаль к слою) в зависимости от

V = ~2 . Значения а и #<°> указаны в
о

Ввиду сложности функции
/г4,2 (V, и, а) анализ зависимости 2д1J от различных параметров
обычно приходится производить графически [316]. В работе [317}

указывается метод
определения электронной
концентрации из высотно-частотных
характеристик при учете
влияния магнитного поля. Мы
ограничимся здесь тем, что
приведем на рис. 35,4 графи-
ки функции — ''

угр ги 2 дй)
для X = 250м (со = 0,756-107),
Я<0' соз а=0,447 и Я@>зш а=
- 0,218 (а = 25°50'; Нш) =
= 0,497 эрст).

На рис. 35,5 представлены
высотно-частотные
характеристики ионосферы для тех
же значений а и #<0),
вычисленные для линейного слоя

- истинная высота отражения).
особенность кривой гД (со) для

35*

Рис. 35,5. Действующая высота
отражения 2Д и истинная высота отражения
2И для линейного ионосферного слоя
в зависимости от частоты ы. Пунктир
относится к волне типа 1, а сплошные

линии — к волне типа 2.

BД — действующая
На рис. 35,5 ясно

высота, ги

выступает
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необыкновенной волны вблизи частоты со = соя (кн ж 214 м).
При со -> сон, если не учитывать поглощения, в приближении
геометрической оптики 2Д очень сильно возрастает; подробнее
об этом см. [316, 318, 319]*).

Квазипродольное и квазипонеречное распространение.
Сложность выражения для пи2 и и1J заставляет широко использовать

на практике приближенные формулы для «квазипродольного»
и «квазипоперочного» распространения (см. § 11).

В так называемой «отклоняющей» области ионосферы, где
«1,2 заметно отличается от единицы, для обыкновенной волны
часто справедливо квазипоперечное распространение, а для
необыкновенной (при и < 1) — квазипродольное. В этом можно
убедиться из рис. 11,2, 11,3 и 11,6, а также в результате оценок,
использующих неравенства A1,36) и A1,39). При этом, например,

-1пД2:-^(/;Рр2-и C5,14)
так как в случае квазипоперечного распространения волна 2 не
отличается от распространяющейся в изотропной среде; в
последнем же случае при указанных в § 31 условиях справедлива
формула C1,13), тождественная C5,14). Для волны 1 в
квазипродольном случае обычно

-1п Д, « ^ (Ьгы-Ьод ^- ; C5,15)
действительно, согласно A1,37), B4,18), C5,13) и при угрг1 « сп1
(условия справедливости этого последнего соотношения ясны
из B4,18)) имеем:

г(щ=0)

о

л'эфф Го Г ^ о Г л! " _ Уэ*ф /г г \ ы
» о - 1 2 \ 2 \ п1 аг > « —=—(ьГР1—ьо1) .

2с I ^   «} ] о —сох, 2с ч 'р1 01/ ы —со^

Кроме того, при выводе приведенных формул для 1п В1,2 делаются

*) Поведение действующей высоты гд для необыкновенного луча вблизи
гирочастотьг существенно зависит [318] от связи .между действующим полем
Ея и сродним макроскопическим полем Е. Ото обстоятельство и пытались
использовать для экспериментального решения вопроса о необходимости
введения «поляризационной поправки». Как было указано в § 3, вводить
эту «поправку» не нужно и в плазме с большой точностью Е —• Ея, что
и учитывается нами во всех случаях. Согласно [26] и [244], стр. 278, весьма
сильным экспериментальным аргументом против введения
«поляризационной поправки» являются результаты исследования «свистящих» атмосфе-
риков [96].
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предположения,- аналогичные подробно оговоренным в § 31,
и нужно иметь в виду, что и в C5,14) и C5,15) под Н112 понимается
только часть полного коэффициента отражения, связанная с
прохождением волн в «отклоняющей» области.

В «неотклоняющей» области, где п1,2 « 1 и V мало (этот
случай имеет место в Б- и .Е-слоях для волн, отражающихся от .Р-слоя),
для обеих волн обычно имеет место квазипродольное распростри
нение (см. условие A1,36)). Поэтому согласно A1,37) имеем:

где знак плюс соответствует, очевидно, обыкновенной волне
2 и знак минус —необыкновенной волне 1.

На частных случаях, когда

Vэфф %(<*>± юьJ ИЛИ VЭфф « И ± @Ь, .

мы останавливаться не будем,— их стоит обсуждать лишь в связи
с экспериментальным материалом.

Влияние магнитного поля на высотно-частотные
характеристики в качественном отношении ясно из сказанного, а также

рис. 30,5 и 35,5. В последнем случае типичный загиб
характеристик при приближении к критическим частотам отсутствует просто
потому, что слой считается линейным (другими словами, рис. 35,5
в какой-то мере передает ход гя (ю) и га (со) только для частот,
существенно меньших критической). При нормальном
зондировании, и < 1 и не слишком малых углах а регулярное
отражение от слоя приводит — об этом уже много раз говорилось,—
к появлению только двух сигналов. Соответствующие критические
частоты для обыкновенной и необыкновенной волн /к0 и }кх
определяются формулами C5,4) и C5,5). При уменьшении угла а
появится эффект «утраивания», причем третий сигнал,
отражающийся от точки у^' = 1 ->- ][и с ростом частоты, исчезает
первым (рис. 35,6). Критическая частота для третьего сигнала
/кг = /кж — /н (см. C5,7)), и, таким образом, измеряя частоты
/кж и /К2, можно определить поле Я@> в слое. То же, впрочем,
достигается и по измерению частоты /к0 и разности частот

/кх-/ко--*¦*- +]/-$- + /-о-/ко (см. C5,5), C5,8) и C5,9)).
Наклонное падение. Влияние земного магнитного поля на

распространение и отражение радиоволн от ионосферы при
наклонном падении рассмотрено в § 29. Здесь заметим лишь, что при
наблюдении эффекта «утраивания», обусловленного наклонным
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падением и рассеянием волн (см. § 29), высотно-частотные
характеристики отличаются от изображенных на рис. 35,6 в двух
отношениях. Во-первых, интенсивность 2-отражения (третьего
сигнала) всегда заметно меньше интенсивности 0- и ж-сигналов.
Во-вторых, разность /кж — /!B несколько меньше, 'чем при
нормальном падении, и, следовательно, меньше гирочастоты /н.
Объясняется это тем, что при наблюдении обсуждаемого эффекта
«утраивания» при наклонном падении за х-отражение ответственны

в основном нормально отражающиеся волны. В то же время
2-отражение по самой сущности эффекта происходит при

наклонном падении, а значит,

волна отражается от уровня,
лежащего несколько ниже

точки г;^ = 1-|- У и; в
соответствии с этим

/кг нанл ^> /кг норм

/кх норм :

Учет

/кг накл </д.

неоднородности
земного магнитного поля.

Во всех задачах и

примерах, рассмотренных до сих
пор, внешнее поле Н@)
считалось однородным в

пространстве. Такое
предположение оказывается, однако,

недопустимым не только при исследовании распространения

радиоволн в солнечной короне (см. [73, 77, 148] и §36). но иногда
и в земной ионосфере.

Земное магнитное поле в первом приближении носит диполь-
ный характер, и на высоте г над земной поверхностью

Рис. 35,6. Высотно-частотные
характеристики при нормальном зондировании под

малыми углами а.

C5,17)

где р да 6360 км — радиус Земли, Н@) — поле на земной
поверхности; кроме того, формула, строго говоря, относится только
к полюсу или экватору, так как не учитывается угловая
зависимость. Из C5,17) ясно, что при изменении 2, например, на
200 км разность /н (р) —/н (р +г) да 1,5-Ю /н (р). Поэтому
при зондировании ионосферы, если не ставить цели специально
измерять зависимость /я от г, магнитное поле действительно
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можно считать однородным. Положение изменяется при
исследованиях ионосферы и космического радиоизлучения с помощью
искусственных спутников Земли или высотных ракет, а также
при изучении свистящих атмосфериков и в некоторых других

• а*

5

I
I
1
I ,

11,КМ

-2

Рис. 35,7. Функции п\, 2 в зависимости от высоты над поверхностью Земли
(при г < 300 км и 2 > 300 км масштабы по оси абсцисс различны).

случаях. Так, при приеме па Земле или на спутнике
длинноволнового космического радиоизлучения [320, 321, 287] нужно
считаться с влиянием на распространение этого излучения

неоднородности земного магнитного поля. Достаточно сказать, что
для данной частоты / < /н (р) с приближением к Земле на

некоторой высоте произойдет переход от условий и

к условиям и > 1.

/Я (р + г)
/2

<1

В качестве примера [321, 322] на рис. 35,7 приведена зависи-
^2мость п\л (г) при /я (р) = 1,4-10е, / = 0,6-10° и а = 20° для
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слоя с электронной концентрацией N — -/Ушах 1 — ( —^— )
при100<2<300кл1иЛГ = ^тах е-1.81°-э(г-30°)при2>ЗООкл;
значение ./Ушах выбрано равным 1,25-104, что отвечает ночным
часам (зависимость /н от т, находилась по формуле C5,17)). Из
рис. 35,7 ясно, что при нормальном падении и выбранной частоте
ни обыкновенная, ни необыкновенная волны внеземного
происхождения достичь поверхности Земли не могут (эффект
просачивания при нормальном падении в условиях, отвечающих

рис. 35,7 совершенно ничтожен). При наклонном падении в
определенных условиях обыкновенная волна уже сможет перейти
в необыкновенную волну и достичь Земли в результате эффекта
просачивания, обсуждавшегося в § 29.



Глава VII

Распространение радиоволн в космических условиях

§ 36. Распространение радиоволн в солнечной атмосфере

Введение. С развитием радиоастрономии земная ионосфера
перестала служить основным объектом применения теории
распространения электромагнитных волн в плазме. Более того,
в настоящее время центр тяжести интересов в этой области все
больше перемещается от ионосферы в сторону радиоастрономии,,
космической (магнитной) гидродинамики и исследований плазмы
в лабораторных условиях.

Современная радиоастрономия, несмотря на свою
сравнительную молодость, охватывает широкий круг проблем. Сюда
относятся: радиоизлучение Галактики и Метагалактики (общее
излучение и излучение дискретных источников), радиоизлучение-
Солнца, радиоизлучение планет (в особенности, излучение
Юпитера), радиолокация метеоров, Луны, планет и Солнца,
монохроматическое радиоизлучение межзвездного водорода и ОН.
Кроме того, нужно упомянуть теоретические вопросы, связанные
с выяснением природы спорадического солнечного

радиоизлучения и нетеплового космического радиоизлучения, а также

радиоастрономическую теорию происхождения космических лучей-

Далее, развились радиоастрономические методы изучения
земной ионосферы и межпланетного пространства, не говоря уже
о том, что радиоастрономия тесно переплелась с многими другими

разделами астрономии.
Ниже не предполагается осветить даже часть перечисленных *

вопросов (см. [77, 135, 297, 323-328], а также [73, 147, 213, 295г
296, 306, 307, 320, 321, 329—344]). Цель последующего изложения
состоит лишь в том, чтобы охарактеризовать некоторые
особенности и специфику распространения радиоволн в солнечной
атмосфере (§ 36) и в межзвездной ионизированной среде (§ 37).

Помимо распространения радиоволн большое внимание
привлекает к себе распространение в космических условиях
плазменных, акустических и, особенно, магнитогидродинамических
волн и разрывов. В условиях, когда плазма может считаться
однородной, распространение этих волн рассмотрено в гл. II
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и III. Что же касается распространения плазменных и
низкочастотных волн в неоднородной среде, то сюда также относится
ряд выводов, содержащихся в гл. IV — VI. В целом, однако,
распространение плазменных и низкочастотных волн в
неоднородной среде в различных мыслимых условиях изучено менее
лолно, чем это имеет место для радиоволн. Некоторые результаты
в этом отношении имеются, например, в работах [334, 335].
Ниже рассматриваются только волны, лежащие в радиодиапазоне.

Солнечная корона. Солнечная корона представляет собой
как бы гигантскую ионосферу. Если не говорить о масштабах
и о количественном различии в значениях электронной
концентрации и температуры, условия в солнечной хромосфере и короне
отличаются от ионосферных в двух отношениях.

Во-первых, солнечная корона и верхняя часть хромосферы
почти полностью ионизированы и практически состоят только
таз электронов и протонов. Из условия квазинейтральности
следует поэтому, что электронная концентрация N равна
концентрации протонов N+. Во-вторых, при распространении радиоволн
в хромосфере и короне нужно считаться с существованием
неоднородных магнитных полей. Поскольку корона простирается
на несколько солнечных радиусов, на пути волны не может
считаться постоянным даже общее магнитное поле всего Солнца

.(в последние годы напряженность этого поля на уровне
фотосферы порядка эрстеда, а по некоторым данным общее магнитное
лоле Солнца вообще отсутствует; в некоторые периоды оно бывает,
возможно, значительно более сильным). Что же касается поля
пятен, достигающего тысяч эрстед, то оно быстро убывает с
удалением от фотосферы и не может считаться однородным уже на
расстояниях, значительно меньших солнечного радиуса. Впрочем,
в ряде случаев в существенной для распространения волн области
поле слабо (со^ < со) и корональную плазму можно считать
изотропной.

Электронная концентрация в короне определяется из
оптических наблюдений (излучение короны в непрерывном спектре
обусловлено рассеянием света фотосферы на корональных
электронах). Соответствующие значения приведены в табл. 36,1
¦согласно [336] и часто используемой эмпирической формуле:'

ТУ A])=- 108A,55тГ6 + 2,99тГ16) электронов ¦ см'3, г\ = — , C6,1)

где г — расстояние от центра Солнца и Г0 = 6,96-ДО10 см —
радиус фотосферы *).

*) Нужно иметь в виду, что сама корона и концентрация N (т)) в ней
изменяются в течение цикла солнечной деятельности, а также в
зависимости от отдельных спорадических процессов. Кроме того, корона в дойстви-
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Таблица 36,1

Концентрация электронов в солнечной короне

г

Г1_7©

1,03
1,06
1,10
1,2
1,3
1,4
1,6
1,8
2,0

согласно [336]

2,9-108
2,1-Ю8
1,4-108
5,8-10'
3,0-10'
1,8-10'
7,5-106
3,8-106
2,0-Ю6

N

по формуле

C6,1) |

3,2-108
2,3-Ю8
1,5-108
6,8-10'
3,7-10'
2,2-10'
9,4-106
4,6-106
2,4-106

г

2,2
2,4
2,6
2,8
3,0
3,5
4,0
5,0

согласно [336]

1,2-106
7,0-105
4,2-105
2,9-105
1,9-105
8-10*
4-10*
1-10*

по формуле
C6,1)

1,4.10е
8,1-105
5,0-Ю5
3,2-105
2,1-105
8,4-10*
3,8-10*

1-10*

Основанию короны отвечает примерно значение т] = 1,03 (г —
— Г0 да 20 000 км). Впрочем, часто для границы между
хромосферой и короной принимают значение г — Г0 = 10 000 км
(ц~ 1,014). Для хромосферы можно использовать эмпирическую
формулу (см., например, [337]):

7У = 5,7-1011ехр[-7,7-10-4(/г-500)]; 500 <Н< 10000 км, C6,2)

где к — высота над фотосферой в километрах (более подробные
сведения см. в [77]).

Температура в хромосфере возрастает от Т «5000° у ее
основания до значений Т да 3 -г- 5-105 при Л да 10 000 км (ц — 1,014),
в короне Тк да 10е при т) > 1,05; с дальнейшим ростом г\
температура изменяется сравнительно мало *).

Из табл. 36,1 ясно, что при т)<2 электронная концентрация
в короне выше максимальной концентрации N < 2-106 в
ионосферном /^-слое. Еще более разительно различие в температурах.
Корональная температура так велика, что корона является

тельности не является сферически симметричной. В связи с этим зпачения,
приведенные в табл. 36,1, могут служить лишь для ориентировки, а
различие между вторым и третьим столбцами невелико (оба ряда значений N (т))
приведены потому, что оба они использовались при конкретных расчетах).
Отметим также, что в плоскости солнечного экватора по данным [329]
N (Т1 = 6) = 4-10*, N (8) = 1,8-10*, ./V A0) =-- 1,0-10*, N A2) = 6,6-103,
N A4) = 4,8-Ю3, ЛГ A6) = 3,7-103, ЛГ A8) = 3,0-103 и N B0) -= 2,6-103
(измерения [329] проведены в период минимума солнечной активности;
подробнее см. [77]).

*) Имеется в виду температура корональныХ электронов и ионов,
которые при отсутствии потоков имеют практически максвелловское
распределение скоростей. Тепловое излучение в оптической части спектра в силу
малой оптической толщины короны не находится в равновесии с частицами
и в большей части спектра имеет температуру порядка температуры
фотосферы Г~ ж 6000°.
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источником интенсивного теплового излучения, лежащего

в радиодиапазоне. Большая интенсивность этого радиоизлучения
связана с тем фактом, что в радиодиапазоне оптическая толщина
короны не только не мала, но может быть весьма большой (см.
1338—340] и ниже). Помимо теплового излучения солнечная
атмосфера служит источником еще более мощного спорадического
радиоизлучения.

Распространение радиоволн в короне. Для интерпретации
экспериментальных данных о тепловом и спорадическом
радиоизлучении Солнца необходимо рассмотреть характер распространения
радиоволн в короне. Для этой цели можно воспользоваться теми
же формулами, которые были установлены для ионосферы. Для
удобства приведем их здесь вновь, причем сразу учтем, что в
интересном с точки зрения эксперимента диапазоне всегда

ю2 > л>1фф. C6,3)

В этом случае при отсутствии магнитного поля имеем:

где N—концентрация электронов и влиянием ионов (протонов)

всегда можно пренебречь, так как Л^. —./V и -тг= 18ов •
Для уЭфф нужно использовать формулу F,14):

И^1п(°'37^г) ^тА^Ч220^)' C6'5)(хГ)

где предполагается, что 7Уг = Л^+ = N к Т — электронная
температура.

Как указано в §§ 4, 6, точность формулы C6,5) не
превосходит 5%. Кроме того, выражение, стоящее в C6,5) под знаком
логарифма, справедливо только при Т < 3-Ю6 (см. D,28)). При

Т > 3-Ю3 вместо 1п^0,37^-^1 - 1п (^220-^Л нужно исполь-
, Г С те* У'' чГ 1 л Г леи ^2/3 \

зовать значение 1п ^ ^-р^ -—^ | ^ 1п ^у2 10* -щ), где
Ух и у2 — множители порядка единицы. Эта замена ясна из
сопоставления формул D,19) и D,19а) и расчетов, проведенных в § 6

( при этом численные множители ух и у2 под знаком логарифма
не уточнялись, так как, например, при Т ~ 10" и N « 10е имеем

10*—щ « 106 и множителем у2 ~ 1 можно пренебречь ). В области
Г~3-105 обо формулы, относящиеся к предельным случаям,
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дают примерно один и тот же и довольно точный результат.
В C6,5) предполагается, что электроны сталкиваются с протонами.
Если же электрон сталкивается не с протонами, а с ионами с
зарядом еТ, и концентрацией Nи то в C6,5) появляется множитель 22
и вместо N фигурирует концентрация ./V;. В результате имеющиеся
в короне высокоионизированные атомы железа, никеля и других
элементов в 2 раз эффективнее протонов (ион с зарядом еЪ в 7Л
раз эффективнее протона, но в силу квазинейтральности короны
при данной электронной концентрации N появление одного иона
должно сопровождаться удалением И, протонов). В короне 2 =С 20
и, по-видимому, всегда N\Х < N, т. е. влиянием ионов можно
пренебречь.

В общем случае

-к^/ШЧ^-У-
2яст

\1
2(ОХ

C6,6)

но практически

условии

и имеющие вид:

везде пригодны формулы, справедливые при

е. > 'Ало C6,7)

п=Ув--=У 1
4ле2УУ

>П(й2 V 1 —3,18-10° ТУ
0J

У.
2ла 1-п2

•Уя

ц =

пш 2пш ^*ф'

2шх ^эфф A -  ) Аяе^М\ >ФФ

>» см2  / 1 — Ал е2- ;
У то)'

C6,8)

Рассмотрим радиоволну, распространяющуюся по радиусу
из внешнего пространства к Солнцу. Поток энергии излучения
в случае плоской волны будет, очевидно, ослабевать по закону
/5 -- 80е~х^\ где 50 — поток излучения вне. короны и т — так
называемая «оптическая толщина» (термип, мало удачный в
радиодиапазоне):

\ \к!г = ге \ р(г\)йг\--:.-®- \ ^Фф(чI1-»2(ЛIп(ц) йх\. C6,9)

Формула C6,9) записана в приближении геометрической
оптики и при условии C6,7). Если волна не полностью затухает
в короне и достигает точки, где е — 0, то оба указанных
предположения в некоторой области значений е несправедливы.
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Коэффициент отражения
I Я 12 _ е-2т0

| Е | 2 в этом случае равен (см. C1,2))

т0- ^ (АЙГ + 2У2[уэфф@)]3/2.
г@) Зсш1/2 Лг I * !о = \ цйг4-Ат,г@)

C6,10)

где г@), 1^-1 и л'эфф @) — значения соответствующих величин
в точке, где е = 0; кроме того, под ц нужно понимать
выражение C6,6), а не C6,8). Практически, однако, как будет
показано ниже, значение т0 определяется формулой C6,9), где
интегрирование нужно проводить до точки, очень близкой к г@),
новее же такой, для которой условие C6,7) еще выполнено.

Приведем некоторые результаты вычислений [341],
проведенных по указанным выше формулам и с использованием значений
N из второго столбца табл. 36,1. В табл. 36,2 приведены для
различных длин волн значений п2 по формуле C6,8). Разумеется,
соответствующие цифры не очень точны в силу приближенности,
значений концентрации N в табл. 36,1.

В табл. 36,3 приведены значения тЭфф по формуле C6,5)
для различных температур (значения Т = 6-Ю3 и Т = 6-Ю4 для

Таблица 36,$
Значения

Я

1,03
1,06
1,1
1,2
1,3
1,4
1,6
1,8
2,0
2,2
2,4
2,6
2,8
3,0
3,4
3,8
4,0
4,4
4,8
5,0

V3фф ДЛЯ

N

290-106

210

137

58

30

18

7,5
3,8
2,0
1,2
0,7
0,42
0,29
0,19
0,085
0,050
0,040
0,025
0,014
0,010

различных

Г=6-103

2,71-10*
1,99-10*
1,32-10*
5,80-103
3,10-103
1,88-103
809
420
226
138
82
50 '
35
23
И
6,4
5,2
3,3
1,8
1,3

температ

Т=6-104

1103

811

537

233

124

75

32

16

8,9
5,4
3,2.
1,9
1,4
0,9
0,4
0,25
0,20
0,12
0,07
0,05

УР

Т=3-105

115

84

55

24

12,7
7,7
3,3
1,7
0,9
0,55
0,32
0,20
0,14
0,09
0,04
0,025
0,020
0.012
0,007
0,005

Т=6-105

43

31

20

9,0
4,7
2,9
1,20
0,6
0,3
0,2
0,12
0,07
0,05
0,03
0,015
0,007
0,006
0,0035
0,0026
0,0019

Г=10«

21

15

10

4,3
2,3
1,4
0,59
0,30
0,16
0,10
0,06
0,04
0,024
0,016
0,007
0,004
0,0035
0,0022
0,0013
0,0009
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короны нереальны и приведены только для иллюстрации). Грубо
говоря, гЭфф ~ Т~3/2, но логарифмический член все же заметен.

Из табл. 36,3 ясно, что условие C6,3) в короне всегда
выполнено с большим запасом. Так, даже в худшем случае,

V;

когда Я- 50 м и Т = 6-Ю3°К, -=^-< Ю ; к тому же столь
длинные волны в глубь короны проникнуть не могут (так как

там е < 0) и представляющие интерес значения ¦ а* порядка

10 1 и меньше (для I-1,5 м и Г- 3-Ю5 имеем -^- < Ю 4) .
V2

Малость отношения - Э(~ - приводит также к уже отмеченной
возможности использовать формулу C6,9) и при наличии
отражения, пренебрегая малой областью, где вместо формул C6,8)
нужно применять формулы C6,6). Например, при Г=106

и А ^=50 м в точке г@), где е^О, га2==гех = =-=— =

— 5,1-Ю-10; поэтому е> уже на ничтожном расстоянии

от точки г@) Гтак, е =--5,1 -Ю-10 при -—^ = Дт) --•= 2,0-Ю-10
V ^

и изменение т из-за учета отличия п2 от е порядка 3-10 в, в то
время как само значение т = 0,0553. При А — 5 м и Г = 3-105
в точке г (О)значение п2 @) = 8,56-Ю-9 и соответствующее
изменение т порядка Ю-4 при т= 2,037.

V, ФФ
той же причине, в силу малости отношения —^-, незначи

тельна также добавка Дт—"^лл в Ф°РмУле C6,10). Так, при
А = 50 м и 7--10е имеем Дт « Ю ; для А-=50 .и и Г-6-101
получим Дт та 5 • 10~4.

В качестве примера в табл. 36,4 приведены результаты
вычислений т (т)) для разных длин волн и Г- 6-Ю5. В этой таблице
приведены также значения \В-\2 по формуле C6,10) для тех
случаев, когда коэффициент отражения не слишком мал *).

Приведенные в табл. 36,4 значения сильно округлены и могут
служить лишь для самой грубой ориентировки. Поэтому на
рис. 36,1 приведены также кривые т (г|) для короны с Т = 10'';
эти данные [77] более точны (графики доведены до значений т),
при которых п2 — 0).

*) В таблицах имеются также значения т при т) - 1,0, носящие
условный характер. Они получены путем экстраполяции концентрации N,
приведенной во втором столбце табл. 36,1 до самой фотосферы (при этом для
Т] — 1,0 получается значение N = 4,3 -108).
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Как ясно из табл. оо,о, отношение .—=-т практически не

зависит от у]. Поэтому согласно формуле C6,9) имеет место равен-
Т(Т),Г!) _ уэфф (Т\)

ство

и, та- г(ц,Т2) ^афф(Т2)'
ким образом, если оптическая
толщина т для одной
температуры известна, ее легко найти
и для других температур.
Заметим также, что точность

значений, приведенных в таблице,
существенно меньше, чем это
может показаться на основании

числа значащих цифр
(неточность связана с экстраполяцией
значений ./V, графическим
методом расчета и т. п.). Из табл.
36,4 и рис. 36,1 явствует, что
даже при температуре Т —- 6-105
или Т — 10е, одинаковой во всей
короне, все волны длиннее 1 м
практически полностью

поглощаются в короне или
отражаются от нее. Более короткие волны,

особенно сантиметровые,
заметно поглощаются уже только в

хромосфере, расчетов для
которой мы приводить не будем,—
в принципе они вполне
аналогичны проведенным

вычислениям для короны или ионосферы.

Излучение радиоволн. Учет
рефракции. Поскольку метровые
волны поглощаются короной,
то, очевидно, при любом
механизме их генерации в солнечной
атмосфере они должны исходить
также из короны. Таким
образом, источником
радиоизлучения Солнца в метровом
диапазоне является корона. При этом излучение с длиной волны К
исходит из области г] =х] (к), где х (К) порядка единицы (из области,
для которой т = 2,3, наружу выходит лишь 1 /10 потока излучения).

Интенсивность излучения может быть сразу указана лишь
в случае, если оно носит температурный характер (тепловое
36 В. Л. Гинзбург
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Рис. 36,1. Оптическая толщина
короны для радиоволн,
распространяющихся по радиусу в направлении
к поверхности Солнца. Температура
короны Т = 1№°К. Электронная
концентрация распределена согласно

формуле C6,1).
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излучение). В этом случае с единицы поверхности (черного тела)
в единицу времени в интервале частот А/ излучается энергия

5Д/^^-хГД/ = -^Д/, C6,11)
где х = 1,38- 10_1в эрг/град — постоянная Больцмана и
использован закон Рэлея — Джинса, так как для Солнца в
радиодиапазоне У.Т > /г/ = Йсо.

Если считать корону сферически симметричной и полностью
поглощающей волны с длиной X, то на Земле поток теплового
излучения равен 8А/, где

здесь Хм — длина волны в метрах, гэ = 6,965-1010 — радиус
фотосферы, К — 1,495 -1013 см — расстояние от Земли до Солнца,
Т§ = 6000 — условная температура фотосферы и т) (к) —
значение т], при котором х (к) «1 и температура равна Т:

В C6,12) предполагается, что значение т] (к) одинаково как
при радиальном, так и при нерадиальном распространении волн,

т. е. что источником радиоизлучения является сферическая
поверхность с радиусом г\ (к) Г0. Это, конечно, строго говоря,
неверно. Для лучей, идущих не по радиусу Солнца, должна
наблюдаться рефракция и, кроме того, для этих лучей т « 1 на другом
расстоянии от фотосферы, чем для радиальных лучей. Поэтому
радиояркость диска в его центре и на краях будет неодинаковой,
так же как это имеет место в оптической области.

Для количественного анализа этих вопросов нужно
рассмотреть распространение в солнечной атмосфере радиоволн,
попадающих затем на Землю. При этом имеются все основания
воспользоваться лучевой (т. е. геометрикооптической) трактовкой
задачи [77, 337, 342]).

Для лучей, распространяющихся в сферически симметричной
преломляющей среде, закон преломления имеет вид:

П (г) Г 8Ш ф (г) =Гоо 81П ф (Гоо) = р, C6,13)

где п (г) — показатель преломления в точке, находящейся на
расстоянии г от центра Солнца, ф—угол между направлением луча и
радиусом-вектором г и р — расстояние входящего в атмосферу Солнца,
еще не рефрагирующего луча от радиального луча (рис. 36,2);
в C6,13) предполагается, очевидно, что п(гх) = 1. Учитывая
C6,13) и простые геометрические соображения, можно видеть,

36*
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что элемент длины луча равен ав — ——— = — и опти-
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г Аг

с08"-, Л Р1
V «27-8

ческая толщина вдоль луча равна
оо оо

т(г)=ил = г0\-7Ш%=. C6,14)
К П2(Т))Г]2

Гпе ^ = -5- и 11A1)— коэффициент поглощения C6,8).

Траектория луча в полярных координатах г и 9 такова:

9^9„+ ^ ^,рйг C6,15)

где мы ограничиваемся рассмотрением лучей, падающих на Солнце
параллельным пучком (поэтому б» —ф«> и г<„8Ш фоо = р).

Рис. 36,2. Траектория луча в солнечной короне.

В точке отражения или, лучше, «точке поворота» ф = л/2,
Г = г0 и б = 60, причем

г0п{г0) = р. C6,16)

Траектория луча симметрична относительно прямой,
проходящей через центр Солнца и точку поворота. В этой точке
знаменатель в интегралах C6,14) и C6,15) обращается в нуль, но это
обстоятельство несущественно ни при графическом построении,
ни при расчетах, использующих линейную аппроксимацию
функции пг (г) вблизи точки поворота (чтобы не заботиться о знаках,
удобно применять выражения C6,14) и C6,15) только при б < 60,
поскольку в силу симметрии задачи значений т при б > 90
вычислять не нужно).

Траектории лучей в короне показаны на рис. 36,3 для
излучения с частотой / = 60 Мгц (А, = 5 м). Все лучи приходят
справа параллельно друг другу и, следовательно, отличаются лишь
значениями «прицельного параметра» р (см. рис. 36,2).
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Уравнение переноса. Эффективная температура
радиоизлучения. Интенсивность радиоизлучения вдоль различных лучей
определяется уравнением переноса, широко используемым в
астрофизике. Отличие рассматриваемого случая от оптического состоит
лишь в том, что в оптике обычно можно пренебречь отличием п
от единицы. Кроме того, при учете влияния магнитного поля
корона является двоякопреломляющей.

Рис. 36,3. Траектории лучей в солнечной короне для радиоизлучения
с длиной Х0 = 5 м. На рисунке указаны значения «прицельного

параметра» р, выраженного в единицах радиуса фотосферы Гд_

Уравнение переноса для интенсивности (удельной
интенсивности) 1{ нормальной волны типа / имеет вид [77]

Определение величин, входящих в уравнение переноса, уже
было дано в § 12. Тем не менее повторим, что 1{ йсо йй есть
поток энергии, приходящейся на интервалы частоты и телесного
угла йю и сШ (поток энергии равен энергии протекающей в
единицу времени через единичную площадку, нормальную к

направлению потока). Далее, щ, \)ц — ¦—щ и 0г соответственно

показатель преломления, коэффициент поглощения и угол между
*>гр (лучем) и к в волне типа I. Наконец, а/ есть излучательная
способность среды (аг есть энергия, излучаемая в виде волны типа
I единичным объемом среды и отнесенная к единичным
интервалам времени, частоты и телесного угла).

При пренебрежении влиянием магнитного поля уравнение
переноса C6,17) принимает вид
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Если речь идет о поперечных волнах, то уравнение C6,18)
относится к волнам с любой поляризацией и для корональной плазмы

?г2 = 1 1. Уравнение переноса C6,18) применимо и для
плазменных волн (при этом п ----- п3, а — а3 и ц, — ц3), но лишь, если
поглощение этих волн достаточно слабое. Последнее условие
относится, конечно, к любым случаям. Кроме того, уравнение
переноса, в котором Й8 есть элемент пути вдоль луча (вдоль век-
гора 1»гр), пригодно только в пределах приближения
геометрической оптики (в частности, отражение и взаимодействие волн
разных типов предполагается отсутствующим). Отметим также,
что в C6,17) и C6,18) производных по времени нет по той простой
причине, что процесс считается стационарным во времени.

Если среда однородна, то уравнения C6,17), C6,18)
принимают простой вид, который сразу можно написать из
соображений о сохранении энергии (например, в случае C6,17) имеем

-т- = а — ц./). Для неоднородной среды в связи с учетом

рефракции уравнения усложняются. При постоянстве потока энергии
1г йш «Ш, а,1 = 0 и ц{ — 0 сохраняющейся является величина

——2——. Учет этого обстоятельства и приводит к уравнению
щ

в форме C6,17), C6,18), как это детально обосновано в [344].
Останавливаться на использовании уравнения переноса мы
не будем, в частности, потому, что в практически важнейшем
случае постоянной температуры результат может быть получен
непосредственно. Дело в том, что при современном уровне наших
сведений о температуре и концентрации электронов в короне
представляется часто целесообразным считать температуру короны
постоянной, т. е. не зависящей от г. Резкое падение температуры
при переходе к хромосфере в свою очередь удобно учитывать,
считая, что на некоторой границе г — гх температура скачком
меняется от значения Тк до значения Тх (Тк и Тх — температуры
в короне и хромосфере).

Определение параметров Тк, Тх и гх должно быть
произведено из сравнения теоретически вычисленного распределения
интенсивности радиоизлучения по солнечному диску с соответ-'
ствующими опытными данными. Если же задаваться более

сложным распределением температуры в солнечной атмосфере, то
интерпретация ограниченных экспериментальных данных может
оказаться неоднозначной.

Считая температуру короны постоянной, можно определить
интенсивность радиоизлучения вдоль луча непосредственно

с помощью теоремы Кирхгофа A2,16). Для лучей, не
попадающих в хромосферу, удельная интенсивность теплового излучения
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// вдоль данного луча, идущего на расстоянии р от радиального
луча (см. рис. 36,2), равна

11(р)-^ТкA-е-гх*™). C6,19)
Здесь 1} — интенсивность, отнесенная к интервалу частоты А/ =

Дм
= у— и, кроме того, сразу для волн с двумя возможными

состояниями поляризации (корона считается изотропной); учтено
также, что на выходе из среды (короны) п = 1. Очевидно в таких
условиях (изотропия, п =- 1) равновесная интенсивность /}0),

определенная формулой A2,16), принимает вид 1\0) — 3 2 =

= ' 2 ; далее, 1) ' = 4пУ; = 2 , причем множитель 2
появляется в силу учета волн с разными поляризациями и множитель

2л. в результате того, что интенсивность // относится к интервалу
А/, а интенсивность 1\0) к интервалу Асо. Таким образом, в C6,19)

величина —$- Тк есть удельная интенсивность черного излучения
с температурой Тк и 2тн (г0) — оптическая толщина короны

вдоль луча Г тк (г0) есть оптическая толщина до точки поворота

г0 = -у—т; значение тк (г0) определяется формулой C6,14) ст] =

= ц0 — —}¦ Для лучей, проникающих в хромосферу:

// (Р) - ^Р Тк A -е~^) • |-2-^ Тхе-^ , C6,20)
где тк (гх) — оптическая толщина короны вдоль данного луча
до точки гх, где начинается хромосфера, и учтено, что в самой
хромосфере луч всегда полностью поглощается (т. е. тх > 1).

Интенсивность излучения C6,20) соответствует интенсивности
излучения черного тела с эффективной температурой

ГЭфф = 71кA-е-т^х))Н_гхе-^х). C6,20а)

В случае C6,19), очевидно,

Тэфф = ТкA-е-2хк(Г0)). C6,19а)

На Земле поток излучения А5Д/, исходящий из кольцевой
области на Солнце с площадью 2лрАр, и полный поток 5А/ равны:

оо

д <? ^ 2я^Др 1} (Я 5Д/ _ 2л^ д/ ^ ^ {р) р йр C6J1)
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Если излучающая поверхность есть черная сфера с радиусом
2ч/2

г=г@ ц(К), то 1; = -~Тк при р<г, 7/ = О при р > г, и
формула C6,21) для 5 переходит в C6,12).

Для характеристики интенсивности радиоизлучения Солнца
как целого удобно пользоваться понятием эффективной
температуры Солнца ТЭфф, определяя ^©.эфф как температуру, которую
должна была бы иметь фотосфера для того, чтобы ее
радиоизлучение равнялось наблюдаемому. Очевидно,

Т®, эфф (к) = 3 (^-J ^~ = ЪЛ ¦ 10»т«, C6,22)
где ЗА/ — наблюдаемый на Земле поток радиоизлучения от всего
Солнца, отвечающий длине волны к (в последнем выражении Я
нужно брать в метрах и 5 — в вш1мг-Мгц).

С помощью приведенных формул вопрос о тепловом
радиоизлучении Солнца для принятой модели может быть разобран
без каких-либо трудностей принципиального характера. На
соответствующих расчетах мы здесь останавливаться не будем (см.
[77] и указанную там литературу). Отметим лишь, что одним
из очевидных следствий принятой модели является эффект уярче-
ния при приближении к краю солнечного диска. Этот эффект
имеет место для волн, которые в центральных областях диска
(т. е. при г <С 0,8 -г- 0,9 г©) сильно поглощаются только в
хромосфере, где Т = Тх < ТК.

Влияние магнитного поля. Спорадическое солнечное излучение
в метровом диапазоне носит неравновесный (нетепловой)
характер, причем его интенсивность достигает иногда огромных
значений (Г©,Эфф ~ 1012 -Ч- 1013 °К). Независимо от того, каков
механизм спорадического радиоизлучения (см. [73, 77, 135, 343]),
для вопроса о распространении и выходе этого излучения из
короны все приведенные выше сведения сохраняют свое значение.

Вместе с тем ограничиться рассмотрением изотропной корональ-
ной плазмы уже нельзя. Собственно, учет влияния магнитного
поля может быть существен уже и в случае теплового
радиоизлучения. Это влияние, однако, относительно невелико, потому что
общее магнитное поле Солнца слабо (для теплового радиоизлу-'
чения Солнца как целого существенна величина именно общего
магнитного поля). В тех случаях, когда спорадическое
радиоизлучение не поляризовано или слабо поляризовано, корональную
плазму также можно, вообще говоря, считать изотропной. Но
спорадическое излучение часто сильно поляризовано, и тогда
несомненно нужно считать корональную плазму магнитоактивной.

Все общие формулы, необходимые для соответствующих
расчетов, уже были приведены в гл. III и V. Однако в отличие от
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ионосферы в короне магнитное поле обычно нельзя считать
однородным. Кроме того, в связи со значительно более высокой
температурой в короне сильнее сказывается влияние
теплового движения (пространственной дисперсии).

В качестве примеров, позволяющих составить впечатление
о' роли магнитного поля, приведем результаты расчетов [147}
показателей преломления ге1J над солнечным пятном (поглощением
пренебрегается — в короне оно, вообще говоря, очень мало
сказывается на виде функций и1J (г))).
При этом источник поля счи- |Л
тается протяженным магнитным

полюсом, расположенным на

уровне фотосферы *). Тогда поле на
оси равно Фотосферу ^1

Я@)(т-) = //ьA

Протяженный
, . магнитный
*1/ полюс

~\/кг + № у Рис. 36,4. Протяженный магнит-
л_г г^-г^/п -П ГЯЙ 9Т1 ный полюс, имеющий форму ок-
н — 1 г© — '©(,4 1)- \ои,4Э) ружности с радиусом 6 и нахо-

Здесь Ъ — радиус магнитного дящийся на уровне фотосферы,
полюса и Яь — поле на уровне
фотосферы (рис. 36,4). Концентрация электронов определялась
выражением C6,1). На рис. 36,5—36,7 приведены графики
функций й\,2 (т)) при а = 0, 15 и 90° и Нь = 250 и Нь = 2500 эрст;

кроме того, положено © = 2л-108 ( л-0 = — = Зл) и Ь2 =
— 1019 см2, т. е. порядка площади довольно большого пятна.

Различие между случаями, изображенными на рис. 36,6, а ж б
заключается в том, что для Нь = 2,5-103 уровень (он = со (т. е.
и = 1) лежит в короне выше слоя, где а>0 = а (т. е. V = 1);
в случае же Нь = 2,5-102 положение уровней обратное. Отсюда,
в частности, следует, что в первом варианте (рис. 36,6, а)
взаимодействие нормальных волн происходит в области, где юн > со,
тогда как во втором варианте (рис. 36,6, б) области
взаимодействия расположены в слое, где юн < ш (на рис. 36,6 области
взаимодействия обведены кружками). Заметим, что указанное
различие в ходе кривых для сильного и слабого поля возникает

лишь для промежуточных значений угла а@<а<-^-1;
из рис. 36,5 и 36,7 ясно, что при а = 0 и а = 90° изменение
величины магнитного поля не приводит к резкому изменению
кривых «1,2 (Т|).

*) Такая модель позволяет хорошо аппроксимировать поля
униполярных пятен, к числу которых принадлежит примерно 35% всех пятен; для
биполярных групп пятен используемое приближение также в известных
пределах пригодно в области над пятном с определенной полярностью.
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Рис. 36,5. Функции ге|, 2 (т)) в корональнои плазме при а = 0
(вертикальные пунктирные линии отвечают точке г^оо): а) Яь = 2,5-103; б) Я{, = 2,5-102.

Рис. 36,6. Функции и?, г (л) в корональнои плазме при а = 15°
(вертикальные пунктирные линии отвечают точкам V^ао и г2°о): а) ¦йгь = 2,5-103;

6) Яь = 2,5-102.
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Рис. 36,7. Функции п\, 2 (л) в корональнои плазме при а = 90°з
а) Яь = 2,5.103; 6) НЬ = 2,5А0*.
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Рис. 36,8. Функции я],,,, в корональнои плазме при а = 15°
а) #{, = 25 ЭрСт; ^ Д& = 0 (изотропная плазма).
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На рис. 36,8, а показана зависимость й,J (г\) в слабом
магнитном поле Нь = 25 эрст при а = 15° (при учете теплового
движения в квазигидродинамическом приближении). На рис.
36,8, б приведены графики п\у2 и п\ в тех же условиях, но при

/ -2 Л М0 ~2 Ю2 I /-1
отсутствии магнитного поля п1J- 1 \, п\ = —— I.

Существенно, что в достаточно слабом поле штрих-пунктирная
часть кривых на рис. 36,8, а по всем своим свойствам
соответствует штрих-пунктирной части кривой п\ на рис. 36,8, б. Этот
факт, находящийся в согласии со сказанным в § 12, позволяет

2

при и = — « 1 в ряде вопросов ограничиться рассмотрением

поперечных и плазменных волн в изотропной плазме вместо
исследования более сложной задачи о генерации и
распространении волн в магнитоактивной плазме. Подробнее о влиянии
магнитного поля на радиоизлучение Солнца см. [77, 135, 148, 343].

Трансформация плазменных волн в радиоволны. Потоки
частиц генерируют в короне плазменные волны (в
магнитоактивной; случае это значит, что образуются волны в райрне полюсов
функций «1,г)- На. «выходе» же — вне короны — с
радиоастрономической точки зрения интерес представляют только
радиоволны. Тем самым одно из центральных мест в теории
спорадического солнечного радиоизлучения приобретает проблема
трансформации и выхода волн из короны. Не останавливаясь на этом
вопросе подробнее (см. [73, 77, 135, 147, 207, 207а, 208, 343];
см. также конец § 20 и указанную там литературу), подчеркнем
несколько моментов.

В однородной плазме трансформация волн разного типа
возможна только за счет рассеяния на неоднородностях (флуктуа-
циях) как теплового, так и нетеплового происхождения *).
При этом, например, в изотропной плазме имеются флуктуации
двух типов: флуктуации плотности плазмы, практически не
связанные с появлением пространственного заряда, и флуктуация
с неизменной плотностью ионов, т. е. флуктуации плотности
одних только электронов. Флуктуации последнего типа
представляют собой, собственно, флуктуационные плазменные волны,
на которых может рассеиваться рассматриваемая плазменная или

поперечная волна. При рассеянии плазменных, волн, созданных
каким-либо способом в короне, на флуктуациях обоих типов
образуются поперечные (радио) волны, которые затем при бла-

*) Термин «однородная плазма» применяется здесь, конечно, в несколько
условном смысле — речь идет об однородности «в среднем» (при отсутствии
флуктуации или локальных неоднородностей).
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гоприятных условиях выходят из короны. Аналогичный
механизм трансформации нормальных волн разного типа путем
рассеяния имеет место и в магнитоактивной плазме.

В дополнение к сказанному приведем здесь элементарные
физические соображения, которые показывают, что при
рассеянии волн данного типа на флуктуациях возникают также волны
других типов. Рассеяние на флуктуациях можно описывать
двумя, в известных пределах эквивалентными, способами — как
рассеяние на совокупности волн (эти волны есть компоненты
Фурье в разложении флуктуационного изменения
диэлектрической проницаемости Ае,;) или как рассеяние на флуктуациях
Де^ в отдельных маленьких по сравнению с длиной волны
объемах. Используя последнюю картину, мы видим, что рассеяние
обусловлено появлением в среде флуктуационных дипольных
моментов р( = АецЕ}"\ где 1$а) — поле «падающей»,
рассеиваемой в среде волны какого-либо типа. Разумеется, дипольный
момент р зависит от поля _Е ), но не от типа падающей волны,
т. е., например, ориентации вектора Ет относительно
волнового вектора к. Сказанное очевидно в связи с малостью
рассматриваемого объема с моментом р по сравнению с длиной волны

X = -г-. Таким образом, все волны, создающие данный момент р,

рассеиваются одинаково. Далее, диполь р, находящийся в среде,
вообще говоря, излучает волны разных типов (например,
поперечные и продольные, если речь идет об изотропной плазме). Тем
самым любая волна, создающая флуктуационные дипольные
моменты р; = АгцЕH', порождает рассеянные волны всех типов,
которые только могут излучаться диполем, помещенным в

рассматриваемую среду.

В неоднородной плазме трансформация волн может
происходить не только на флуктуациях, но и регулярным образом, т. е.
без учета процессов рассеяния. Именно в изотропной плазме
в районе точки е (со, т]) -- 0 плазменная волна может переходить
в поперечную в результате взаимодействия, рассмотренного
в § 20. В магнитоактивной плазме трансформация связана
с взаимодействием волн, приводящим к эффекту «утраивания»
(см. §§ 28, 29; соответствующие области взаимодействия
обведены кружками на рис. 36,6).

О поглощении, не связанном с соударениями. В
магнитоактивной корональной плазме в связи с ее высокой температурой
нельзя ограничиться учетом только поглощения, обусловленного
соударениями. Помимо этого механизма поглощение происходит
также в результате процессов, обратных магнитотормозному
и черенковскому излучению (см. § 12). Черенковское поглощение
будет иметь место только в области, где п^2 > 1. С точки зрения
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проблемы выхода излучения этот механизм поглощения имеет
сравнительно небольшое значение (см. рис. 36,5—36,7; черен-
ковское поглощение отлично от нуля для волн, которые могут

выйти из короны только в результате взаимодействия). Магнито-
тормозное поглощение при а Ф 0 будет наблюдаться и для
обыкновенной и для необыкновенной волн на частотах со =
= 5сон (.9=1, 2, 3, . . .). Соответствующие значения коэффи-

циентов поглощения и. = — % уже были приведены в § 12 (см.

формулы A2,36) - A2,46)).
В то время как при 5 — 1 и 5 — 2 коэффициент резонансного

поглощения цРез E = 1) ~ цРез E = 2) ~ ЦЗТ, коэффициент
л'эфф ш2 ц,соуд

поглощения из-за соударений и™/д ~ 1. Отсюда '^ ~

-^ ~ Ю  при VЭфф ~ 10, со — 2я-108 и Вг ~ 10 . Таким
образом, резонансное поглощение весьма сильно. Некоторые
грубые оценки показывают [77, 147], что в короне связанная
с резонансным поглощением оптическая толщина для
необыкновенной волны

Т1(в- 1)~ т,(*-2)~ Ю5, т, E-3) — 60, т,(*=-4)~7.10-«
C6,24)

при со ~ 2я-108, со0 ~ ©, Рг ^ ]/^ ~ 10 - т ~ Ю6 и Ьв ~
~ 1010 см (Ьн — характерное расстояние, на котором заметно
изменяется поле Нт и, следовательно, частота сон)- Для
обыкновенной волны значения т = т2 в тех же условиях на один-два
порядка меньше. Тем не менее т2 (я = 1) ~ т2 (я = 2) > 103 > 1.

Итак, резонансное поглощение при а ~ 1 может резко
ослаблять волны, проходящие через уровень со ж сок, со л* 2сон, а для
необыкновенной волны также уровень со даЗсоя. Для модели
короны над пятном, использованной при построении рис. 36,5—
36,8, при Нь — 2,5-103 эрст уровни со — соН1 ю = 2соя и со =
= Зсоя расположены соответственно при г\ — 1,27, у] = 1,38.
и ц — 1,47. Из рис. 36,6, а следует, что в этом случае
резонансное поглощение резко меняет условия выхода волн из короны.
Напротив, в поле #ь--2,5-102 эрст влияние резонансного
поглощения мало существенно, поскольку уровням со = сон»

со = 2сон и со ¦= Зсон отвечают значения т) — 1,085, ц = 1,121
и и = 1Д48.

Теорема Кирхгофа в магнитоактивной плазме. В заключение
остановимся на вопросе об использовании теоремы Кирхгофа
в магнитоактивной плазме (см., в частности, [111]).
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Для удобства повторим вначале соответствующие
рассуждения для изотропной среды.

Интенсивность излучения Гоа, выходящего в вакуум из
ограниченной изотропной среды, складывается из собственного
излучения этой среды /м и падающего на среду излучения 10а>,
уменьшенного на множитель е—х:

ь ь

^ш — Ло +/оа>е_т, х-=2-^- \ хс1з~. \ цйз C6,25)
а а

(здесь (л — коэффициент поглощения и & — элемент траектории
луча, показанного на рис. 36,9; предполагается, что луч
не'расщепляется на отраженный и проходящий, т. е. отражение либо

Рис. 36,9. Изменение интенсивности излучепия при.
прохождении луча через слабо поглощающую среду.

отсутствует, либо является полным). Соотношение C6,25)
выражает закон сохранения энергии и, кроме того, основывается
на использовании понятия о лучах, что отвечает слабому
поглощению и приближению геометрической оптики.

В случае полного термодинамического равновесия (см.
также § 12)

т ... г«>),п... 1 г@) / л _ Ьш* Т , ИО). _ 0JхГ Ьш ,
/о» ¦-¦'и (у)--2л ' "> 4^2^: ' 1(а ~&№ ПРИ ^Т^ * '

C6,26)
где учитываются обе поляризации и /;0> — использовавшаяся

ранее интенсивность, отнесенная к интервалу частот а/ — ^-.
В вакууме равновесное излучение однородно и изотропно,

в силу чего в равновесии /ош (Т) = /0ш (Г) ~ 1$ и
выражение C6,25) принимает вид

1„(Т)~1Т(Т)A-е-*). C6,27)
Интересно отметить, что по самому характеру вывода /,» есть
излучение, выходящее из среды направо (см. рис. 36,9), а т есть
оптическая толщина также при прохождении волновой среды
слева направо. Однако вследствие обычной теоремы взаимности,
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¦справедливой в немагнитоактивных средах, оптическая толщина т
при прохождении среды в противоположных направлениях
одинакова. Только поэтому теорема Кирхгофа, т. е.
соотношение C6,27), может формулироваться без указания на
направление распространения волны.

Переходя к излучению в вакуум, исходящему из
магнитоактивной плазмы, заметим, что это излучение при
термодинамическом равновесии должно быть неполяризованным. (Магнитное
поле не выводит плазму из состояния термодинамического
равновесия, а равновесное излучение в вакууме неполяризовано.)
Далее, равновесное излучение в вакууме можно представить
в виде суммы двух некогерентных волн, эллипсы поляризации
которых взаимно-перпендикулярны и имеют одинаковое
отношение осей (см. [345], § 50). Интенсивность каждой из этих волн,

1<т (Т)
очевидно, равна -^— • С другой стороны, эллипсы поляризации
нормальных волн при выходе из магнитоактивной плазмы также
взаимно-перпендикулярны и имеют одинаковое отношение осей
{см. § 11). Отсюда следует, что интенсивность равновесного
излучения в вакууме может быть представлена как сумма интен-
сивностей нормальных волн, соответствующих рассматриваемой
магнитоактивной среде. При этом каждой из нормальных волн

С (Т)
отвечает интенсивность —~-^.

Предполагая, что нормальные волны в плазме не
претерпевают частичного отражения и не взаимодействуют между собой
(т. е. отвлекаясь от эффектов типа «утраивания» и вопроса о
предельной поляризации; см. §§ 26, 28 и 29), приходим в
результате к такой форме теоремы Кирхгофа для магнитоактивной
¦среды:

Л»1,2(*>-^ШA-е~*''2), C6,28)
причем

Т1,2~- ^ |А1,2С08бс<«, ^1,2^-^*1,2' C6,29)
где Э — угол между #гр и к.

Разумеется, при т, > 1 к т2 » 1 имеем /и (Т) = /ш1 (Т) т-
+ 1а>г {Т) — 1(ш {Т), как это и должно быть. В выражении C6,29)
появляется косинус угла 0 между волновым вектором к и направ-

лением луча (вектором групповой скорости) гтр = -тт- , потому

что и1J и и^г характеризует поглощение вдоль направления к,
а при вычислении т112 нужно знать поглощение вдоль луча
(элемент траектории вдоль нормали из — соз 6 из, где с1з — элемент
траектории луча).



§ 37] РАДИОВОЛНЫ В МЕЖЗВЕЗДНОЙ СРЕДЕ 577

Поскольку в магнитоактивной плазме обычная теорема
взаимности, вообще говоря, несправедлива, в C6,28) интенсивность
излучения /ш1,2 в каком-либо направлении определяется
значением т1J для волны того же направления. Поэтому, например,
система типа оптического или радиовентиля будет сильно
излучать в данном направлении только те волны, которые она сильно

поглощает при их прохождении через вентиль именно в этом же

направлении.

С помощью формулы C6,28) может быть выяснен вопрос
о тепловом излучении изотермической короны при учете
влияния магнитного Поля. Кроме того, как и в изотропном случае,
легко получить более общие выражения, относящиеся к слоистой
среде с различными температурами в разных слоях (см.,
например, C6,20)).

§ 37. Распространение радиоволн в межзвездной среде

Поглощение радиоволн в межзвездном газе (замечания
общего характера). Космическое радиоизлучение, если не говорить
об излучении Солнца, планет и комет, генерируется в
межзвездном пространстве, в отдельных галактических и внегалактических
туманностях, а также в межгалактическом пространстве.
Некоторая доля этого излучения носит тепловой характер, но основная
его часть имеет неравновесное происхождение и образуется при
ускорении входящих в состав космических лучей релятивистских
электронов в слабых магнитных полях [297, 324—326, 346].
Кроме того, наблюдается монохроматическое космическое
радиоизлучение атомов водорода и молекул ОН.

Независимо от того, какова природа космического
радиоизлучения, важно, что межзвездный электронный газ, несмотря
на его разреженность, уже заметно поглощает радиоволны

интересующего нас диапазона (космическое радиоизлучение
наблюдается в диапазоне от сантиметровых волн до волн с длиной
в сотни метров). Именно на этом вопросе мы здесь и остановимся,
оставляя в стороне поглощение в атомарном водороде и ОН
(см. [324]), а также поглощение в межзвездной среде
низкочастотных (магнитогидродинамических) волн (см. § 14).

Плотность электронов в межзвездном газе колеблется в
широких пределах, но обычно не превосходит значения N —
— 10 электронов ¦ см~3, а в большинстве областей Галактики
значительно меньше этой величины (см. [325, 327]). Поэтому
даже для самых длинных волн, о которых идет речь (X ~ 1 км,

ш ~ 2-10°), 1 — ге2 = 3,18-Ю9 — < 10 , т. е. при
определении поглощения всегда можно считать, что п = 1. Поэтому,
37 в. Л. Гинзбург
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казалось бы, в качестве коэффициента поглощения и. нужно
взять выражение C6,8) с п = 1, т. е. выражение *)

^¦~ тса>* ^ (хГJтсш2 V пт 1П V ' ЛУ1/зУ

= 1Щ^1п С220 цъ) ~ т><>Р 1п С220 Три) ¦ C7Д)
Однако эта формула в случае сильно разреженного газа
оказывается обычно неприменимой.

На первый взгляд может показаться, что такая
неприменимость связана с несоблюдением условия Я3 > N~1 (другими
словами, межзвездный газ настолько разрежен, что для коротких
радиоволн в объемах ~ X3 имеется лишь небольшое количество
электронов).

Такое заключение было бы, однако, неверно. Достаточно
сказать, что и при несоблюдении неравенства X > N~1'3
проводимость а и диэлектрическая постоянная е также имеют смысл,

поскольку при вычислении этих величин в § 6 методом
кинетического уравнения никаких допущений о значении
концентрации N не делалось и предполагалось лишь, что рассматривается
область среды с размерами, значительно меньшими длины волны
X (поле в этой связи считалось однородным). Поэтому если
в объеме ~ X3 мало частиц, т. е. Х3Ы < 1, то вычисляемые методом
кинетического уравнения значения о и е имеют характер
величин, усредненных по большому числу рассматриваемых малень-

2л ких объемов или же усредненных за длительное время А< > —
(иными словами, как это было указано в § 2, используются
средние в статистическом смысле величины, что означает
пренебрежение флуктуациями). Таким образом, если нас интересует
поглощение волн на пути Ь > X, то коэффициент поглощения \1Г
вычисленный из значений о и е, усредненных указанным
образом, приобретает такой же смысл, как обычно. Таким образом,
с этой точки зрения формула C7,1) сохраняется, если понимать
под [г средний коэффициент поглощения, применимый для
вычисления поглощения волны при прохождений ею достаточно
большого пути. К такому же выводу можно прийти, не вводя вообще"
величин а и е, а оставаясь с самого начала на базе
микроскопической теории и вычисляя коэффициент поглощения как среднее
значение энергии, передаваемое волной отдельным электронам.
Разумеется, здесь нет двух постановок вопроса, а лишь несколько
различное освещение одной и той же задачи.

*) Температура ¦ межзвездного электронного газа, даже в наиболее-
горячих сильно ионизированных областях, порядка 10 000°, и, таким
образом, условие D,28) может считаться выполненным.
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Итак, если бы формула C7,1) была сама по себе правильной,
у нас не было бы основания проводить еще какие-либо
вычисления. Однако, как это было указано в §§ 4, 6, формула C7,1),
строго говоря, справедлива только, если

В случае же межзвездного газа имеет место обратное неравенство:

(^)-"«1, C7,3)
так как ТУ ^ 10 и в интересных случаях со > 2 • 10е ( при N = 1 и

со = 2.10° параметр (^I/ё« 3-10-») .
Проведем здесь поэтому вывод формулы для \1 именно в

случае C7,3). Смысл этого неравенства C7,3), как ясно из сказанного
в § 4, состоит в том, что при его соблюдении путь, проходимый
электроном за один период высокочастотного поля (поля
радиоволны), много меньше дебаевского радиуса /). В силу этого, как
подтверждается дальнейшими результатами, экранировка поля
иона другими ионами и электронами несущественна и роль
максимального параметра удара рт играет расстояние, проходимое
электроном за один период, т. е.

2лу 2л -.ГОЛ
Рт~ ш ~-^У ~^-

Вычисление коэффициента поглощения в сильно разреженной
плазме. Задача состоит, таким образом, в вычислении
коэффициента поглощения радиоволн, связанного с движением
электронов в поле кулоновского центра. Вычислить коэффициент
поглощения \у. проще всего, воспользовавшись соотношениями
Эйнштейна между вероятностью излучения и поглощения света.
Действительно, с квантовой точки зрения поглощение радиоволн
при соударениях есть процесс поглощения фотонов,
сопровождающийся переходом электрона из данного состояния в непрерывном
спектре в другое состояние, также принадлежащее непрерывному
спектру, но отвечающее большей энергии. При переходе же
из состояния с большей энергией в состояние с меньшей
энергией имеет место спонтанное и индуцированное излучение
радиации. При этом спонтанное излучение такого типа есть не что
иное, как известное тормозное излучение.

Метод коэффициентов Эйнштейна уже был изложен в § 12.
Однако для удобства мы вновь приведем основные соотношения,
причем в несколько иной форме.

37*
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Для любой системы число поглощаемых в единицу времени
фотонов при переходе из состояния 1 в состояние 2 равно гАп =
— #12Л\р<й, где 512 — постоянный коэффициент, Л^ — число
атомов в состоянии 1 ирв — плотность энергии излучения,
отнесенная к интервалу частот йсо. Число испускаемых фотонов
при переходе из состояния 2 в состояние 1, равно 2п —
= {А 21 + 521ро)) №2, где Л 21 — вероятность спонтанного
испускания в единицу времени и -Вг^гР© — число актов
индуцированного испускания. Если статистические веса состояний 1 и 2
одинаковы, то справедливы соотношения Эйнштейна в виде:

*«=*«• Й=-да- C7'4)
Отношение ~ выписано здесь сразу для изотропного

излучения в вакууме, причем А2\ есть полная вероятность
спонтанного перехода, уже не зависящая от направления фотона и двух

состояний поляризации. Именно поэтому отношение -^ сог-
¦ 2

ласно C7,4) в 8л раз больше, чем по формуле A2,19а), причем
множитель 4л связан с переходом ко всем направлениям и
множитель 2 появляется в силу учета двух состояний поляризации.

В случае тормозного излучения с частотой со переход
происходит между двумя состояниями непрерывного спектра,
отличающимися на энергию Йсо. При этом, если соблюдаются
неравенства:

-».(,., т~*4«^~^),\ <37,5>
для вычисления энергии, излучаемой электроном, движущимся
в кулоновском поле, можно применять классическую теорию.
При классическом расчете (см. [345], § 70) сначала вычисляется
энергия с1еш, излучаемая электроном, движущимся с
определенным прицельным параметром р, а затем получается

интересующая нас величина 2л \ йгшр.йр —- е?дщЙсо, равная энергии,
излучаемой в интервале частот а?ш электроном, движущимся с любым
прицельным параметром. Общее выражение для ^д^Псо довольно
сложно, но оно сильно упрощается, если речь идет об излучении
достаточно малых или достаточно больших частот. В нашем
случае интерес представляет случай малых частот, когда
соблюдается неравенство

««^-^/^-Ю8^. C7.4)
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Даже при Т ~ 102 (а меньшие температуры не представляют
интереса) условие C7,6) означает, что и < 1011, т. е. выполняется
в радиодиапазоне.

При условии C7,6) имеем *):

где V — скорость электрона на бесконечности, у — 1,781 = ес =
- е0-577; написанное выражение обозначено через й^тй(о, так как
здесь Aдю — эффективное сечение для тормозного излучения
(по определению, йд^ есть число излучаемых фотонов с частотой
в интервале со -\- е?ш, со вне зависимости от значения р и в
условиях, когда поток падающих частиц равен единице). Число
фотонов, испускаемых в единицу времени из-за тормозного

излучения, равно с^ди_N2V, где Л^V — поток падающих частиц. Если,
кроме того, учесть, что в единице объема содержится ./V ионов,
то полное число актов спонтанного излучения, отнесенное к

единице объема газа, равно
„ 16е6Л'УУ2 , 2иЪп , ,.,_ с,
' бислт2Тш> ¦уе2со ч '

Считая распределение скоростей электронов максвелловским

/00 йь — ^пB~~т) % е 2кТ °2 ^ ) > Для среднего значения 2и,сп =
= \ ^и, си /оо ^ получаем:

3/2

/и> СП ^ Ч1/9-/ тЛ 3/2,, ^ 3 /'9)

*) Заметим, что при соблюдении неравенства, обратного C7,6) имеем:
16ле"

^<»= - ^св; C7,7а)
3 \/31>*с*т2

в этой формуле, так же как в C7,7), предполагается, что электрон
сталкивается с однократным ионом, движением которого пренебрегается. Если

ион имеет заряд е2, то в C7,7) и C7,7а) появляется множитель 22 ( в C7,7)

под логарифмом прибавляется также множитель — ) . Кроме того, в то

время как формула C7,7) справедлива для ионов любого знака,
формула C7,7а) относится лишь к случаю положительных ионов (при
столкновении с отрицательным ионом в выражение C7,7а) нужно ввести множитель

2яе2<о

П1»3
см. [345], § 70).
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Зная 2И) сп, с помощью C7,4) можно найти и полное число
актов испускания:

^и — ^и, сп + ^и, инд — (^21 + ^21рш) №%.

Измеряемое на опыте поглощение равно, очевидно, разности
между «истинным» поглощением и индуцированным испусканием.

Если число электронов с энергиями 1 и 2 было бы одинаково, то,
как ясно из предыдущего, поглощение полностью исчезает

(в этом случае В12№1р@ = 521-^2Р<о. поскольку Вп = В^ и. N1^ —
= N2). В состоянии теплового равновесия или если хотя бы
одни электроны имеют максвелловское распределение скоростей,

. М2 — N1 = N —у (предполагается выполненным первое
условие C7,5); N — среднее число частиц в состояниях 1 и 2, которое
в нашем случае в связи с осуществлением интегрирования по

скоростям равно концентрации ионов или электронов И; см. также
§ 12). Учитывая сказанное и равенство C7,4), для числа актов
измеряемого поглощения получаем:

7 — ~7 ~У —~7 П2с3Лы п
"п, эфф — ^п ^и, инд — ^и, сп %(лзкч Рю-

Поглощаемая в единице объема энергия (для волны,

распространяющейся по оси г) равна -т— = — -2п,эфф Тгоо, а поток

падающего излучения есть 5 = сршс?о>, так как скорость излучения
считается равной скорости света (показатель преломления п =
— 1). Отсюда находим окончательную формулу для коэффициента

1 Л8
поглощения ц = —с~~т~:

р,-

32л«евДГ» 1п Г B*Г) ' 1
1- 2,115е2т1/2со -I __

3/2,02Т°/2Ф

Заметим, что эта формула, приведенная еще, например,
в [19], тождественна с формулой, которая имеется в [135] и
послужила объектом специального обсуждения в ряде статей.

Формулу C7,10) можно получить таким же методом, как
в § 6, если положить в формуле F,12) максимальный параметр
удара рт равным

Рто4^/-. C7,11)15 а) У лт \ 1 >
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т. е. равным х/15 пути, проходимого электроном, движущимся
со средней тепловой скоростью, за один период изменения поля.
Разумеется, получить этот результат с коэффициентом без

проведенного исследования было бы невозможно. Отношение -~. ^

•~—е—^~, и, таким образом, в согласии с C7,2) и C7,3) именно

значение параметра %~ определяет области применимости

формул C7,1) и C7,10). Эти формулы приводят к одному
результату при

тсо2 1. C7,12)

Однако не следует забывать, что формулы C7,1) и C7,10) отно-

сятся к предельным случаям 2"^*' поэтому сравнение их
- „ ЬяеЩ .

между собой при ^-~ 1 имеет характер экстраполяции, кото-
4леЗД

рая показывает, что при %- ~ * формулы практически
совпадают. Появление параметров рт0 или В только под логарифмом

приводит к тому, что при 2~ ~ ОД -г- 10 можно с достаточной
точностью пользоваться любой из формул C7,1) и C7,10), так
как в этом случае величина

л _ |я C7,10)-у. C7,1) _ П таJ П7 1<П
мет 31<т_^ < •

весьма мала. Так, например, даже при ——^- = 1 — е ~ Ю-2
имеем | А | да 15% только при Т = 104 и N = 109; поскольку
в короне Т ~ 106 и N < 109, значения А фактически меньше.

4яе2]У а
В ионосфере при %~ ~ 10_а иГ~ 300 получим | А | да 15%
при N ~ 3-10* (в этом примере со ~ 108, т. е. этот случай также
«неблагоприятный», поскольку при меньшей частоте со и таком

4яе27У
же значении _ величина | А | будет меньше). Таким
образом, использование везде, кроме настоящего параграфа,
величины и. с рт = В (т. е. формулы C7,1) и ей аналогичных) не
могло привести к ошибке, большей 5—10%. И только в случае
межзвездного газа, как уже отмечалось, использование формулы C7,1)
недопустимо.

Формула C7,10) относится к области температур Т < 3-Ю5 °К
{см. C7,5)). На основе общих квантовомеханических выражений
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для ц, имеющихся в [347], легко получить выражеьие,
пригодное в другом (квантовом) случае:

-Й«^ Г~^>^~3.10.'К. C7,5а)
Именно, при этом условии C7,5а), но еще в нерелятшшсткой

области (Т ~ ^ « ^ ~ 10" °К
32яМ.<У . АкТ 10-27У2 г \0*т } /0^ лп ч

ц--—1= г- 'п а пол *— ~ —г,— 17,7 -К 1п —г- . C7,10а)
Г 3"]/2л (хГтK'2сйJ 1,781-Аш г>.'2/2 [ / _1 V ' ;

Вся разница между выражениями C7,10) и C7,10а) сводится
Г-'хУ'K'2

и замене под знаком логарифма выражения ————г-.— на
2,115е2т 2и

4хГ

1,781/гю '

Зная коэффициент поглощения ц,, определяемый
выражением C7,10) или C7,10а) можно вычислить оптическую толщину
газа в любом направлении. Если вдоль всего пути N и Т
постоянны, то, разумеется,

10-2 л/2 г У3''2 1

т-иХ=---^Ц- [17,74.1П^_] ь, C7,14)
где I, — длина пути и для определенности использовано
выражение C7,10).

Электронная температура в сильно ионизированных областях
межзвездного газа Т ~ 104. Поэтому, если т^'1, Галактика
должна быть источником теплового радиоизлучения с заметной
интенсивностью. Эффективная температура этого излучения
в некотором направлении согласно теореме Кирхгофа равна

Гвфф.-= Г A-*-*<*>), C7,15)

где т (К) — оптическая толщина в рассматриваемом направлении
для интересующей нас длины волны Я. Удельная интенсивность
этого излучения есть интенсивность черного излучения с

температурой ГЭфф, т. е.

, 2/2 _ 2 „ _ 2,76-10-1« т эрг
Ч~-~-^2 К-Ьфф -р^эфф-- р 1о*>Ч> смеете рад-гЧ. сек

2,76-10-» „ впг . П7 -\СЛ
~ км оффмЪ-стерад.Мгц- К°<,™>

Очевидно, при т > 1 имеем ГЭфф — Т, т. е. эффективная
температура не может быть выше температуры Т. Между тем на опыте
для длинных волн (А. За 10 м) ^эфф 3* Ю5, и к тому же в боль-
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шинстве случаев оптическая толщина Галактики т<1. Поэтому
тепловое излучение межзвездного электронного газа заведома

не может быть ответственно за все галактическое радиоизлучение.
Как уже упоминалось, нетепловая составляющая космического
радиоизлучения имеет магнитотормозную (синхротронную)
природу, т. е. сязана с ускорением релятивистских электронов в
межзвездных полях.

Вращение плоскости поляризации раднсвслн в межзвездной
среде. Межзвездные магнитные поля #@) -^ К)  эрст настолька
слабы, что учет их влияния на распространение радиоволн
кажется совершенно излишним (при //@> ~ 10~6, гирочастота сон ~

~ 200 и для волн с длиной Я ~ 1 -т- 10 м имеем У и — —- —

~ Ю-6 -^г Ю-7). Такое заключение действительно справедливо,
если речь идет о вычислении оптической толщины или показателя
преломления межзвездной плазмы. Но в одном вопросе даже
слабое поле /Л0) ^ 10  оказывается существенным. Именно это
поле приводит к вращению плоскости поляризации и процессу

деполяризации космического радиоизлучения.

Магнитотормозное радиоизлучение, возникающее в
однородном магнитном поле, сильно поляризовано [325—327, 346].
Можно было бы ожидать поэтому заметной поляризации
галактического радиоизлучения, принимаемого на земной поверхности.
Фактически же поляризация хотя и наблюдается, но весьма
невелика [348, 349]. Объясняется это двумя обстоятельствами:
во-первых, в различных областях межзвездного пространства
магнитные поля имеют различные направления и, таким образом,
поляризованным должно быть излучение только от одного
«облака» (области с квазиоднородным полем); во-вторых, вращение
плоскости поляризации излучения в межзвездной среде приводит
к деполяризации излучения в пределах каждого «облака» (для
немонохроматического радиоизлучения, с которым и приходится
иметь в данном случае дело, наблюдается также деполяризация,
обусловленная дисперсией вращения плоскости поляризации,
т. е. зависимостью угла поворота плоскости поляризации от длины

волны) *).
Для распространяющихся в межзвездной среде радиоволн

получим:

Гй=^«1. ^3«1, 5_^*«1, C7,17)

*) Плоскость поляризации космического радиоизлучения
поворачивается также в земной ионосфере. На этом аффекте, как и вообще на влиянии
ионосферы и межпланетной среды на космическое радиоизлучение, мы здесь,
останавливаться не будем (см. [332, 333, 306, 307]).
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и, следовательно, условия «квазипродольного» распространения

{11,36) принимают вид:
изт4а

4 соз2 а «1, Ц8т«а«1. C7,18)
Выше уже указывалось, что при X — 10 м и #@) ~ 10~5 параметр
и ~ Ю-12 (даже при % = 1 км и ~ 10~8). Таким образом, условие
ч<квазипродольности» в межзвездной среде соблюдается
практически при всех углах а между -Н@) и волновым вектором к.
Применяя поэтому формулу A1,37) и учитывая, что и <С 1, « < 1,
и га да 1, имеем:

1/и у соз а = ¦Ь)Но-°-
' ш3; га_ — га+ да |/ и у соз а = 3 - соз а =

4лЛУЯ«» соз а = ^ 1(Iв юг.., со, а _ C? дд)то2ецK ' ОK

¦Отсюда следует, что по прохождении пути Ь плоскость
поляризации волны поворачивается на угол

~2,35.Ю*Ш{0)рСО5а. C7,20)
К этой формуле легко прийти из A1,10), A1,12) с переходом
к вещественным выражениям для полей Ех и Еу, представляющих
собой сумму волн 1 и 2 с равными амплитудами.

Кроме того, разумеется, формула C7,20) получается из более
общей формулы A1,40д) для вращения плоскости поляризации
при квазипродольном распространении (в применении к
межзвездной и межгалактической среде в формуле A1,40д) мбжно положить
«1 + «2 = 2).

В неоднородной среде, в условиях применимости приближения
геометрической оптики, в формулах A1,40в) — A1,40д) и C7,20)

I,

произведение (га2 — га^ Ь нужно заменить на \ (га2 — п^) Аз.
о

Таким образом, в C7,20) фактически фигурирует среднее значение
величины N11^ соз а вдоль луча зрения. При //<°> ~ 10"^,
А" — 1, соз а - 1 и со - 6-Ю8 (А ~ 3 м) имеем У ~ ЪЛ0~"Ь,
т. е. Т ~ 1 для Ь ~ 3-Ю16 см; если же N ~ 10~2 и. #<°> ~ 3-Ю ,
то У ~ 1 для Ь ~ 1019 да 3 парсека. Между тем области с
квазиоднородным магнитным полем в Галактике, по-видимому, обычно
больше 1019 см и, следовательно, даже при N ~ 10~2 будет
наблюдаться деполяризация излучения, идущего от одной области
^«облака»). Совершенно аналогичная ситуация имеет место
в дискретных источниках (галактических и внегалактических
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туманностях). Например, поляризация длинноволнового
радиоизлучения Крабовидной туманности практически равна нулю;
б то же время магнитотормозное излучение этой туманности,
лежащее в оптической части спектра и в диапазоне сантиметровых
волн, частично поляризовано. Различие связано с тем, что угол У
обратно пропорционален со2 (см. C7,20)). Таким образом,
наблюдаемая поляризация космического излучения в результате
вращения плоскости поляризации в межгалактической, межзвездной
и межпланетной среде, а также солнечной короне оказывается

зависящей от среднего на луче зрения значения ТУЯ'0) сов а.
Тем самым появляется известная возможность оценивать ./V или
^Я(°> из поляризационных наблюдений (см., в частности,
[350, 351]).

Рассмотренный эффект вращения представляет собой типичный
пример, показывающий, что влиянием магнитного поля на
свойства плазмы иногда нельзя пренебрегать даже в случае очень
слабого поля.



Глава VIII

Нелинейные явления в плазме, находящейся
в переменном электромагнитном поле

§ 38. Введение. Плазма в сильном однородном
электрическом ноле

О нелинейных эффектах в плазме со столкновениями и беж
столкновений. Одной из характерных особенностей плазмы,
упомянутой в § 1, является появление нелинейных эффектов уже
в сравнительно небольших и легко достижимых электрических
полях. Более того, если подходить к электродинамике плазмы
с достаточно общей точки зрения, то нелинейность процессов
можно считать не исключением, а правилом. 13 самом деле,
исходная система уравнений, включающая в себя кинетическое
уравнение и уравнения поля, является нелинейной. Линеаризация этих
уравнений, вообще говоря, возможна, но область применимости
соответствующих линеаризованных уравнений не всегда является
широкой. Эта область зависит от вида функции распределения
при отсутствии поля, от числа соударений и т. д.

В плазме, которая при отсутствии поля была равновесной,
различные возмущения, создаваемые внешним полем (например,
полем волны), не имеют тенденции к нарастанию. Кроме того,
при учете соударений все возмущения в такой плазме, если поле"
отсутствует (например, волна уже прошла рассматриваемую
область плазмы), затухают со временем. Поэтому, как мы уже
видели в § 4, а также убедимся ниже, в условиях, когда
столкновения существенны, нелинейные эффекты в плазме связаны в
первую очередь с ее разогревом.

Отметим, что разогрев плазмы полем облегчен ввиду
медленности передачи энергии от электронов к тяжелым частицам
(атомам, молекулам, ионам). Последнее обстоятельство в свою очередь

обусловлено малостью отношения -^ и вообще малостью
коэффициента б — средней относительной доли энергии, передаваемой
электроном тяжелой частице при одном соударении. Вместе с тем
электроны в плазме могут получать от поля большую энергию,
поскольку длина свободного пробега и период колебаний поля
могут быть значительны. Нагревание плазмы в электрическом
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поле приводит к изменению числа соударений VЭфф (Г), а значит,
и проницаемости е' или г'ц. В результате проницаемость начинает
зависеть от напряженности поля. Тем самым ток проводимости $
и поляризация Р уже не пропорциональны полю Е, а это и
отвечает нелинейности электродинамических процессов в среде (в
частности, при этом нарушается принцип суперпозиции при
распространении различных волн).

Значительно сложнее и многообразнее картина для
неравновесной и бесстолкновительной плазмы. С одним примером такого
типа мы уже столкнулись в § 8, когда речь шла о
бесстолкновительной затухании плазменных волн.

Столкновениями можно обычно пренебречь, а формально даже
считать их отсутствующими («бесстолкновительная» плазма), если
частота соударений VЭфф достаточно мала по сравнению с
инкрементом нарастания колебаний или другим параметром, имеющим
размерность частоты, характеризующим изменение состояния
плазмы. При отсутствии или несущественности соударений
нелинейность электромагнитных процессов в плазме в простейшем
случае связана с изменением электронной концентрации.
Например, в изотропной плазме для довольно широкого класса условий
4яе2Лг /

г — 1 —2~ • В продольных волнах сИу Е =- 4лр — 4ле (Л^ —
— ТУ,) и, очевидно, концентрация ./V изменяется в зависимости
от поля волны Ж Тем самым изменяется и проницаемость е (./V),
т. е. возникает нелинейность; например, распространение
продольной волны влияет на распространение поперечных волн.

В условиях, когда плазма неравновесна, а также учитывается
влияние магнитного поля и пространственной дисперсии,
открываются еще более широкие возможности для появления
зависимости тензора е^- от напряженности поля даже при отсутствии
соударений. С эффектом изменения электронной концентрации под
влиянием поля волны тесно связан (а по сути дела является его
частным случаем) стрикционный эффект, возникающий в
неоднородном электрическом поле. Мы имеем в виду воздействие па

е \ с2

электрон средней силы Е=ттг-т-, V [ Е |2 -- — -,—^ |2?|2(см. B0,25)
и [210, 211 ]), приводящей к перераспределению электронной
концентрации в неоднородной плазме.

Нижеследующее изложение по существу ограничено случаем
нелинейных эффектов, связанных с нагреванием плазмы. В
применении к земной ионосфере, а также в некоторых других случаях
именно такие эффекты особенно интересны. Что же касается
нелинейных эффектов в бесстолкновительной плазме, то на них
мы останавливаться не будем, за исключением обсуждения
некоторых относящихся сюда вопросов в последнем разделе § 39.
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С проблемами нелинейной электродинамики бесстолкновительной
плазмы можно познакомиться по обзорам [79, 80, 82, 86, 1741
и указанной там литературе (см. также дополнительную
литературу в конце настоящей книги).

Условие слабости поля в плазме. Примеры. Обращаясь к
плазме со столкновениями, с самого начала укажем, что влиянием

поля на электромагнитные процессы в плазме можно в первом

приближении пренебречь, если напряженность поля Е = Е0ешг
удовлетворяет условию

Е0 € ЕР = |/ ^ Т6 (оJ + Vэ2фф1 о) =
= ^-^10ГЩ^~^7)~. C8.1)

Здесь VЭфф) о (Т) — эффективное число соударений в равновесной
плазме, которое использовалось везде в предыдущих главахг
6 — эффективная (средняя) относительная доля энергии,
передаваемой электроном при соударении с тяжелыми частицами

(см. § 5; при упругих соударениях б = буп = -~\ ; в C8,1)
внешнее магнитное поле Н.^ считается для простоты
отсутствующим.

Характерное поле Ер называют иногда «плазменным полем».
В этом поле средняя энергия электронов изменяется на величину
порядка хТ (см. ниже, а также § 4).

Поле, удовлетворяющее условию C8,1), называется слабым.
В сильном поле (Е0 ^ Ер) и, особенно, в очень сильном поле
(Е0 > Ер) свойства плазмы уже существенно изменяются.

Для низких частот (при условии со2 < ^эфф, о) в ионосфере
Ер ~ 10"Б -4- 10~7 в /см, поскольку уэфф,0 ~ 105', Т ~ 300, 6 ~
~ 10  (в Я-слое) и Уэфф,о ~ 10», Т ~ 103, б ~ 10~4 (в Т^-слое).
В солнечной короне, как и любой полностью ионизированной

водородной плазме, б = буп = дтд • Поэтому в короне для низких
частот при V ~ 10 и Т ~ 10е поле Ер ~ 10~7 в 1см.

Для более плотной плазмы, или в области высоких частот
к>2 > Vэфф, о> «плазменное поле» Ер уже значительно больше.
Так, в ионосфере при ю = 2-106(Я0 ~ 1 км) Ер ~ 10_3 в/см
и при ю ~ 2-107 (Я0 ~ 100 м) Ер ~ 10-2 в/см. В короне в
диапазоне метровых волн Ер ~ 10 в/см, а при К0 ~ 1 см уже Ер ~
~ 104 в/см. Наконец, в лабораторных установках ^Эфф о —
~ 106 ^ 109, Т ~ 104, б ~ Ю-1 ч- 10~3) в поле низкой частоты
Ер ~ Ю-3 4- 10 в/см, а при высоких частотах Ер ~ (Ю-11 —
- 10 0) У Та в /см.

Таким образом, в плазме, действительно, нелинейность может
проявиться в полях, которые не представляются особенно боль-
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пшми с точки зрения значений, обычных для лабораторных
условий или в волновой зоне мощных радиопередатчиков. В
непроводящих чистых жидкостях и твердых телах (кроме сегнетоэлектри-
ков) положение иное: здесь влиянием поля на свойства среды
можно пренебречь вплоть до полей порядка 105 -г- Ю7 в /см,

которые уже приближаются к полям атомного масштаба Еа ~ -^ ~
~108 в/см (й — размер атомов или постоянная решетки).

Лишь в последние годы в связи с созданием и
усовершенствованием квантовых оптических генераторов (лазеров) широко
развернулись исследования в области нелинейной оптики в
применении к жидкостям и кристаллам (см. [352, 353]).

В металлах и полупроводниках электроны проводимости могут
в известных пределах быть уподоблены электронам в
рассматриваемой нами газообразной плазме (об этом уже упоминалось
ранее). Однако область нелинейности в металлах практически
трудно достижима, так как созданию в металле достаточно

сильного поля препятствует большая электропроводность ( кроме того,
нелинейность уменьшается в связи с вырождением электронов,
когда роль температуры Т играет температура вырождения Т0 <~

~ ] . В полупроводниках нелинейность наблюдается без
особого труда, и в качественном отношении здесь справедливы
многие выводы, получающиеся при исследовании нелинейных
явлений в газообразной плазме. Останавливаться на
полупроводниках мы тем не менее не будем *).

Постановка задачи в случае сильного поля. Уравнения
динамики плазмы сами являются нелинейными (см., например,
уравнения A3,1) — A3,4) или A3,15) — A3,19)), и, таким образом,
в широком плане, даже для плазмы со столкновениями, теория
нелинейных явлений охватывает весьма значительную область
физики плазмы. Ниже имеется в виду осветить существенно более
узкий, но довольно ясно очерченный круг вопросов. Именно
в настоящем параграфе будет рассмотрено влияние на
нерелятивистскую и невырожденную плазму однородного электрического
поля Е = Е0е^1 с произвольными Е0 и и. Плазма может при
этом находиться также во внешнем постоянном магнитном поле

Л<°>. Макроскопические (гидродинамические) движения в плазме
считаются отсутствующими.

*) Ссылки на некоторые работы, посвященные нелинейным эффектам
в металлах и полупроводниках, можно найти в обзоре [31]; см. также [25,
352, 353]. В [31, 86] и дополнительной литературе, помещенной в конце
книги, указаны многочисленные статьи, в которых рассматриваются
нелинейные эффекты в плазме. В этой связи ниже будут даны ссылки лишь
на сравнительно небольшое число работ.
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Влияние поля на плазму в такой постановке задачи сводится
к изменению функции распределения плазменных электронов по
скоростям (эту функцию нужно найти в зависимости от №0, со, 7/@)
и параметров плазмы). Функция распределения тяжелых частиц
будет считаться максвелловской с температурой Т; в стационарном
режиме, которым ограничимся, последнее предположение обычно
оправдано.

Зная функцию распределения электронов по скоростям, можно
найти среднюю кинетическую энергию электронов (или в- случае
максвелловского распределения — их температуру Те) и
плотность полного тока $'. В частном случае слабого поля Те — Т,
а ток У пропорционален полю №.

Выяснение свойств плазмы в однородном поле любой силы
представляет интерес при анализе ряда вопросов физики газового
разряда, проблемы разогрева плазмы и т. п. Вычисление тока $'
является, кроме того, необходимым предварительным этапом
при решении электродинамических задач. Сюда относятся,
в частности, задачи о распространении в плазме электромагнитных
волн. Нелинейные эффекты, возникающие при распространении
волн, рассмотрены в § 39 в применении главным образом к
ионосфере. Что же касается газового разряда (в том числе разряда
на высоких и сверхвысоких частотах [355]), разогревания плазмы
в неоднородном поле, теории нестационарных процессов (в том
числе вопроса об «убегающих электронах») и некоторых других
проблем, то их мы здесь касаться не будем.

Элементарная теория. В общем случае для решения
поставленной задачи необходимо использовать кинетическое уравнение для
электронной функции распределения. Об этом еще пойдет речь,
но начать целесообразно с «элементарной теории», которая и в
сильном поле часто оказывается достаточной не только для выяснения
сути дела, но даже и для получения практически пригодных

количественных формул.
В элементарной теории состояние плазмы характеризуется

двумя величинами: средней скоростью направленного движения

электронов т .и эффективной электронной температурой Те.

По определению скорости г она связана с плотностью полного
тока $ (см. C.1)):

З'-З + ^г^Хг. C8,2)
Что касается электронной температуры Те, то она в
элементарной теории определяется соотношением

^кТе=К=^- C8,3)
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(здесь усреднение ведется по всем электронам). Поскольку
распределение электронов по скоростям далеко не всегда является

максвелловским, введенная температура Те имеет, вообще говоря,
смысл некоторой эффективной электронной температуры.

. Уравнение для г уже было получено в § 3 и имеет вид:

т-^=еЕ+^[гН^]-туофф(Те)г. C8,4)
Это уравнение можно использовать в любом поле с той
разницей, что в сильном поле гЭфф уже зависит от поля.
Действительно, VЭфф = </эфф (у) Нт, IV и, таким образом, эффективное
число соударений зависит от средней скорости электронов V или,
если угодно,, температуры Те. Так, при соударениях с
молекулами (см. F,10))

Vэфф--Vт1о]/ у , C8,5)

а при соударениях с ионами в первом приближении (см. F,14))

Vэфф = V^H \у^) , C8,6)
причем V™,,,о = УЭфф,т,г,о —эффективные числа соударений при
столкновениях с молекулами (тп) или ионами (г) в условиях,
когда Те = Т.

В слабом поле как раз Те = Т и величина VЭфф в C8,4) является
независимым параметром. В сильном поле плазма разогревается,
причем, очевидно, Те зависит от силы поля. В результате
необходимо решать уравнение C8,4) совместно с уравнением для Те.
Последнее уравнение в рамках элементарных представлений
получается просто из соображений о балансе энергии.

Электрическое поле производит над плазмой в единицу времени
работу $' Е — еЫгЕ. С другой стороны, электрон теряет при
соударениях с тяжелыми частицами в единицу времени в среднем энер-

/— з л з
гию 6г9фф ( К — ухТ1 ) = -ггх6\,0фф (Те—Т); выбор именно такого
выражения был обоснован в § 4 (см. D,5)), причем в общем случае
о -~ бофф (Те) гг б (Те) и уэфф = уэфф (Те). Баланс энергии
можно, следовательно, записать в виде:

-±^к^Теу--¦^'¦Е-^x8VэтN(Те-Т),
или

^ = ^'тЕ-Ь(Те)^т(Те)(Те-Т). C8,7)
38 В. Л. Гинзбург
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Совместное решение уравнений C8,4) и C8,7) и должно послужить

для определения г и Те в зависимости от поля Е.
Успешное использование этих уравнений тесно связано с тем

фактом, что в стационарных условиях б < 1. Благодаря этому даже
в сильном электрическом поле хаотическая скорость электрона V

много больше величины его направленной скорости | г | (см. ниже,
а также § 4). Именно по этой причине можно считать, что б и VЭфф

в C8,4) зависят только от Те = —^- , но не от г *).
При отсутствии поля Е, если б = сопз1 и тЭфф = сопз1; (т. е.

б и VЭфф не зависят от Те), получим:
(Те-Т) = (Те-ТI=0е-6^ФФ1 C8,8)

и

гA) = г@)е-^Фф\ C8,9)
причем в последнем случае для простоты принято также, что

дг(о) — о (с другой стороны, в C8,9) условие Vэфф = сопя* не
обязательно и можно считать, что VЭфф = VЭфф (Те), если только Те
не зависит от времени).

Из этих соотношений ясно видно, что время релаксации для
1 1

температуры (энергии) т^ = -г в -т- > 1 раз больше времени

релаксации для направленной скорости (импульса) т = .
^офф

Ниже в связи с ограничением стационарными или
квазистационарными процессами релаксационные решения C8,8) и C8,9)
учитываться не будут. Поэтому в поле Е = Е0 сов Ы при Н^ = О,
б = сопв1 и УЭфф = сопз1 получаем:

т-т- = еЕ0 сов Ы — шуг, г~ 2^,0* (усоасо^ + юзйког), C8,10)

. Зт%8(со2-|^2) \ ' 4ш2-|-62г2 ' 4ш2-)-6^2 ) !

C8,11)

Здесь и во многих случаях ниже индекс «эфф» опускается, т. е.
Vэфф = V И Vэфф, 0 = Уо-

*) Речь идет о стационарных или квазистационарных условиях. Если же

процесс существенно нестационарен, то скорость | г | может быть сравнима
или больше V (последнее имеет, например, место в течение некоторого
времени после включения достаточно сильного постоянного электрического
поля).
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Для очень низких частот, когда

ю<бV, C8,12)
О)

с точностью до малого члена порядка -г- получим:

2е*Щ _„,„,_ 2е*Е*«) ^,„-

где учтено, что при условии C8,12) заведомо со < V, поскольку
б « 1.

В другом предельном случае, когда

со > «V, C8,14)
бу $ •

с точностью до членов порядка — и о, имеем:

Те — Т= Зтх6(со2 + г2) = Зтхд(ш2-И2) C8,15)
(Е2 — среднее значение величины Е2 = Е\ сов2 со2 по времени).

Таким образом, в случае C8,14) температура Те в первом
приближении постоянна; переменная составляющая Те имеет частоту
2со и малую амплитуду порядка— или б. Факт приближенного
постоянства электронной температуры (средней энергии) в
переменном электрическом поле с частотой со > бу вполне понятен.
Дело просто в том, что время релаксации для температуры Тд ==

1 чх 2зт
= -г— > — , и поэтому температура не может существенно изме-

2я
ниться за период колебаний поля —. В результате температура

и устанавливается на некотором среднем уровне C8,15),
отклонения от которого малы.

Весьма существенно, что картина не изменяется и при учете
зависимости б и г = уЭфф от Те. В этом случае уравнения C8,4)
и C8,7) можно при условии C8,14) и б < 1 решать с помощью

разложения в ряд по параметрам -— и б. Однако и без этого сразу

ясно, что в первом приближении температура Те постоянна
и равна

Те — Т= зтнб (Те) (й>4- V2 (Те)) ' C8,16)
Это решение получается, очевидно, из C8,7) и C8,10) при прене-
г- ЛТе „ .. <> .. л бу „„ .
брежении членом -~ , который мал в силу условии о < 1 и — < 1

(см. C8,14); в сказанном легко убедиться, вычисляя зависящую от
времени часть Те в первом приближении, причем выражение
C8,16) играет роль нулевого приближения).

38*
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В постоянном поле Е = сопз1 в стационарном состоянии

еЕ т гг , 2е2Д2
т\ (Те) ' е ' Зтхб (Ге) V2 (Те) ' C8,17)

т. е. температура Те такая же, как средняя температура C8,16)
при со = 0 и с заменой Е0 на 1/2#; это вполне понятно, поскольку
при со < Vэфф переменное поле в среднем действует как постоянное

поле Е = Яэфф =^|.
Из C8,16) и C8,17) сразу же видно, что в стационарном поле

/~хТ
любой частоты средняя скорость хаотического движения у~ 1/ ¦—-

значительно больше | г |. Действительно, согласно C8,16) даже
при Те » Т

еЕ0
У т

в то время как

еЕ0

C8,18)

г ту ш2 + г2 УЪо C8,19)
(см. C8,10); сделанная оценка, разумеется, эквивалентна
приведенной в § 4). В постоянном поле или в тех случаях, когда
можно ограничиться приближением C8,16), т. е. считать
температуру Те постоянной, уравнение C8,4) может быть решено
независимо от C8,7). При этом для поля Е--Е0еш получаем:

ч(Те)_ _. __ш -}__Э' C8;20)еЕ Г
' =

т [_ со2-: х2(Те) AJ^-V2(Г(,)^ еN

В подобных условиях, как и в § 3, удобно вместо $' или г
пользоваться диэлектрической проницаемостью е и проводимостью о.

которые определяются соотношением C,1) : $ = I а + г-т—в) ) Е.
Для е и о тогда получаются формулы C,7), где уэфф - VЭфф (Те) =
= V (Те). В сильном поле при этом Те зависит от Е\ и задача
о распространении волн становится нелинейной.

Выражения C8,16) и C8,17), если зависимость б и V от Те
существенна, определяют Те лишь неявным образом. Прежде чем
получить отсюда окончательную формулу для Те, запишем
выражение C8,16) в виде:

Т,._л , ГЕ0у Ю2+У2
ер; €в¦^-V»B•в)

где введено «плазменное поле» Ер (см. C8,1)), у0 = гЭфф, 0 (Т)
ж для простоты величина б считается постоянной; последнее пред-
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положение принимается также ниже, поскольку оно часто вполне

оправдано ( например, для упругих ударов б — буп = -р- )•
Отсюда (из C8,21)) сразу же очевиден смысл критерия C8,1): в поле
с амплитудой Е0 <С Ер плазма слабо возмущается и Те ¦хТ.
¦ Для соударений с молекулами воспользуемся выражением

C8,5), которое подставим в C8,21). В результате (здесь V,) ==
= уэфф, т,о (Т)) получаем:

Г._,[1+-^1(/1+_^;г(^у_1)]. C8,22)
Зависимость Те от — при й2 » V,8 и со2 < \\ изображена на

>р

,1. Электронная температура при соударениях с молеку-
монотонно возрастает

рис.
лами

с ростом поля. .

При высоких частотах со2 >
> V2 (Те), как ясно из C8,16),

т

Это выражение не зависит от V
и у0 и, следовательно,
справедливо и при соударениях с ионами.

При частотах ю2 < у\, г в
случае соударений с ионами
возникает интересная особенность:

связь Те с -^г перестает быть

однозначной [30]. В результате
в области Е*ь <Е0<#ь
данному значению Е0 отвечают три
значения стационарной
температуры Те (рис. 38,2).
Устойчивыми являются,однако, только

два из них: нижнее и верхнее.

Отсутствие стационарного
состояния при Е0^> Е\ =
= 0,28ЕР (со = 0) обусловлено
тем, что энергия, сообщаемая

/ * 1
электронам полем, резко растет с ростом Те I тЕ со — со

Рис. 38,1. Зависимость электронной
температуры от напряженности
электрического поля в случае сла-
боионизированной плазмы

(электроны соударяются с молекулами).

со Т 3/: ')¦ в то время как передаваемая ионам энергия падает
-1/2'

(ЬуТе со Те )• Поэтому в достаточно сильном поле температура Тв
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должна начать расти до тех пор, пока число соударений
V (Те) не станет меньше ш и появится возможность
существования второго «высокотемпературного» стационарного состояния
C8,23). Переход из низкотемпературного состояния в
высокотемпературное показан на рис. 38,2 стрелкой. Обратный переход

происходит в поле Еь ж 1,7
ю\2/з

ч0У
Ер (со = 0) < Е\, т. е. должен

наблюдаться гистерезис зависимости Те от Е0.
Неустойчивость низкотемпературного состояния плазмы (в случае

соударений с ионами) имеет
место и в постоянном

поле Е>Ек=-±

= 0,2 Ер (со = 0).
Второе устойчивое
состояние при этом, конечно,
отсутствует. Кроме того,
в некотором поле, еще

большем Ек, перестает
существовать

стационарное состояние и для

средней направленной
скорости электронов

г, с чем связана также

проблема «убегающих»
(гипатуау) электронов
(подробнее см. [31,34]).

Подчеркнем, что при
анализе поведения

электронного газа в плазме,

находящейся в
переменном электрическом поле,

выше пренебрегалось нагревом нейтральных молекул и ионов.'
В адиабатически изолированной плазме ионы и молекулы,
разумеется, всегда нагреваются; однако если их суммарная концентрация
Н{ + Ят > И, то нагрев этот медленный (квазистационарный),
что обеспечивает справедливость проведенного рассмотрения.
В полностью ионизированной плазме Ит = 0, А^ = N (считаем
ионы однократными) и ионы нагреваются вместе с электронами.
Таким образом, в сильно ионизированной плазме область
существования указанного выше эффекта нестационарности
электронной температуры оказывается ограниченной (см. [356]).

При наличии внешнего магнитного поля Н@) температура Те
в области C8,14) в первом приближении также оказывается

Рис. 38,2. Зависимость электронной
температуры от напряженности электрического поля
в случае соударений электронов с ионами

(со = 0,01г0).
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постоянной, причем

т-*+(%У^+*){*+?т-
8Ш2 р . 81П2 Р

2[(а-шд)» + у»(Г.)] ^ 2[(со + о)НJ-И2(Ге)] } • C8,24)
йТ

К этому результату приходим из C8,7) при —~ = 0 путем подста-
V

новки для г — ^ выражения A0,9), которое при Те = сопз1
еЛ*

сохраняется и для VЭфф = V (Ге). В C8,24) р есть угол между Е

и ЬГ(°>; при «н = — »- 0 формула C8,24) переходит, конечно,
в C8,21). При со -*¦ соя электронная температура резонансным
образом возрастает (при Р Ф- 0), что связано просто с
соответствующим возрастанием проводимости (см. A0,12) или
A0,32)).

В рамках элементарной теории уравнения C8,4) и C8,7)
являются исходными при анализе поведения плазмы в

произвольном поле, в том числе при любой частоте со или в случае более
сложной зависимости от времени (например, если переменное поле
промодулировано по амплитуде низкой частотой й). Именно эти
уравнения обычно и используются в теории нелинейных эффектов
в ионосфере (см. § 39), а также в ряде других случаев.

Точность результатов элементарной теории. Элементарная
теория строго справедлива, только когда б и V одинаковы для всех
электронов, т. е. не зависят от их скорости. В плазме же
фактически у = \(и) и 6 = 8 (у). Замена V и 6 их эффективными
значениями б (Те) и VЭфф {Те), как и само использование этих величин
в уравнениях C8,4) и C8,7), не являются последовательными.
Ясно, таким образом, что точность полученных результатов
должна контролироваться на основе кинетической теории. Для
слабого поля это и было сделано в §§ 6, 10. Из табл. 6,2 и 6,3,
а также рис. 6,1 и 6,2 явствует, что неточность элементарных
формул является наибольшей для постоянного поля (со = 0)
и исчезает при со2 > Vэфф (последнее связано с тем, что в
формулах элементарной теории число соударений УЭфф выбирается как
раз таким, каким оно получается в кинетической теории при со2 >
> ^1фф). При со — 0 и соударениях с молекулами — твердыми
шариками — элементарная теория при вычислении а обладает
точностью 13%, а при вычислении е — точностью 51%. Для
соударений с ионами при учете междуэлектронных соударений
кинетический расчет приводит уже к появлению в выражениях
для о и г множителей 1,95 и 4,59.
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В сильном поле в условиях, когда Те = сопз1, точность
элементарной теории в большинстве случаев такая же, как в слабом

поле (конечно, при том же самом значении VЭфф (Те)). Этот вывод
связан прежде всего с возможностью и в сильном поле считать
максвелловской симметричную часть функции распределения
сильно ионизированной плазмы. При этом плазма в данном случае
называется сильно ионизированной, если

Vее~Vг>бVт. C8,25)

Здесь ут — число соударений электронов с молекулами и \ее —
число междуэлектронных столкновений, которое одного порядка
с числом столкновений электронов с ионами V; (ионы считаются
положительными и однократными). При междуэлектронных
ударах передача энергии и импульса происходит с одинаковой
скоростью и, таким образом, условие C8,25) имеет простой смысл:
время релаксации для перераспределения энергии между элек-

1
тронами хее ~ — меньше времени релаксации для передачи энер-

1
гии электронами молекулам т& = т— • Итак, при условии C8,25)

величина Те представляет собой не некоторую эффективную вели-

чину, равную =- К, а действительно является кинетической

температурой электронов.
В слабо ионизированной плазме, когда Vее < 64>т, а также

в промежуточном случае электронная функция распределения
отлична от максвелловской. Но при этом V; < ут и соударения
происходят в основном с молекулами, т. е. сечение обычно слабо
зависит от скорости; поэтому изменение функции распределения
мало меняет эффективное число столкновений гЭфф (при той же

— 3

средней энергии К = -^-кТе, что и для максвелловского
распределения скоростей).

Кинетическая теория. Помимо количественных уточнений,
ясных из сказанного, кинетическая теория в стационарных

условиях не вносит ничего качественно нового, пока мы интересуемся

такими средними величинами как ток )' — еЫг или температура'
2 .—

Те = о~ К. Положение, вообще говоря, изменяется для

нестационарных процессов. Кроме того, интерес представляют не только
средние величины, но и сама функция распределения. Наконец,
кинетическую теорию, вообще говоря, нужно использовать, если
нужно учитывать пространственную дисперсию, или, более общо,
в случае существенной зависимости состояния плазмы от
координат.
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Кинетическое уравнение, служащее для определения функции
распределения электронов / (I, г, г), имеет вид D,2):

ЛГ =--$/<*», /-е$1>/Л>, К = -±-^^1<1*- C8,26)
Кинетическое уравнение можно обычно существенно упростить.
Для этой цели рассмотрим вначале изотропную плазму (Н^ = 0),.
причем пространственный градиент параллелен полю Е. Тогда
имеется лишь одно выделенное направление Е (ось г), и функцию
распределения можно разложить в ряд по полиномам Лежан-
дра Рд(соза), где а — угол между Е и г:

/(/, г, г)-- ^ Рй (сой а)/й (г, г, V). C8,27)

Подставляя разложение C8,27) в уравнение C8,26), умножая на
/V (соз а) и интегрируя по углам с использованием соотношения
а/ , Е$1п*а а/ -ЬТ„/---#С08(Х-

дю ' V д (соз а) '
щихся уравнений для функций /0, Д, /2,

еЕ

получаем систему зацепляю-

а/0 , у_ ^и
3 дт.дг Зпп>% ди (^/,) + 50 = 0,

а/1_ 1 V а2 ^ 5 а2 ) ^
еЕ_
т Ъи3 ди

д1* Л. „С2 9/1 4- 3 а/Л4-

т \ 3 ди \ V у

(^3/2)}+^ = о, | C8,28)

7у4 а7^)} ¦$2-0,

Здесь 5й = —-г-— \ Ръ (соз а) 51 йй.

Переход к функциям /д приводит к упрощениям, разумеется,
только в случае, когда можно ограничиться немногими такими

функциями. Конкретно, двумя функциями /0 и /4 можно ограни-

читься, если а/о92 > а/2 И
а/о

V6 -ятТО . В простран-
ственно однородной плазме ( при -^- = 0 ] в стационарных усло-

а/4
ВИЯХ ¦—- -—- 1@

01 !и а/2 — га >/а И I при п реднолаг аемой малости
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функции /2 имеем:

п
еЕ а/о

т(т-
И

1/2
еЕ

т(т-\- V)

а / 1 ,

V) ду

е2Я2 э

/и2 (г'со-Г VJ 9у

{здесь учтено также, что 8! = у!1 и 52~ V/2 (см. ниже)). В резуль
тате необходимое условие

е2#2 1 д /¦__, а/0

Э/о

т2 (со2 -\- V2) у2 дь> V- ди «/о

> Зу ТО принимает вид
Если ограничиться

использованием этого условия для средней скорости у-

3/о _ /о
¦^ т

то приходим к требованию

«2Ь1
«1.

и положить

C8,29)тхТе№+\*(Те))

В то же время условие слабости поля C8,1) отличается от C8,29)
появлением в знаменателе величины б. Поэтому поле может быть
сильным, а условие C8,29) выполняться. Выражая в C8,29) Те
с помощью C8,16), приходим практически к условию 6 < 1. Это
неравенство в интересующих нас случаях можно считать всегда

выполненным. При наличии пространственных неоднородностей

существенно также упомянутое условие в/одт, » а/гдг считая для

простоты поле отсутствующим или несущественным, из уравне-

ния C8,28) для /2 имеем (ш + V) /2 ~ и -~ , откуда получаем

необходимое условие малости функции /2 в виде:

Ут*-\-\*(Те)
€ а/о

дг C8,30)

Это условие уже приводилось в § 4. С ним связано еще одно
условие, существенное для нестационарных процессов. Именно из

первого уравнения C8,28) ясно, что в некоторых случаях —- ~ V -^- ¦
(это имеет место, например, при отсутствии ноля и большом
значении д]0/д1, поскольку интеграл 50 ~ б\-/0 невелик). В подобных
условиях из C8,30) приходим к условию

д/о
д1 «Ксо2 + т2(Ге)/0. C8,31)

Здесь

отношение со

и в C8,30) частота со, по существу, определяется как

д1 /2. Для того чтобы можно было пренебречь
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функцией /2, условие C8,31) должно выполняться и в
пространственно однородном, но нестационарном случае при наличии

электрического поля ( в этом можно убедиться, оставляя в C8,28)
Я/ ¦

только члены типа -^~ , 51? 82 и члены с полем Е
При получении всех этих условий C8,29) — C8,31) не было

проявлено большой тщательности, так как производилась замена
величин на средние и т. п. Тем не менее вполне отчетливо видна
весьма широкая область, в которой можно ограничиться двумя
первыми уравнениями C8,28), отбросив члены, содержащие
функцию /2 *).

При наличии магнитного поля и любом направлении
пространственного градиента эти уравнения записываются так [29, 31 ]:

^ + |а^/1+з^^(,2ВД + 50 = 0, C8,32)

^1- + ^/о + ^-Й-+^-[Я/1] + Я1 = 0. C8,33)
Функция распределения / имеет при этом вид:

/ (*, г, V) = /„(*, г, V) + *А(',*,") . C8,34)

В слабом поле можно считать, что симметричная часть /, т. е.
функция /о, полем не возмущается и в однородном случае является
максвелловской функцией /00 (см. D,16)). Уравнение C8,33)
становится тогда не зависимым от уравнения C8,32) и в форме D,17)
или F,1) использовалось в §§ 4, 6, 10 и др.

Выше оставался нераскрытым явный вид интеграла
столкновений 5 и его «моментов» 5А. Этот вопрос подробно освещен в статье
[ 31 ], и здесь будет приведен только результат.

В силу того, что при каждом соударении электрона с тяжелой
частицей б < 1, модуль скорости изменяется лишь незначительно,
и в хорошем приближении

«1 - V (V) Г и V,, т (V) - ЛГ,, т у ^ д (у, 6) A - соз 9) Ла C8,35)

(этот результат уже приводился и комментировался в § 4, где
указаны также все обозначения). Заметим, что с той же точностью

*) Говоря о возможности отбросить функцию /2, мы имеем в виду
вычисление основных («больших») членов. При вычислении же малых поправок
порядка — отбросить функцию /2 можно только, если —^> б (см. [31]).
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82-^2^)и, чг{и)=--Мипу ^ д(и, 6) [1 - Р2 (соз 0) ] <Ш;
очевидно, V2 (V) ~ V (ц) — это обстоятельство уже использовалось
при получении условия C8,29).

В присутствии только упругих соударений ( б = буп = -=^-

8'~ -Щ»2^Ы [~%- + ^]} . C8,36)
Здесь V (V) — то же выражение, что и в C8,35), а Г — температура
тяжелых частиц, которые по предположению имеют максвеллов-

ское распределение скоростей. Как в C8,35), так и в C8,36)
междуэлектронные соударения не учитываются (последнее законно при
достаточно большом число нейтральных частиц). Выражение
C8,36) имеет ясный физический смысл. Во-первых, при
пренебрежении обменом энергией с тяжелыми частицами соударения с
этими частицами не могут изменить распределения электронов по
модулю скорости. Поэтому понятна пропорциональность 50
фактору б. Во-вторых, если перейти к средним величинам и заме-

д 1
нить — на — , то

8о ~ ву„г A + X.) /0 ~ бупг/0 = А ,
где Тд — время релаксации для энергии. Временем Тд -- ?-

и должна определяться скорость изменения /0 (у) из-за
столкновений с тяжелыми частицами (более детальную интерпретацию
выражения для 80 и отдельных его частей можно найти
в [31].

Сильно ионизированная плазма. В сильно ионизированной
плазме, когда выполнено условие C8,25), а также в промежуточном
случае пренебречь междуэлектронными соударениями, вообще
говоря, уже нельзя, и в C8,32) и C8,33) нужно, помимо
членов C8,35) и C8,36), внести соответствующие вклады #1?ее и 80>ее,
обусловленные между электронными соударениями (см. [31 ]).
О роли таких соударений при определении е и а, т. е. влиянии
члена 811ее, речь уже была в § 6. Влияние междуэлектронных
соударений на функцию /0 несравненно сильнее. Дело в том, что

$о, ее ~ —- ~ V<,е/0, поскольку при соударении между
Электроде

нами энергия передается столь же эффективно, как и импульс.
В связи со сказанным ясно, что в сильно ионизированной плазме
(см. условие C8,25)) междуэлектронные соударения обеспечивают
близость функции /0 н максвелловской функции /00 с
электронной температурой Те. Сама эта температура определяется из
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того же уравнения C8,32), которое приводит к соотношению
ЛТе 2
41 ЗкЫ'ЛТе- = А; /^~ * (Г.) *эфф (Г.) (Г. - Т),

¦ ^*(Г^^(^Г | ^М^ехр {-^} Л, > C8,37)
2т

б (Те) == бэфф (Ге) — буп -г бнеуп| бу„ = -^- .

Здесь бдеуп — вклад в б, связанный с неупругими соударениями.
Соответствующее выражение, как и вывод уравнения C8,37),
можно найти в [31]. На последнем моменте — выводе
уравнения C8,37) — мы не останавливаемся, поскольку это уравнение
¦совпадает с C8,7) и имеет очевидный смысл закона сохранения
энергии. Единственное уточнение здесь связано со значением
л>Эфф {Те), которое теперь вполне определено и равно в точности
выражению F,9), конечно, с заменой Т на Те.

Плотность тока,/' определяется асимметричной частью функции
распределения:

З' = е\ 1>/ с1г = е\ ЛМА. аь = ~-[ && (и) </». C8,38)
В сильно ионизированной плазме в однородном случае
уравнение C8,33) принимает вид:

ЭЛ . еЕ а/оо^)
[НА

C8,39)

где не учитываются междуэлектронные соударения (при и2 > V2
•это законно; при со2 =С V2, таким образом, вносится ошибка
порядка единицы; см. § 6).

При обсуждении уравнения C8,7) уже было выяснено, что
в наиболее интересной области температура Те постоянна с
точностью до малых членов. В приближении, в котором Те ~ сопз1,

очевидно, ~~ — 0, и легко видеть, что решение уравнения C8,39)

можно записать в форме

/1^.-.г^-,т — = еШ^-^\гЩ — т\{р)г, Э'^еМг. C8,40)
Отличие между этим уравнением для вводимой таким путем

величины г и уравнением C8,4) состоит в замене УЭфф (Те) на V (у).
В случае постоянства V оба уравнения совпадают; тем самым
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доказывается сделанное ранее утверждение о том, что
элементарная теория дает точный результат при V (и) — сопз1.

При Те = сопз1 вычисление тока з' в сильном поле формально
совпадает с его вычислением в слабом поле. Другими словами,
для е'ц получаются выражения A0,32), но с уВфф = VЭфф (Те),
причем Те зависит от Е\. Само стационарное значение Те,
согласно C8,37), пропорционально/', и, следовательно, учет

распределения по скоростям приводит к появлению множителя Ка ( 51__ )
ЧУэфф(/,,)У

введенного в § 6 (см. F,25)). В результате, например,
выражение C8,21) заменяется следующим:

Здесь Ер — плазменное поле (см. C8,1)), г0 == VЭфф (Т) и V (Те) =
= ^эфф (^е)) причем VЭфф (Те) определяется формулой C8,37).
При переходе к C8,21) нужно положить Ка = 1 и 6 = сопвй
(последнее было предположено при переходе от C8,16) к C8,21)).

Слабо ионизированная плазма. В слабо ионизированной
плазме, когда

Vее < бV ж 6у„, C8,42)

(ут = Уэфф^т (Те) — эффективное число соударений электронов
с молекулами), междуэлектронными соударениями можно
пренебречь даже в уравнении C8,32) для /0. При Те « сопв1 (т. е.

~~ ж 0) решение уравнения C8,33) имеет вид C8,40) с ~- вместо

—^ . Подставляя это решение в C8,32), получаем *):

C8,43)

где учитываются только упругие соударения (использовано
выражение C8,36)).

Как в постоянном или квазистационарном электрическом полег
когда и < 6у, так и в быстропеременном поле (при и > 6у) в
первом приближении ~- = 0 и, кроме того, в C8,43) можно поло-

*) В условиях, когда Те « сопв1, как указано, можно пренебречь
производной ¦— при переходе от C8,39) к C8,40). Однако в уравнении для
самой функции /0, которая медленно изменяется во времени, производную-
-^ в общем случае нужно оставить. Заметим также, что для немаксвеллов-
си

ского распределения, конечно, под Те понимается величина,
пропорциональная средней энергии К.
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жить гЕ — „ . ° а' . В результате в этом приближении получаем:

^•^"|г(у,/в) = 0. C8,43а)
Умножая это уравнение на у2е?у и интегрируя его от нуля до V,
убеждаемся, что у2/,, (у) = 0, поскольку при отсутствии
источников [V2^V (^)]г,=0 = 0. Интегрируя теперь по скоростям
уравнение ]„ (и) = 0, находим функцию /0:

13

1 °\ *^Зт6уп(со2 + ^М)П
C8,44)

Здесь С — постоянная, определяемая из условия нормировки:

В очень сильном постоянном поле из C8,44), заменяя также Е\
на 2Е2, получаем распределение

/.-С«р{-$*=5^>^}=Свхр{-5^г}, C8,45)
о

где при переходе к последнему выражению положено оу„ = -^

и V = Гт = па2Ыть = у (соударения с молекулами). Полученное
распределение Дрювестейна C8,45) при больших скоростях
электронов сильно отличается от максвелловского. При учете
неупругих соударений в C8,44) нужно заменить 6уп на 6 (и)
(подробнее см. [31 ]).

Зная функцию /0, уже легко найти функцию/! с помощью
уравнений C8,39) и C8,40) (с заменой /00 на /0). Представляющие
интерес при решении электродинамических задач величины К>
е и а выражаются при этом так:

N \ '" 3 ,} <о2-}-• V2 (у) ди
О О

} C8,46)
4яе2 Г* V (V) V3 д/0
3 .) со2-|-у2A^ ди (IV.

Все эти величины являются интегральными и поэтому
сравнительно слабо зависят от вида функции- /0 и, в частности, от зависи-
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мости /0 от скорости в «хвосте» распределения. Понятно поэтому,

что К, г и о в слабо ионизированной плазме обычно мало
отличаются от соответствующих значений, вычисленных с помощью

максвелловской функции /00 (Те) с Те -— »- К. Например, в

сильном постоянном поле при упругих соударениях с молекулами для
— е1Е

слабо ионизированной плазмы К — 0,604 , а для сильно
Увуп

— е1Е
ионизированной плазмы К = 0,613 —т== . В подобных условиях

Увуп
вполне естественно, что и для промежуточного случая Vее ~ оу
также получаются результаты, близкие к имеющим место для

сильно ионизированной плазмы, когда уее > 6у. Итак, мы пришли
к тем же выводам, которые уже были сделаны несколько раньше
при обсуждении вопроса о границах применимости элементарной
теории.

В заключение заметим, что соблюдение критерия слабости
поля C8,1) гарантирует возможность считать возмущение функции
распределения малым *), но, разумеется, не обеспечивает полного
отсутствия нелинейных эффектов. Дело в том, что эти эффекты
в силу их качественной специфики могут быть замечены и в
условиях, когда функция /0 мало отличается от максвелловской
(другими словами, условие C8,1) обеспечивает малость нелинейных
эффектов, а возможность полностью ими пренебречь определяется
постановкой задачи и точностью измерений). В подобных
условиях — в слабом поле, но при необходимости учитывать
начинающие появляться нелинейные эффекты, весьма удобным и
эффективным иногда оказывается метод возмущений
(последовательных приближений). В этом методе полагают /0 = /оо + /<и> причем
| /01 | < /оо> гДе /оо — максвелловское распределение. Такой
подход подробно изложен в [32], § 64 (см. также [357, 358]).

Изменение концентрации электронов в результате нагрева
плазмы в неоднородном поле. Выше рассматривалось воздействие
на плазму однородного переменного электрического поля.
Предположим теперь, что поле слабо неоднородно, т. е. что амплитуда
переменного электрического поля Е0 мало меняется на длине
свободного пробега электронов /:

1\ётайЕ0\€Е0. C8,47)

Частоту поля со будем предполагать достаточно высокой, так
что выполнено условие <о > 6у (см. C8,14)).

*) Речь идет о возмущении основной части функции распределения

/ область скоростей V <^ |/ —
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При выполнении условий C8,4) и C8,14) для описания
среднего во времени (усредненного по частоте со) распределения
концентрации и температуры электронов и ионов можно
воспользоваться квазигидродинамическими уравнениями A3,15) —
A3,18)*).
. Не останавливаясь на соответствующих вычислениях [359],

поясним лишь, в чем состоит указанная особенность
обсуждаемого случая.

В неоднородном поле нагрев также неоднороден —
электронная температура Те (г) зависит, в частности, от Е\ (г), где поле
Е — Е0 (г) соз со?. Но в гидродинамическом приближении
давление электронов Ре = хЛ'7'е, и таким образом, при неизменной
концентрации N неоднородный разогрев плазмы привел бы к
появлению градиента давления.

При соблюдении условия квазинейтральности, которое обычно
очень хорошо выполняется в ионосферных условиях, ./V; = N
и условие равновесия плазмы имеет вид

У(Ре-ЬЛ)-0, Рв = х№„ Рг-хЛТ;. C8,48)
Отсюда

где Ы0, Те, 0 и Гг,о — значения концентрации и температуры
в невозмущенной плазме.

Таким образом, в неоднородном электрическом поле в
результате разогрева плазмы происходит перераспределение

электронной концентрации. Поскольку изменепие концентрации N зависит
от поля волны Е0 (г), само «то поле определяется уже из
нелинейных уравнений (эффект самовоздействия; см. § 39). Кроме того,
разумеется, рассматриваемое поле Е — Е0 (г) соз со< через
изменение концентрации N (г) влияет на распространение в плазме
и других волн, в том числе слабых.

Отметим, что обсуждаемый нелинейный эффект, возникающий
лишь при учете соударений (см., в частности, условие C8, 47)),
может значительно превосходить, так сказать, бесстолкнови-
тельный стрикционный эффект, связанный с действием силы

Г= ±=±у|^|2 (см. § 20 и, в особенности, [211]).

*) Выше было показано, что хотя функция распределения электронов
в электрическом поле в слабо ионизированной плазме может существенно
отличаться от максвелловской, при вычислении средних величин (таких,
как температура или ток) с хорошей точностью можно пользоваться
максвелловской функцией распределения.

39 в. Л. Гинзбург
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§ 39. Нелинейные эффекты при распространении
радиоволн в плазме (ионосфере)

Введение. Нелинейность электромагнитных процессов в
плазме ярко проявляется, в частности, при распространении достаточно
мощных радиоволн. Так, при распространении одной волны
вследствие влияния ее на плазму имеет место нелинейный эффект
«самовоздействия», состоящий в изменении поглощения и фазы волны,
а также появления обертонов основной частоты. При
распространении нескольких волн нарушается принцип суперпозиции:
падающая и отраженная, обыкновенная и необыкновенная и вообще
любые две волны перестают быть независимыми — они нелинейным
образом взаимодействуют в силу того, что сами меняют свойства
среды (плазмы), в которой распространяются. Подобное
нелинейное взаимодействие, имеющее место уже в однородной среде,
разумеется, совершенно отлично от «взаимодействия» нормальных волн,
обсуждавшегося в §'20 и др.

В слабом поле (при условии C8,1)) влиянием поля на плазму
обычно пренебрегают, как мы и поступали в гл. I — VII. Важно,
однако, еще раз подчеркнуть, что даже в слабом поле могут
наблюдаться некоторые небольшие нелинейные эффекты, которые
выделяются в силу своей качественной специфики. Для выявления
таких слабых нелинейных эффектов естественно воспользоваться
методом последовательных приближений (см. [32], § 64). С другой
стороны, нелинейные эффекты в слабом поле могут, конечно, быть
рассмотрены и на основе общих выражений, справедливых при

любом значении отношения -~- . При этом для сильных) -гг- ^ 1 )

и, особенно, для очень сильных полей ( -^- > 1 (нелинейные явле-
ния уже ярко выражены, и обычной линейной теорией
распространения радиоволн, вообще говоря, нельзя пользоваться даже в
первом приближении.

Основные результаты нелинейной теории распространения
радиоволн в плазме кратко излагаются ниже в применении
преимущественно в земной ионосфере. Поэтому в дополнение к
сказанному в начале § 38 приведем в табл. 39,1 значения «плазменного-
поля» Ер для ионосферы, а также максимальные изменения
электронной температуры в поле станций разной мощности
(учитываются только столкновения электронов с молекулами, поле Е0 на
границе ионосферы определяется по формуле C4,22) с зш 0 = 1;
б = 2-Ю-3 для Б- и #-слоев и б = 10~4 для ^-слоя). Из таблицы
видно, что мощные волны средне- и длинноволнового диапазонов
могут существенно изменить энергию (температуру) электронов
в нижней части /?-слоя. Напротив, воздействие на ионосферу



Таблица 39,1

Электронная температура Те в поле станций различной мощности

со
СО

/)-слой (днем;
высота 60 км)

г0^107 сек-1
Т ^300

Нижняя часть Я-слоя
(ночью; высота 90 км)

^=-.7-10»
Г ^200

/¦-слой (высота
300 км)

г0 = 103
Т = 2000

(Л

<3-10б

107

108

10е

2-10е

5-106

107

108

^3-102

108

ме

325

470

3200

19
32

56

130

270

2700

0,02

1900

мощность
10 кет

1,002

1,001

1,00002

1,3
1,1

1,04

1,006

1,002

1,00002

—

1,000004

100 кет

1,02

1,01

1,0002

2,4
1,8.

1,3

1,06

1,02

1,0002

—

1,00004

Те
Значения -=-

500 квгп

1,1

1,05

1,001

4,6
3,7

2,5

1,3

1,08

1,0008

—

1,0002

1000 кет

1,2

1,1

1,002

6,7
5,3

3,7

1,6

1,2

1,002

—

1,0004

5000 кет

1,7

1,4

1,01

13
12

10

3,8

1,8

1,008

—

1,002

105 кет

4

—

—

55

—

—

—

—

—

—

10в кет

15

—

—

170

—

—

—

—

—

—
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коротких волн, а также средних и длинных волн небольшой
мощности незначительно.

Основные соотношения. Имея в виду произвольную
немагнитную среду, запишем уравнения поля в виде:

т, тт — —1-— дг> — — V и — дЕ Л
с с д1 с ' с д1 '

1 Ш ^ C9Д)

здесь I) — гЕ, з = оЕ, причем е и а — некоторые операторы,
зависящие от свойств среды и являющиеся линейными
операторами лишь в достаточно слабом поле. В плазме

?^оЕ-\-±.\_±=±Е~\-^е\ г!{1,г,ь)с1г. C9,2)
Несмотря на то, что поле волны неоднородно в пространстве,

при определении функции /, а значит, и е и а, эту неоднородность
обычно можно не учитывать, т. е. пренебречь членом гУг] в
уравнении C8.26). Тем самым предполагается, что операторы е и о
локальны, т. е. плотность тока з' в данной точке определяется
полем 2? в той же точке. В слабом поле такое предположение
отвечает пренебрежению пространственной дисперсией *). В сильном
поле локальное приближение справедливо, если амплитуда поля

слабо изменяется не только на длине свободного пробега / ^эфф
V

но и па большей длине релаксации для энергии ,- —

( длина —7=-- \ т—— ~ У В^к —диффузионный путь, проходи-
V. ~\/Ъ 0гЭфф

мый электроном за время т& -- д ; см. также [359]
о^'офф

При распространении волн радиодиапазона поле можно
считать быстропеременным в том смысле, что выполняется условие

°^эфф « 1. C9,3)
В ионосфере это условие выполнено для волн с длиной К < 100 -т-
1000 км, в солнечной короне при к <С 105 км, а в электронных

*) Термин «пространственная дисперсия» связан с возможностью
введения величин е^- (со, к) и о";у- (со, к), зависящих не только от со (временная
дисперсия), но и от волнового вектора к. В нелинейной теории
использование метода Фурье ограничено и, вообще говоря, е и 0 являются сложными
операторами, в применении к которым термин «дисперсия», по крайней
мере, нуждается в уточнении.
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приборах и экспериментальных установках обычно при К << 10 Ч-
100 м.

При соблюдении неравенства C9,3), как мы видели в § 38,
электронная температура Те в поле любой напряженности (в
стационарном состоянии) в первом приближении постоянна и
плотность тока $ изменяется с частотой поля Е. Поэтому при
выполнении также упомянутого условия локальности задача о
распространении волн может быть разделена на две. Во-первых, как
и в слабом поле при отсутствии пространственной дисперсии,
находится ток з' в зависимости от Е; во-вторых, решаются уравнения
поля с полученным ранее током.

Именно в таком приближении и будет ниже проведено
рассмотрение эффекта самовоздействия и кроссмодуляции радиоволн.
И только при обсуждении вопроса о «боковых» волнах с
комбинационными частотами, когда вычисляются не основные величины,

а малые поправки к ним, членами порядка —2**. пренебрегать
нельзя, и задача усложняется.

Эффект самовоздействия. Остановимся теперь на нелинейном
эффекте самовоздействия радиоволн (см. [360]). Для этой цели
рассмотрим распространение в изотропной плазме волны, поле
которой на границе среды (в плоскости 2 = 0) равно Е0 @) соз со^.
В стационарном состоянии (т. е. через достаточно большой про-

межуток времени А^ > -т после включения поля) электронная

температура Те устанавливается на некотором постоянном

значении (малые члены порядка —2$5. не учитываются). В

соответствии с этим волна распространяется с неизменной частотой ю
в среде с постоянными во времени 8 и а, которые зависят от

амплитуды поля волны Е0. Из уравнений поля C9,1) обычным образом
(см. § 2) получается уравнение

АЕ — ёгайймЕ + ~е' (а, г, Е0(г))Е = -0. C9,4)

Выражение для е' —е— I— было получено в § 38 и имеет вид:

е^1 ^И C9,5)ты [ш — 1Уэфф(Те)] "¦ >

(здесь и везде ниже используются формулы элементарной теории;
температура Те является функцией Е0 (г), которая определяется
из C8.16)).

В связи со сложностью нелинейного уравнения C9,4)
остановимся на его решении только при ряде упрощающих
предположений. Именно, будем считать плазму не только изотропной, но
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и плоскослоистой с медленно меняющимися свойствами, так что

обеспечена применимость приближения геометрической оптики.

Уравнение C9,4) принимает тогда вид —г-§--\—2~8' (@' 2> Е0)Е—-0,
а его приближенное решение можно записать в форме (см. § 16)

в'(со, 2, Е0(г)) = (п—тJ, )

где в нулевом приближении С = сопз! и рассматривается лишь
волна, бегущая в одном направлении (по оси г). В силу зависимости
п и х от Е0 формальное решение C9,6) является по существу
интегральным уравнением, которое для амплитуды можно записать

в форме

V к (ш, 2, Ео) их I

Е0 = Се С° , I, C9,7)
^± + ^п(со,г,Е0)Е0^0. I

т-» 4 л (т
В предположении, что | е | > , показатель поглощения

равен х = л; ¦=¦ и в слабом поле (см. G.17))

к = щ (со, г) = 2лету° . C9,8)
т(оЫ2 + V§)^/ 1 , , , 2.' "' У т(со2 + у§)

В сильном поле в рассматриваемых условиях выражения для е
и о такие же, как в слабом поле, по с заменой VI) = УЭфф (Т) на
VэффG,е) = VG,е). Поэтому

х (ш, 2, Д0) = щ (со, 2) ^, К$(Те) ; , C9,9)
где для простоты не учитывается зависимость ге ж ]/"е ог Ге (это
верно, если п »1, а также всегда при со2 > V2).

Для нахождения поля Е0 (г) нужно, очевидно, решить
уравнение C9,7) учитывая выражение C9,9) и связь между Те и Е0.
тэ - У(Ге) , / Те (Е0)
В случае соударении с молекулами = 1/ ' и, вводя

переменную т = 1/ е1 , можно переписать соотношение C8,21)
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и уравнение C9,7) в виде:

(!)'=<^-'>^ *-/5^-*И-. дало,

(при переходе от C9,7) и C9,9) к C9,11) амплитуда Е0
выражена через т с помощью C9,10)).

Из C9,11) в результате интегрирования получаем следующее
выражение для т:

г

ЙГB)=^$х0B)й2| То^т@) = /^^,
о

C9,12)
(везде предполагается, что Т и V,) от % не зависят; напомним

х

также, что Е0 @)—амплитуда поля при 2 = 0ий' = — \ щ (г) йъ—
о

величина, определяющая поглощение слабой волны на пути г).
Используя выражения C9,10) и C9,12), можно определить

амплитуду поля Е0(г), которую удобно записать так:

Е0B) = Е0@)е-ЖМр(^}., ^, &(*)) . C9,13)
Множитель Р (в слабом поле он, очевидно, равен единице)
характеризует эффект самовоздействия волны при ее распространении.

В глубине плазмы при Ж (%) > 1 волна всегда становится
слабой и т—>1. В этой области [31, 360]

В предельном случае со2 > \\х0 и т0 > 1 множитель Р не
зависит от т0 и

Я0B) = 2Ярехр{—Ж (г)}. C9,15)

В этом случае амплитуда волны, проходящей в глубину
плазмы, не растет с ростом Е0 @), а стремится к постоянной, не
зависящей от Е0 @) величине, т. е. имеет место эффект «насыщения»
(рис. 39,1).
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При соблюдении обратного неравенства к»2 < у\х0
множитель Р растет с ростом т0 (т. е. с ростом Е0 @)), поскольку
коэффициент поглощения на низкой частоте падает с возрастанием Те.
В результате получим:

^0B) = 2^ехр|]/4 (-^.у 1оД|ехр{-5ГB)}. C9,16)
Зависимость отношения Е0 (г) е

Ж СО

в глубине' плазмы от Е0@)
(в обоих предельных случаях) ясна из рис. 39,1.

Рис. 39,1. Зависимость Е0 (г) е
<ЖМ

Е0@)

Ет

20 Ш/Ь>

(соударения с молекулами).

При произвольном Ж (г), т. е. при любом расстоянии от начала
слоя плазмы, простое выражение для поля Е0 (г) получается
лишь при высоких частотах ©2 > V!;'!;, когда

Е0{г) = гЕр]/ т0 + 1
ехр{-Ж-(г)}

1_1о^ехр {-2ДГ(*)}]
C9,17)

Очевидно, независимо от значения Е0 @)^ Ер, поле Е0 (г)
остается сильным только при $С (г) ^ 1.

В случае соударений с ионами достаточно рассматривать только
волны высокой частоты. Действительно, условие справедливости

газового приближения *) —у— < 1 приводит к неравенству
*) Это условие означает, что кинетическая энергия электрона кТ велика

по сравнению с нотенциальнои — ~ е
г

2ДГ1/3.
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СОп У"4яАУ > Vог
е^N

(хТ) 3/2 тг/2 Отсюда е = 1 — -г > О,
^Ог

т. е. волны могут распространяться только при со > ц»0 > гог
(высокочастотный случай). При этом коэффициент поглощения
волн высокой частоты, как ясно из C9,9), резко падает с ростом
температуры Те (так как V, ~ Гё3/2)- В результате фактор
самовоздействия Р резко возрастает с ростом Е0 @), и волна как бы
сама прокладывает себе
дорогу в плазме; при Е0 @) >
> 2 угЖ (г)Ер волна
практически не поглощается в слое данной

г

толщины 2 {Ж (г) — — \ у,о (г)с?г;
о

зависимость Е0 (г)/Ер от
Е0 {0I Ер при двух значениях
Ж (г) ясна из рис. 39,2).

Воздействие волны на
плазму приводит, помимо
рассмотренного изменения амплитуды,
также к изменению фазы волны

(имеется в виду отклонение
г

фазы от значения — \ п0 (г) йг,
о

отвечающего случаю слабой
волны). Соответствующее
изменение фазы невелико. Больший
интерес представляет изменение

модуляции волны в результате

ее самовоздействия. Если

частота модуляции О, < °^0, то
процесс можно считать квазистационарным. Это значит, что задача
решается так же, как для поля с постоянной амплитудой, но
в окончательные формулы вместо Е0 @) подставляется промоду-
лированное поле Е0 @, I) = Е0 @) A + ц,0 соз Ш). Выражение
C9.13) принимает тогда вид

Мш/Ш

Рис. 39,2. Зависимость Е0 (г)/Ер
от Е0 {0I Ер (соударения с ионами).

Я0B, {)--

Е0@,1)--

Е0 @, I) е~ С чо
Ж (г) \

C9,18) ^О@)A-Ыхосоз520- ]
Поскольку фактор самовоздействия Р нелинейным образом
зависит от Е0 @, ЬIЕР, уже из C9,18) ясно, что самовоздействие
приведет к изменению глубины модуляции, а также появлению
обертонов 2Й, Зй и т. д.
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Если же ^ ^Ьу0, то задачу считать квазистационарной
нельзя и нужно совместно решать уравнение для поля C9,7)
и уравнение C8,7) для температуры Те.

Мы рассмотрели здесь изотропную плазму. Эффекты
самовоздействия волн в анизотропной плазме (при наличии магнитного
поля) рассматривались в [361, 362].

На всех перечисленных эффектах самовоздействия (изменение
фазы, глубины модуляции и частотного спектра), а также на
выяснении роли самовоздействия при распространении радиоволн в
ионосфере останавливаться здесь не будем, отсылая к обзору [31 ].

Укажем, однако, на новые экспериментальные работы, в
которых исследовались эффекты самовоздействия сильных
радиоволн [363]. В них наблюдалась автодемодуляция радиоволн
и «эффект насыщения» проходящей в ионосферу сильной волны
(см. формулу C9,15) и рис. 39.1). Численные расчеты эффекта
самовоздействия радиоволн в ионосфере проведены в [364].
Наконец, отметим существенную роль, которую может играть

изменение электронной концентрации в ионосфере в результате
разогрева плазмы в неоднородном электрическом поле (см. [359]
и конец § 38). В результате такого изменения электронной
концентрации под действием поля волны возникают различные
нелинейные эффекты [352, 353], в частности, может иметь место
фокусировка и дефокусировка падающих на плазму лучей [365],
а также сдвиг точки (области) отражения радиоволн от
ионосферного слоя [366]. В последнем случае весьма существенно, что
амплитуда поля волны возрастает в области отражения (см. §§17,
35), что приводит к усилению нелинейных эффектов в этой
области.

Нелинейное взаимодействие волн. Кроссмодуляция.
Возмущения, вызываемые в плазме мощной волной, не только влияют
на характер ее распространения, но должны сказываться и на

других волнах, проходящих через возмущенную область.
Здесь можно указать на эффекты трех типов.
Если мощная волна промодулирована по амплитуде низкой

частотой &, то промодулированными оказываются и возмущения,
вызываемые ею в плазме, и, следовательно, другие волны,

проходящие через возмущенную область. Это явление называется
перекрестной или кроссмодуляцией, а также люксембург-горьковским
эффектом. Оно без особого труда наблюдается при
распространении радиоволн в ионосфере и имеет практическое значение для
радиовещания в диапазоне средних волн.

Если же распространяются мощные немодулированные волны,
то, возмущая плазму, они, во-первых, вызывают постоянные во

времени изменения электронной температуры, а, значит, также
проводимости и диэлектрической проницаемости среды. Поэтому
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в возмущенной области меняются условия распространения
(поглощение, рефракция) всех других волн. Во-вторых, помимо
постоянных возмущений е и о, возникают еще и слабые переменные
возмущения с частотами, кратными частоте возмущающей волны.
Такие возмущения приводят (при распространении в плазме
других волн) к появлению волн с комбинационными частотами *).

Чтобы рассчитать глубину и фазу кроссмодуляции, нужно
сначала определить величину низкочастотных возмущений,
вызываемых в плазме мощной волной 1 (волной с полем Е^, а затем
найти, как эти возмущения скажутся на другой волне с полем Е2.
Если хотя бы одна из волн 1 и 2 является сильной, то расчет
нужно проводить с учетом самовоздействия. Мы, однако,
ограничимся случаем, когда не только волна 2 является слабой, но и
возмущающая волна 1 может считаться слабой с точки зрения
критерия C8,1). Вместе с тем, возмущения плазмы, обусловленные
распространением волны 1, будут, разумеется, учитываться
и могут оказаться заметными. Дело здесь в том (как это уже
упоминалось), что специфические нелинейные эффекты (в особенности,
кроссмодуляция) могут без труда наблюдаться и в условиях, когда

АТ—~<^ 1. Более того, в земной ионосфере именно этот случай
и осуществляется для волн короче 1 км и станций с мощностью,
меньшей 500 квпг (см. табл. 39,1).

Амплитуда электрического поля промодулированной слабой
волны 1 с частотой ы1 в приближении геометрической оптики
имеет вид:

Е01(г, 0 = )/-^-^о1@10)A + ^0со8Ш)ехр{-ЗГ1B)}; C9,19)
здесь г1@) и гг (г) — значения е (г, а»^ = в1(г) в точках г — 0 иг,

2

&С1 (г) = — \ %1 йг, к1 = х0 (и»!) и поглощение считается слабым
о

(поэтому в амплитуде C9,19) величина е' заменена на е;
подробнее см. § 16).

Поле волны 1 с учетом временного множителя равно

Е1 = Е01(г, 1)со8(щ1 — у1),

где ф4 —некоторая фаза и Е01 определяется выражением C9,19).
• Обычно при этом
щ > О, C9,20)

*) Волны с комбинационными частотами появляются, конечно, и при
взаимодействии модулированных волн, но наличие модуляции здесь
принципиальной роли не играет. Поэтому, естественно, вопрос о
комбинационных частотах будет обсуждаться именно для немодулированных волн.
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и можно считать, что при нахождении упорядоченной скорости г

процесс является квазистационарным. Другими словами, для

скорости г используем выражение C8,10) с заменой Е0 на Е01 и и>1 на
«^ — ф!. В отношении температуры Те, которая меняется
медленно, поступать точно так же нельзя, но в уравнении C8,11),
как указано в § 38, можно отбросить члены с соз а>1 и соз 2а>1.
В результате это уравнение в рассматриваемом случае
принимает вид:

1Г= ^& + !-*°(Г.-Г). <39'21>
Подставляя сюда выражение C9,19), для части возмущения
температуры АТе — Те — Т, изменяющейся с частотами й и 2И,
получаем:

У^/^ехр{-23Г1B)}ХТ ЗхТтб (ш?

С 6у0со8(а< —д>а) | [х0ау0со5Bй^-ф2пI «9 22}
I УFу0J-)-Ог ' 4 УFу0J + 402 / ' '

Фо = агс*8-^-, Ф2а = агс*8-^--
Изменение температуры приводит к соответствующему изменению
числа столкновений, так что V-— \0 -|-Ду. Ограничиваясь
рассмотрением соударений с молекулами, имеем*):

ч = ^У~1±, Аа^^±. C9,23)
Амплитуда любой другой слабой волны 2 (считаем ее немо-

дулированной) также, конечно, имеет вид C9,19):

Я02 (*) - "|Х^§- ^02 @) ехр { - 5Г2 (*)},
ЗГ2(я) = ^-^х2(8)й*, C9,24)

где интегрирование ведется по траектории луча.

Показатель поглощения х зависит от числа соударений, и,
таким образом, возмущающее действие волны 1, изменяя V,

*) При соударениях с ионами в неплохом приближении V = у0 ( — )
¦Аха(г ту/2&аТе

и Дйу ——^1 у- I —=—, т. е. изменения Д^уи \йТ имеют разный
знак. В соответствии с этим характеризующие глубину кроссмодуляциа
коэффициенты (ха и р2р (см. ниже) при соударениях с молекулами и ионами
имеют разные знаки.
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приведет к появлению амплитудной модуляции волны 2.

Действительно, х2 (V) = х2 (V;,) + -%-^- Л^V и амплитуда C9,24) волны 2

по прохождении возмущенной области может быть записана так

д*2 (Ур) ЬаТе
*->иг ¦—

~ Я02@) ехр {-^?- ^ х2ЫЙ5| ={! — §- $г°- Й5 }•
C9,25)

где использованы соотношения C9,23) и C9,24), опущен член
,4.'ёг@) « " »
1/ ;гт^и глУбина кроссмодуляции считается малой; по последнейе2(г)'

причине произведена замена ехр I - \ т0 Зх2 (у0) ^&Тедуп
Aз

на первые два члена разложения экспоненты в ряд.

Сопоставление выражений C9,22) и C9,25) показывает, что поле
равно

#02 = сопв* {1 — ца соз (Ш — фа) — ц.2Я соз BС2* — ф2П)},
причем глубина кроссмодуляции равна

д*2 (Ур)

^ Иое»^! @, 0) Щ ? ° ЙУр
Рй ЗхГ/пб с ^ (о^-уЦ У(бУ()J^д2

бУр
X

х1//1Щ-ехр^-2^E)^5'
Ц.2Н; ц^201 @, 0) ш212кТпгб с I

д*2 (Ур)
[ C9,26)

бУр_^Ур_
со? 4- УЙ УFу0J - 4<,2* X*0

х/^ехр^зг^)}^.
Чтобы найти окончательные выражения для глубины

кроссмодуляции, нужно еще провести интегрирование по пути 5,

а также использовать выражение C9,8) для х2 (х2 = ир (ш2)).
Получающиеся формулы (см. [31]) зависят, конечно, от
геометрии задачи: взаимного расположения точек отражения волн 1
и 2, углов падения обеих волн на слой и т. п. Отметим здесь

бУр
лишь наличие характерного множителя ^ . \2^_Ш'

свидетельствующего об уменьшении глубины кроссмодуляции с ростом
частоты (д (в области ^ 3* 6у0). Кроме того, в рассмотренном

приближении при и.0 < 1, очевидно, ц2я ~ —т— Ия <€^а-
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Заметим, что вычисления с использованием не
уравнения C9,21), а точных уравнений кинетической теории приводят
для зависимости глубины и фазы кроссмодуляции от частоты
модуляции О к близким результатам. Имеет место, однако,
заметная зависимость амплитуды и фазы кроссмодуляции от вида
функции V (у) (см. [367, 368]).

При учете влияния постоянного магнитного поля Н<0)
получаются результаты, аналогичные приведенным: в
принципиальном отношении вся разница сводится к замене в
выражениях C9,22) и C9,26):
РЛг @, 0) /& @, 0) соз2 р , Е*01 @, 0) зш» р &п @, 0) аш' Р
ш?-И8 шЦ-лй ' 2[(щ-и>н)* + ч1] "^ 21@3! +-шяJ + г20] '

. C9,27)
где Р — угол между 1Е01 и Н<0). Если угол р* Ф 0, то возмущения
в плазме могут сильно возрастать вблизи гирорезонанса, когда
м1 -*• ын- Отсюда, однако, еще нельзя в общем случае сделать
вывода о резонансном поведении кроссмодуляции (т. е. о
возрастании [хй и |х2Е2 при о»! ->- сон). Дело в том, что, помимо
величины возмущений АаТ и Аау, глубина кроссмодуляции зависит,
очевидно, от размеров возмущенной области. В то же время
вблизи резонанса эта область уменьшается, поскольку волны
сильно затухают и, например, в условиях ионосферы просто
не проникают в ее толщу. Поэтому кроссмодуляция в условиях
ионосферы не носит, вообще говоря, ярко выраженного
резонансного характера. В некоторых случаях тем не менее резонанс
может быть выражен достаточно отчетливо. Заметим в этой
связи, что выражения типа C9,27) нужно использовать с известной
осторожностью еще и в связи с необходимостью учитывать
изменение поляризации волн, распространяющихся в магнитоактив-

ной плазме. В результате, как об этом подробно говорилось
в § 11, резонанс на частоте со = сон имеет место только при а = 0
(продольное распространение), в то время как при других углах а
резонансная частота отлична от ап и определяется
формулой A2,2а). В применении к нелинейным эффектам смещение
резонансной частоты рассмотрено в [369]; в условиях земной
ионосферы это смещение невелико [367], так как волны с часто-'
тами, близкими к резонансной, проникают лишь в нижнюю часть
слоя, где плазменпая частота со0 невелика и, следовательно,

(Срез ~ (Од.

Следует отметить также новый эффект резонансной
кроссмодуляции вблизи гирочастоты, наблюдавшийся впервые в работе
[372]. Мощная высокочастотная волна с частотой со!
модулировалась частотой О, близкой к а>п. Эта модуляция оказывается
переданной другой волне частоты со2, распространяющейся
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в той же области ионосферы. Взаимодействие волн 1 и 2 наиболее
эффективно на высотах порядка 150 -т- 200 км. Оно носит ярко
выраженный резонансный характер, когда частота модуляции^ &
близка к гирочастоте сон- Если Й значительно отличается от в>н,
то заметной кроссмодуляции нет. Теория этого эффекта еще
не построена (см. [373]).

Характер кроссмодуляции в ионосфере в зависимости от ряда
условий и значений параметров (|д,0, й, бт0, и>1, со2 и т. д.)
исследовался в работах, результаты которых сопоставлены в [31].

Нелипейное взаимодействие немодулированных волн.
Комбинационные частоты. Нелинейное взаимодействие
немодулированных радиоволн, как уже упоминалось, приводит прежде всего

к изменению поглощения и рефракции слабой волны,
проходящей через возмущенную область плазмы. Заметить этот эффект
для монохроматических волн, вообще говоря, довольно трудно.
Если же на волну «наносятся» какие-то «метки», то дело, по
существу, опять сводится к модуляции и кроссмодуляции. Особо
здесь нужно отметить только нелинейное взаимодействие
коротких импульсов [370, 371].

Мощная немодулированная волна Е1 с частотой <о± вызывает
в плазме помимо постоянного возмущения также возмущения

с частотами, кратными <»!. Если при этом волну 1 все же можно
считать слабой (т. е. Еох < Ер), то появляются практически
только изменения температуры Те, происходящие с частотой 2со4
(см. C8,11)) *). Такие обертоны возникают и для модулированных
волн, но при условии C9,20) наличие модуляции не вносит здесь
ничего принципиально нового, поэтому ниже мы и считаем для
простоты мощную волну немодулированной. Ограничимся, кроме
того, простейшим случаем, когда справедливо решение C8,11)
для Те и, следовательно, изменения Теш о можно записать в виде:

АТ = Те-Т^Те,0 + АТе, +е^и + ДГе, _е-2*01*,

о = <т0 + Да+е2"°1; -г Аст_е-21с°1(

(изменение е не учитываем, что законно в однородной и
изотропной плазме при ю2 > \20). Таким образом, свойства
среды становятся непостоянными во времени и распространение
в этой среде других волн (поле Е2, частота со2) будет
сопровождаться появлением «боковых» волн с комбинационными
частотами ю2 ± 2@!. Действительно, при наличии полей Е1 и Е2
плотность тока, вызванного достаточно слабым полем Е2=Е02еШ2(,

*) Для сильной волны 1 появляются также более высокие обертоны,
но .и в этом случае напряженность поля убывает с ростом номера обертона

( здесь сказывается роль параметра — <^ 1 ) .

C9,28)
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равна

]2 (Еи Е2) -- о0Е02е™* + Ьа+ЕтеЧ»*+*®& + Ав-Е02е^-°~<»1I. C9,29)
Расчеты с помощью кинетического уравнения, на которых не
будем останавливаться [31 ], приводят при высокой частоте
(«1 > V*, ©2 > V*, (©2 — 2с»!J > у20) к выражениям:

Лет -Ло - 3^Д21(г)Уо г I I ч

где поле 1 с амплитудой Ей1 (г) — Е01 @) ехр { —Ж^ (г)}
считаем для простоты слабым.

С приближением частоты ш2 к 2йI имеет место резонансное
возрастание величин До*±, которые достигают при со2 = 2а1
максимального значения:

Ло-+-.Ло-_= *'**»'(,). ¦ C9,31)
Существенно, что амплитуды Ао± малы по сравнению с о0
не только в слабом, но и в сильном поле, если только выполнено

условие—- < 1 (см. § 38).

В отличие от случая кроссмодуляции, когда соблюдение
условия со > й (см. C9,20)) обеспечивало возможность
использования квазистационарного приближения, вопрос о
распространении «боковых» волн нуждается в более подробном рассмотрении
(см. [32], § 64 и [31], § 3,56). Смысл соответствующих
вычислений состоит в решении уравнений поля или, конкретно в дан-

гч:2 е зч:2
ном случае, вытекающего из них уравнения -~—ъ~ш =

— ~2--^ с током /2, определяемым выражением C9,29).
Поскольку в правой части этого уравнения присутствуют члены с
частотами со2 и ©2 ± 2©!, очевидно, что и поле Е2 не может обладать
только исходной частотой ы2. Подстановка решения в виде

Е2 =-- Е02е™*1 -г Е02, +еНт-г2ы1){ _и е02^ _ег(И2-2(о1)() C9,32)

[ -^02, ± | *С ' Е02 \,

приводит к результату ([32], § 64):

Е02(,)^Е02ф)е-^Г^)\
Е02, ± = #02 B) X

4яг (ш2± 2ач) Да± \ 1 —ехр — г( 2 ~—-~\/&1 (йJ±2@))—
X

-^УГТ^))*]}
(ш2 ± 2м!J е' (ш2 ± 2ю1) — (й1е.' (ш2)

C9,33)
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Здесь плазма считается однородной и предполагается, что при
2 = 0 (начало слоя) амплитуда «боковых» волн Е02, ± = 0, т. е.
все поле Е2 имеет вид Е02 @)еш*1. Что же касается поля 1, то оно
предполагается не зависящим от г (поле в конденсаторе). Если
же, как это имеет место при распространении радиоволн в

ионосфере, поле Е1 зависит от 2, то на результате существенно
сказываются размеры области взаимодействия [31].

По мере прохождения волной 2 слоя плазмы, возмущаемой
более или менее мощным полем 1, амплитуды Е02± сначала
возрастают, затем они убывают лишь по мере поглощения всего
поля 2; достаточно далеко от границы 2 = 0:

Т| =
Е{ 02, ±

^02

4я (оJ ± 2щ) Л<т±

(<!>2 ± 2Ш!J е (со2 ± 2@^ — ш!е (<в2)
C9,34)

огде в знаменателе произведена также замена е на е ( это законно

при | 8 | > —— у . В условиях ионосферы при учете
неоднородности поля 2?! (г), как показывают оценки [31], г\ ~ 10~5 -т- Ю~8
при о»! да ы2 ~ 10е -г- 107 и мощности станции 100 кет. При той
же мощности в резонансе п даЗ-10~5 (при а>2 ~ 2ы1 = 4-10е),
в то время как при а1 = а>2 = 2-10* будет п да10~в. Малость
отношения п в ионосфере объясняет, почему появление комбинационных
частот не играет практической роли при радиосвязи и еще,
по-видимому, даже не наблюдалось. Тем не менее этот эффект довольно
своеобразен и несомненно может быть обнаружен при
специальном исследовании. Главное же, появление комбинационных
частот может оказаться интересным в условиях, отличных от

имеющих обычно место при распространении радиоволн в
ионосфере.

О воздействии радиоволн на ионосферу. Мощные радиоволны,
разогревая ионосферную плазму, могут вызвать искусственное
свечение и искусственную ионизацию (пробой) ионосферы, а
также привести к «обратному» явлению значительного понижения
концентрации электронов. Все эти вопросы обсуждались как
в работах, указанных в [31], так и в ряде последующих статей
[374-381].

Искусственную ионизацию с помощью мощных радиоволн,
посылаемых с Земли, можно осуществить в области слоя И и
нижней части ионосферного слоя Е (см. [376, 378]). С повышением
мощности волн температура электронов в поле волны нарастает,
что в конце концов приводит к пробою плазмы. Мощность
излучателя, необходимая для осуществления пробоя, сильно
увеличивается с высотой [376]. Так, для пробоя на высоте 60 км
необходима мощность излучения в 70 Мгв, на высоте 70 км —340 Мгву
40 В. Л. Гинзбург
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а на высоте 80 км уже 1200 Мгв. Важно отметить, что резкий
рост поглощения волны с увеличением концентрации электронов
ограничивает максимальную величину электронной
концентрации Л^тах) которую можно достигнуть в результате пробоя.
Расчет показывает, что на высоте 60 км -/У"тах не может превзойти
106 см~3, а на высоте 80 км Nт8^x ^ 5-Ю4 см~3.

Разогревание плазмы полем мощной радиоволны в более
высоких слоях ионосферы может привести к понижению
концентрации электронов за счет выталкивания плазмы из нагретой
области [379—381]. Важную роль в нагреве плазмы в верхних
слоях ионосферы играют магнитное поле Земли и столкновения
между частицами всех сортов (электронами, ионами,
молекулами). Возмущения концентрации, электронов в верхней
ионосфере с учетом всех этих факторов определяются выражением,
приведенным в [381].

Нагрев плазмы, особенно разреженной, может происходить,
разумеется, не только под влиянием поля радиоволн. Так,
к нагреванию приводит, в конечном счете, развитие различных
плазменных неустойчивостей. В частности, плазму можно
нагреть пучками частиц, которые генерируют плазменные
волны (пучковая неустойчивость). В дальнейшем, под
влиянием соударений энергия плазменных волн переходит в
тепло, т. е. температура плазмы повышается. Такой механизм
представляет интерес как в лабораторных установках [1], так
и в межгалактическом пространстве, где газ нагревается,

по-видимому, пучками космических лучей (см. [326, 382]).
Нелинейность, связанная с изменением электронной

концентрации. Нелинейные явления, рассмотренные выше, в конечном
счете все обусловлены изменением скорости электрона под
действием поля: именно в силу изменения скорости меняются также

такие величины, как Те, VЭфф = V, е и а. Вместе с тем
нелинейное взаимодействие волн в плазме (и вообще нелинейная
зависимость тока ,?" от поля Е) может иметь и совершенно другую
природу. Именно нелинейность может быть вызвана изменением
не скорости, а электронной концентрации. При этом мы имеем
сейчас в виду не изменение концентрации, обусловленное
нагревом плазмы в неоднородном поле (см. конец § 38), а изменение ТУ,
обусловленное отличной от нуля дивергенцией электрического
поля Е. Такое изменение N возможно, конечно, и при полном
отсутствии соударений. О нелинейных эффектах, не связанных
с соударениями, уже было упомянуто ранее, но в основном мы
ограничились ссылками на литературу (см. начало § 38). Ниже
также не предполагается сколько-нибудь подробно
останавливаться на «бесстолкновительных» нелинейных эффектах и будет
сделано лишь несколько замечаний (см. [383], а также [31])
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Поясним еще раз природу обсуждаемого эффекта на
примере изотропной плазмы, когда тензор е^- (ю) = е'бг» =

= ( * тй)(м-^эфф)) в»' Поскольку е' зависит от N, изменение
концентрации Д./У под действием электрического поля приводит
к тому, что свойства плазмы также начинают зависеть от поля
и, таким образом, среда становится нелинейной.

При пренебрежении движением ионов, которые лишь
компенсируют средний заряд электронов еТУ, очевидно, имеем:

А* = Т = ^?. C9.35У
и обсуждаемый нелинейный эффект существует, если (Иу Е Ф 0.

При распространении поперечных (электромагнитных) волн
в однородной и изотропной плазме сИу Е = 0. То же, конечно,
имеет место в однородном поле. Но уже в плазменных
продольных волнах в однородной и изотропной плазме, как известно,
сНу Е Ф 0. В результате происходит, например, рассеяние
электромагнитных волн на плазменных и, вообще говоря, нелинейг
ное взаимодействие волн этих двух типов (см. §§ 20, 36). В
изотропной, но неоднородной плазме при отсутствии «сторонних»

токов гоЪ Я = — г'Е и, следовательно, сИу (г'Е) = 0. Отсюда
с

и из C9,35) находим:

В магнитоактивной плазме, вообще говоря, сИу Е Ф 0 даже для

однородной среды ( см. гл. III; условие сИу ( I) —- I ~^$)' =?-
= ^— г'ц Е] = 0 в общем случае означает, что сИу Е ~~я^~^®'
уже при г'ц = сопзЬ ) .

Для плоской монохроматической волны в однородной
магнитоактивной среде эллиптически поляризованное поле имеет вид
Е = Е0а С08 ф + Е0Ъ 8Ш ф И

АМ =-- ^ШГ = ~ таг {Е<* С08 6« 81" Ф + Еоь С08 0ь соз ф}. C9,37)
Здесь ф = со — кг, п = щ^ — - показатель преломления
для рассматриваемой обыкновенной или необыкноэенной волны
(поглощением для простоты пренебрегаем), 6а, 0ь — углы между
Еоа, Е0ь и к. Если внешнее магнитное поле Н<ф не являетел
слишком слабым или не рассматриваются исключительные

40*
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направления Г т. е. углы а между йи .И40', близкие к а = 0 или

а = -у ) , то соз 0а и соз 0ь являются величинами порядка единицы
(углы во и 0ь легко вычисляются по формулам, приведенным
в § 10). В подобных условиях эффект C9,37) больше эффекта

C9,36), если длина к =—=— меньше характерной длины

Ь, на которой существенно изменяются свойства плазмы

( другими словами, Ь ~ —-т—т
Итак, под действием поля Ш\ с частотой щ в плазме возни-

&.а Де ДАТ Е{
кают изменения е и а порядка — ~ —~ -^- ~ /——, или измене-

^а^^ Де^- ыпЕ1
ния —— ~ ~ 7 тт (для простоты принимается, что е ~ е,-у~

~ 1). Частота этих изменений совпадает, разумеется, с частотой
поля Ег. При распространении в среде, возмущенной волной Еи
другой волны Е2 с частотой со2 возникают «боковые» волны
с частотами и2 ± %• В то же время частота «боковых» волн,
появление которых обсуждалось раньше и связано с влиянием
поля на скорость электронов, равна со2 ± 2©!. Это различие
обусловлено тем, что изменение АЛ^ пропорционально полю Е1
(см. C9,36) и C9,37)), а изменение хаотической скорости,
Те, уэфф {Те), е и ст пропорционально Е\ или в более общем
случае также другим четным степеням Е1.

Для эффекта C9,30) при ю2 ~ Щ, грубо говоря, -?¦ ~ ^^§,
о « сг0 ~ ^-. Поэтому отношение амплитуды «боковых» волн,

связанных с изменением электронной концентрации (как

указывалось, при этом — ~ "'" ' ) , к амплитуде «боковых» волн
первого типа будет

? хУт@1га Ю1ге Ту/" кТе Ер,1 ,„д оо\
ё еЗсЛГД01B) Ш2 у тсав Е(I B) . (йУ.йв)

где опущен численный множитель (он оказывается близким
к единице), п — показатель преломления для волны с полем Еи

<»о = ——— и ЕрЛ — «плазменное поле» C8,1) для волны 1. Притп

V- -?% ~ Ю-2 (Те ~ 500, б ~ Ю-3), Щ ~ 1 -V- 10 и -ртт ~ 1.
параметр \ ~ Ю-1 -4- Ю-2. Таким образом, в данном случае
в ионосфере амплитуда «боковых» волн с частотами и»2 ± а1
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в 10 ~- 100 раз меньше амплитуды волн с частотами ю2 ± 2<й4.
Вместе с тем, при ^ > 1 сильнее волны с частотами ©2 ± а,'.
Условие | «1 отвечает отношению ^г-^тЧ ~ Ю-1 -г- Ю~2 (пои^1~

~ 1 4- 10 и у -~^ ~ 10~а ) . Если волна Е^ промодулирована
по амплитуде, то возникающая за счет эффекта C9,37)
дополнительная кроссмодуляция волны Е2 очень мала — ее глубина
порядка отношения амплитуды «боковой» волны с частотой
со2 ± «>! к амплитуде самой волны Е2. Этот результат вполне
понятен, поскольку изменение концентрации с полем, в отличив

от изменения электронной температуры, не имеет постоянно»
(или медленно меняющейся) составляющей.
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